
- 23-

SOBRE LA INVERSIOl'1 QE lNTEGRAl,E~ DE LAPLACE 

ABSOLUTAMENTE CONVERGE.NTES 

pOI' A. GONZÁLEZ' DOMÍNGUEZ: 

, • ¡ , . . ~.,', ' • "'" ' , ., 

Sean las integrales de Laplacey de Lapl:;tce-Stü~ltje~ respec-
tivamenté: ' ' . '-

00 p 

(1) F (x) = f e-~·t f (t) dt" (1 (t) EL, -J <]J < 00), 

o 

(2) _ 
00 

: F (~) -:- fe-,I'f'fl (X (t) 

00 

, (j' 1 el a, ( t) I < 00), , 
o , o ' 

y consideremos la función 

(3) 

en la cual epn (x) 'es la función de Laguerre de orden n, y (in tiene 
el valor: 

an =l':sn( k ) l/k;]Jk F (Yz) . 
k=O n . 

En esta nota enunciamosalgu:n,os teoremas acerca de las inte­
grales (1), y (2), cvyadem~stración daremo~ en un 'trabaj¿ ,ele: 
próxima publicación. ' 

Teo1"e1?~a l.-Dada una inteSTal de Laplac.e (1), con f (t) Sll-' 

mable, se verifica, pará 1"~1: · . 

lim g (T,X) =J ,(x), 

,.lún g' (t, x) =/'( x) 

en casi todos' los puntos de (O, eI.), 

Teo1'e~(L~;~En)as mi~ma~ hipótesis d~l teorema ~nteri?r se 
verifica, para 1" ;-+ 1,:, 

- 00,;, , ,,\ 

" 'lim"f l g (1", x)- f (x)1 el x',' 'O,:' 
, , o I . ~ " " 
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-de lo cual se deduce inmediatamente, en virtud de una propiedad 
,conocida de la convergencia en promedio: 

a: 

lin~ f g (1', x) el x = f't (x) d x, 
o 

li1n fl g (1', x) d x = f' f (x) , d x. 
o 

Teorema 3.-Dada una integral de Laplace (1), con f (t) pel'-
, p 

teneciente a la categoría L, (1 < 1) < (0), se verifica para 1'--71 : 
ex 

lim'f! g (1', x) -f (x) ,'d x = o. 
() 

Los teor~mas siguientes se refieren a integrales de Laplace­
Stlieltjes de la forma (2), con a (t) de variación acotada en 
{O, (!/.;), y tal que a (O) = O,a(t) == 0 (a (t + O) + a (t - O). 

Teol'erna, 4.---':'Para 1"--71 se verifica 

.1: 

lim.f g (1", t) d t = a (x) 
o 

TeoremoJ 5.-Para 1"--71 se verifica 

lim g (1"; x) = a,' (x) 

'en casi todos los puntos del intervalo (0, 00'). 

Teo1'em,a 6~-Para 1"--71 se verifica: 
00 

lin~ flg (1', x) 1 d x' .[1 da (t) I~ 
o 

Te01~ema 7.-Para 1'--71 se verifica 

lím 2 (71" x)~ (1-- 1'r g(r, x) = a (x + O) -a (x-O). 

EX'P9nd-reinos en pocas palabras el método que nos ha COll­

,elucido a estos resultados, y su relación con las fórmulas de in-
, ver;sión conocidas. La mayoría de éstas se han establecido for­
mando, a partir de la determinante, una integral singular en la 
'que aparece, dentro del signo integral, precisamente la función 
generatriz incógnita. Esta se obtiene entonces como límite de 
esta integral singular~ Así, la fórmula de inversión de Riemann 
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{O de Mellin), expresa.la función generatriz como límite de una 
integral singular de Dirichlet, y Widder llega, por derivacio­
nes sucesivas de la determinante, a una integral singular denú­
cleo positivo; lo cual le permite, no s610 obtener las fórmulas de 
inversión más generales, conocidas hasta la fecha, sino también 
"clasificar" las funciones determinantes; esto es, .formular con­
diciones características para que una función sea determinante 
·con generatriz perteneciente a una categoría dada. 

'Nuestro método ha consistido en formar, por medio de 'una 
combinación 1ineal de las derivadas sucesivas de la determinan-

ie ,en el, punto +, una integral singular que no es otra que la 

resultante de aplicar el método de sumación de Abel-Poisson a 
la serie de Laguerre de la función generatriz. El estudio siste­
mático del núcleo de esta integral singular nos ha permitido 
comprobar que le son aplicables muchos de los teoremas gene­
rales de Lebesgue y de Hahn y otros nuevos, y así hemo~ podido 

. establecer los teoremas enunciados. Cabe observar que nuestro 
método permite también, como el de Widder, clasificar las fun­
@ioll1es determinantes, según hemos establecido en nuestra nota 
aparecida en los Comptes Rendus de l' Acade1nie des Sciences, 
T. 205, p. 1035, 1937. 

Damos a continuación un teorema de este último tipo: 

Te01"ema 8 .-Sea F (s) .[ s = x + i y], una función analítica 
acotada en el semiplano de la derecha que toma valores reales 
para s real. La co,nq,ición necesaria y suficiente para que F (s) 
sea una integral de Laplace.:Stieltjes: 

00 

F (s) = f e-st el a (t) 
o 

oc . 

con f 1 da (t) I <1, es que, para todo conjunto finito de nú­
o 

meros ~ll1 se verifique: 
r r 

" ~ ~ln F (n) I < max I ~ ~ln e-na: ! 
1 1 

.. para O < x < oo. 

El anterior teorema es consecuencia fácil de ciertos teoremas 
generales de F. Riesz, sobre cálculo funcional, convenientemente 
generalizados para intervalo infinito .. En un trabajo próximo 
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yolve.remo~ sobre' este te;ma, el? ·deci~~,. la apIicación sistemática. 
de los teoremas .del. cálcqlo.fuTIcional, a la teorfa d~ las integra­
les, de La.place. EJ,lo permite obtener con facilidad interesantes 
result~dos, 10 . cual no es. sino, natural, pues. el problema. de .la 
repl'esentabilid.ad de una función por mediQ de una integral, de 
Laplace es el correl~tivo .del. problema de los momentós, enh1-
tervalo :(inito;, y de este último ha da,doF. Riesz,valiéridosepre-· 
cisamente de. clás~c.o.s teorema.s, a él mismo debidos, sqbre re­
presentabilida9- de. funcionales .lineales, solució11 completa para. 
extensas ,categorías de funciol1es. 

La demostración detallada ,de ·los teoreJ.11as c0l1tenidos en 
esta nota aparecerá. en un trabajo de próxima publicación. 

J _ •• -; 

.-.! 

Buenos Air~s, Se~1lin~l'io de . Matemáticas' de la Fa~ulta,d de Ci.e~ci~.s: 
Exactas, Físicas y Naturales, julio de 1938. 
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