SOBRE LA INVERSION DE INTEGRALES DE LAPLACE
ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

por A. GONZALEZ DoOMINGUEZ

Sean las integrales de Laplace y de f;apiacé-Stieltjes respec-
tivamente : ’ '
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y consideremos la funcién
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en la cual ¢, (2) es la funcién de Laguerre de orden n, y a, tiene
el valor: .
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En esta nota enunciamos algunos teoremas acerca de las inte-
grales (1), y (2), cuya demostraciéon daremos en un trabajo de
proxima publicacion.

Teorema 1.—Dada una integral de Laplace (1), con f (¢) su-
mable, se verificéa, para r=1:

lim g (v, 2) =f.(2),
lim g (r,2) =1 (%)
en casi todos los puntos de (0, ).

Teorema 2—En las mismas hipétesis del teorema anteripr se
verifica, para 7 —.1:
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de lo cual se deduce inmediatamente, en virtud de una propiedad
conocida de la convergencia en promedio:

lim fg (r,x)do = ff (z) d z,
limf\’g('r',m) dx = f|f (z) 1 d .

Teorema 3.—Dada una integral de Laplace (1), con f (¢) per-
r

teneciente a la categoria L, (1 < p < =), se verifica para r—1:
\—y\: .
lz’mf{g (ryx)y—f ()| dz=0.
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Los teoremas siguientes se refieren a integrales de Laplace-
Stieltjes de la forma (2), con o (f) de variacién acotada en
(0, o),y tal que a (0) = 0, o (£) = %% (o (t + 0) +a (t—0)).

Teorema 4.—Para r—1 se verifica
&

limf grt)ydt=nua(x)

Teorema b—Para r—1 se verifica
Iim g (r,2) =0 ()
en casi todos los puntos del intervalo (0, «).

Teorema 6.—Para r—1 se verifica:
<0
limflg (r,z) |dx — f[da ) |.
0 - *

Teorema 7.—Para r—1 se verifica
lim 2 (r2) (1 —1)tg (r,2) =a (& +0) —a (x—0).

Expondremos en pocas palabras el método quée nos ha con-
ducido a estos resultados, y su relacién con las formulas de in-
version conocidas. La mayoria de éstas se han establecido for-
mando, a partir de la determinante, una integral singular en la
que aparece, dentro del signo integral, precisamente la funcién
generatriz incégnita. Esta se obtiene entonces como limite de
esta integral singular. Asi, la fé6rmula de inversién de Riemann
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{0 de Mellin), expresa la funcién generatriz como limite de una
integral singular de Dirichlet, y Widder llega, por derivacio-
nes sucesivas de la determinante, a una integral singular de ni-
cleo positivo; lo cual le permite, no sélo obtener las férmulas de
inversidon mas generales conocidas hasta la fecha, sino también
“clasificar” las funciones determinantes, esto es, formular con-
diciones caracteristicas para que una funcién sea determinante
con generatriz perteneciente a una categoria dada.

Nuestro método ha consistido en formar, por medio de una
combinacién lineal de las derivadas sucesivas de la determinan-

te en el punto %~, una integral singular que no es otra que la

resultante de aplicar el método de sumaecién de Abel-Poisson a
la serie de Laguerre de la funcién generatriz. El estudio siste-
matico del nidcleo de esta integral singular nos ha permitido
comprobar que le son aplicables muchos de los teoremas gene-
rales de Lebesgue y de Hahn y otros nuevos, y asi hemog podido
establecer los teoremas enunciados. Cabe observar que nuestro
método permite también, como el de Widder, clasificar las fun-
eiones determinantes, segiin hemos establecido en nuestra nota
aparecida en los Comptes Rendus de I' Academie des Sciences,

T. 205, p. 1035, 1937.

Damos a continuacién un teorema de este tltimo tipo:

Teorema 8—Sea F (s) [s =z + ty], una funcién analitica
acotada en el semiplano de la derecha que toma valores reales
para s real. La condicién necesaria y suficiente para que F' (s)

sea una integral de Laplace-Stieltjes:
0

F (s) =fe"8f da (t)
0

cC .
con f[ da(t) | =1, es que, para todo conjunto finito de nu-
0

meros u, se verifique:

, ,
| 2w F(n) | =max |2, e |
1 1

 para 0 =2 < oo,

El anterior teorema es consecuencia facil de ciertos teoremas
generales de F. Riesz, sobre calculo funcional, convenientemente
generalizados para intervalo infinito. .En un trabajo préximo
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volveremos sobre este tema, es decir, la aplicacidn sistemética
de los teoremas del calcule funcional, a la teoria de las integra-
les de Laplace. Ello permite obtener con facilidad interesantes
resultados, lo cual no es sino natural, pues el problema de la
representabilidad de una funcién por medio de una integral de
Laplace es el correlativo del problema de los momentos, en in-
tervalo finito; y de este Gltimo ha dado F. Riesz, valiéndose pre-
cisamente de clasicos teoremas, a él mismo debidos, sobre re-
presentabilidad de funcionales lineales, solucién completa para.
extensas categorias de funciones.

La demostracion detallada de los teoremas contenidos en
esta nota aparecerd en un trabajo de préxima publicacién.

Buenos Aires, Seminario de Matemdticas de la Facultad de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales, julio de 1938.
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