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SOBRE LAS SERIES DE FUNCIONES DE HERMITE (*)

por ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ

Llamaremos serie de Hermite a toda serie de la forma

(D) | %Oan P (),

n=20

siendo las v, (2) las funciones de Hermite:

x2

. A _ (—Nyre 2 Drew
(2) Yu (%) == (2 i )

Como es bien sabido, estas funciones constituyen un sistema
ortonormal en el intervald (— o, o). -

Llamaremos desarrollo de Hermite de una-funcién f (¢), per-
teneciente a una cierta categoria, a toda serie de la forma (1),.
cuyos coeficientes @, tengan la forma (**)

(3) o, = f F(t) g (8) dt.

¥
~ El desarrollo se llamard de Hermite-Stieltjes, si los coe-
ficientes:a, vienen dados por las férmulas

(4) ~ ty = f Yo (2) da(2),

siendo a () una funcién de variacién acotada en el interva-
lo (— o0, ).

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Seminario de Matemdaticas de la.
Facultad de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales, que dirige el Prof.
Julio Rey Pastor, y es para nosotros un agradable deber expresarle:
aqui nuestro agradecimiento. ‘

(**) Las integrales que no llevan indicacién de extremc se entienden
extendidas entre — c0 ¥ <+ o0; y las sumatorias, de 0 a co.
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Para las series de Hermite valen, como es bien sabido, los teo-
remas de Parseval y de Riesz-Fischer.

Teorema de Parseval.—Dada una funcién f (z) ¢ L? cuyos coe-
ficientes vengan dados por las férmulas (3), se verifica:

@) S 0,2 — f [1 (@‘)]zd @

Teorema de Fischer-Riesz.—Dados nimeros aq, s, @3 ..... Ay ooy
tales que la serie X a,2 sea convergente, existe una funcién f (x),
perteneciente a L2 tal que se verifican las féormulas (3).

La validez de los teoremas de Parseval y Riesz-Fischer, per-
mite enunciar inmediatamente la siguiente proposiciéon: Condi-
«cién necesaria y suficiente para que una serie.de Hermite sea
un desarrollo de Hermite, de una funcién de L2 es que los cce-
ficientes cumplan la condicién

0
20, < w.
=0
El teorema anterior resuelve completamente, para las fun-
-ciones de L2, el problema de saber cudndo, un desarrollo es una
serte. En el presente trabajo abordamos el mismo problema para
-otras categorias de funciones: sumables, acotadas, de variacién
acotada,de variacién acotada y continuas, y mondtonas no de-
crecientes acotadas. Damos, finalmente, una expresion del salto
de una funcién, dada por su desarrollo de Hermite-Stieltjes.
Los resultados originales de este trabajo estan constituidos
por los teoremas 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7, la féormula 10°, y el teorems
cuyas hipétesis son las férmulas 46.

I.—Antepondremos algunos teoremas que utilizaremos a me-

nudo en lo que sigue.
Teorema A™.—Para |t | < 1 se verifica

1 x2>—1t* (x—rt)* |

. 5 K(x,r,t)= = ()P, () =———eaxp{— — ——— "},
(5) K(@mt) (P = sy |

La funcién K (z,t,7) es evidentemente simétrica respecto a
xy at;es ademas positiva, y goza de las propiedades siguien-
tes, que hacen de ella un nicleo positivo de una integral singular.

2 1 1— .
(6 K(x,ty)dt— /_74 ex (—— 2) 1 para r—1
© J Katni=| 1 P et

1) Ver Wiener,. (1), pig. 64 y 65; ver también Watson, 1. Ver asimismo
Titchmarsh, (1), pag. 28.




— 3 —

Anilogamente .
1 1—
@ | Etr)do= \/ 2 eap (—~ - t)
1472 2 142
(3) lim K (z,t,7) =0,

r—1

uniformemente para todo x y todo ¢ tal que [z —¢| > =.
Se verifica también, para » — 1:
T—=

(9) tim [ K (wtrydt—0
(10) lim f.K(xw)dt_o
r-+¢

Sea f (f) una funién perteneciente a L. Se verifica, para
r—1, :

(10" im [ K (rat)f () dt =7 (z)
en todo punto en el que se verifique
n
lim 1 g
oo ) Nf@t —f (@) |di=
0

Estos resultados nos serdn muy utiles, sobre todo para la de-
mostracién del teorema 7.

-

Otro resultado que ttilizaremos repetidamente en lo que sigue
es el siguiente:

TEOREMA 1.—Los coeficientes de una serie de -Hermite o d')
Hermite-Stieltjes, tienden a cero para n—ce.

La demostracion es inmediata; tomemos el caso de una fun-
cién de L':
(107) Oy = f Yy () f(x)de
Utilizando la conocida acotacién
ze s
H, (2) =(_)|: e 2 \/2'nln 4]

(2) ZXKogbetlianz, p. 153.
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resulta, para las funcicnes de Hermite, en virtud de 2, la acota-
cion siguiente:

. 1
(11) Yu () =0_( 4_) :

N

Como la funcién f (z) es sumable, y por lo tanto absolutamen-
te sumable, resulta ficilmente, dividiendo el intervalo de inte-
gracién en 10” en 3 partes, y utilizando (11), que a,—0, pa-
ra n— . El razonamiento es vilido para coeficientes de un des-
arrollo de Fourier-Stieltjes:

Oy — J' Yy () da(x),

siendo la funcién o (x) de variacién acotada en (— e, «)..

II.—Condiciones caracteristicas para que una serie de Hermi-
te sea el desarrollo de Hermite-Stieltjes de una funcién de va-
riacién acotada en —w, w.

THEOREMA 2.—La condicién necesaria'y suficiente para que
ur o serie de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero, sea el des-
¢ ‘rollo de Hermite-Stieltjes de una funcién de variacion acota-
da en (—oo, ), es.que se verifique:

(12) flomw|de<M (=r<D

(13) con o (7r,x) = Za, P, (x) ™ 0=r<l
Demostracién.—La condicién es necesaria. En efecto, si

(14) 2 e ()

es un desarrollo de Hermite-Stieltjes de una funcién.a ( 2 ) de va-
riacién acotada en (—w, «), esto es, si verifican las infinitas
igualdades

(15) O — fw B da(t), (n=01,2..)
se verifica también

(16) 6 (r, %) — f K (r,a,t) da(t)

siendo K (7, z, t) el nicleo de Hermite, cuyas propiedades hemos
estudiado en la introduccién. -



Se verificara, pues:

an [o('r,x)\gf\K(r,x,t)‘\],da(t)[

Integrando esta desigualdad entre limites finitos a y — a, ob-
tenemos

(18) f|a(7~,x>|dm§fadfo(r,m,wda(t)

' Es facil ver que en el segundo miembro es licito invertir el
orden de integracién. Para ello basta observar que, en virtud de
la forma exponencial del ntcleo K (7, z, t), las dos integrales

jd x }K (r,x,t)da(t), ¥y fd x?K (r,z,t) da (t)

N — 0

pueden hacerse tan pequefias como se quiera eligiendo | N | su-
ficientemente grande. En la integral

(19) j‘dijK (r,z,t) da(t),
N

—a —1

siendo la funcién K (u) continua, y los limites de integracién fi-
nitos, no hay ningin inconveniente para invertir el orden de in-
tegracion, y obtenemos asi

a a ’
20 flo@a) |de= flaa@ |f K@ ot de
—Q —Q
Tomando ahora limites para | a | -, obtenemos

@) floeodes [ldaw)|f Koot da
En virtud de la acotaciéon uniforme de la integral

fuc(r,w,mdw,
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indicada en la Introduccién (férmula 7), obtenemos de (21)

. (22) flc (r,x)de=c f|da(t), O=r<1),

~ con lo que queda demostrada la necesidad de la condicién.
La condicién es suficiente. Consideremos, en efecto, la funcién

(28) ‘ F(r,z)= f og(r,z)dax .

— 0

Las funciones F'. () son, en virtud de la hipétesis, de varia-
c¢iéon uniformemente acotada con respecto a 7, y por lo tanio
"constituyen, en virtud de un conocido teorema de Helly @, un
conjunto compacto; es decir, que existe una sucesién par-
cial Frj (x), tal que

(24) lim  Fr (z) =g (),

J— w0

donde g (z) es una funcién de variacién acotada, y la igualdad
se verifica en todos los puntos de continuidad de g ().
Consideremos ahora las integrales

(25) I (@) dF, (@) [[=12..] .

Aplicando un clasico teorema de Helly ¢ sobre paso al limite
. bajo el signo de integral, resulta

26)  lim [ u(2) aF, (x) = S @ dg @)

J—>w

Por otra parte

- @ Swm @) dF, (2) = S (@), (2) d =,

en virtud de (23), y la segunda integral es igual a
(28) f’q}"” (ZU) [E ay 'll)-u, (x) ”'j"’:,d X .

(3) Helly, 1.
(4) Helly, 1.
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Demostraremos que es licito integrar esta expresién término
a término, es decir, que es exacta la igualdad

(29) f W (%) [2 @ P () fr',-”]dx: > [anﬁrﬂ f 1|Jm(:r:)w,,,(a;)clx:|-

Para ello es condicién suficiente, en virtud de un clasico teo-
rema, que converja la serie de mddulos, es decir, que se verifique

30 =l [ @[ @ [d2) < .

Acotemos la integral que figura dentro del signo 2.
Aplicando la acotacién de Kogbetlianz ®, consignada en la in-
troduccién, o aun la menos precisa de Cramer ©:

9

(31) |H, (z) |[< K\/n127¢2 »

o lo que es lo mismo
K
(32) [ (%) | <, (K =1,086435, ver Charlier (),
m

resulta
1
(33) f‘ ’l])m (90) | | 'IP”, (x) | d x < K—ﬂ'."T. f \ wm (x) \ d T == (j .

En la segunda integral, m es fija, y la integral es por lo tan-
to convergente, dado que v, es el producto de un polinomic por

)

2
)

el factor e 2
Resulta pues,

(34) = (| M‘j”fl Yo (2) || 9o (2) | d2) < CZla,|rm

Como por hipétesis los coeficientes |a,| tienden a cero,
y r; < 1, también por hipdtesis, la serie de potencias del segundo
miembro es convergente, y por lo tanto también es convergente
la serie del primer miembro, con lo que queda demostrada nues-
tra asercién, y por consiguiente la exactitud de la férmula (29).
Volvamos- a considerar esta misma férmula. En el segundo
miembro de la misma figura la integral

(35} f Yo (x> Wa (x) d @,

77(5) Kogbetlianz, 1, p. 153.
(6) Cramer, 1. — Ver Charlier, pp. 52 y 57.
(7) Charlier, 1, pp. 52 y 57.
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que, en virtud de la ortogonalidad y normalidad de las funcio-
nes de Hermite, es igual a cero para m J‘cn, ¥ a uno para m — .
La férmula (29) nos da, pues

(36) [ yn(2) [ £ ()72 1= = (Gt [ hun() (@) d—t

Substituyendo este valor en la fé6rmula (26), obtendremos:

(37) lim ‘fmpm(x)dFr] ()= lim anr—tn— j‘lpm(x)dJ(x)

J—>o0 J~—> 0
(38) Uy = J"lpm (90) d g (ZU),

con 1o que queda demostrada la segunda parte de nuestro teo-
rema.

TEOREMA 3.—Condicién necesaria y suficiente para que un
-desarrollo de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero, sea lo
-serte de Hermite-Stieltjes de una funcion mondtona no decre-
ciente y acotada en (—oo, «), es que se verifique

o(r,z) =0 0=r<l,

(89) J‘G(T,x)de/\M [0=7r <1] .

Este teorema es facil corolario del anterior.
Las condiciones son necesarias. En efecto, si
(40) : 2y, @ ()

es una serie de Hermite-Stieltjes de una funcién acotada no de-
creciente, se verifica

(41) a(rz)= [E@ ot da(t)
Siendo K (7, z, t) positivo, y la funcién o () no decr eczemﬁe .
el integrando es positivo, y obtenemos h
(42) o (r,2)=0

La segunda condicién se verifica también, en virtud del teore-
‘ma anterior, pues a (), mondtona no decreciente, y acotada, ey
- de variaciéon acotada.

Las condiciones son suficientes. En efecto, todos los razona-
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mientos que hemos hecho para demostrar el teorema anterior
subsisten. Pero, en. el caso actual, las funeiones

(43) F(r,z) = j‘c (r,%) d =z,

——c

dado que el integrando es positivo, son, no sélo de variacién uni-
formemente acotada, sino también %o decrecientes, y uniforme-
mente acotadas. La funcién limite g (x), que en el teorema ante-
rior resultaba de variacién acotada, es en este caso no decrecien-
. te y acotada. Repitiendo todos los pasos del razonamiento ante-
rior, se demuestra finalmente que

(44) U = Jrlpm (z) dg (x)

con g (x) acotada no decreciente, con lo que queda demostrada
la segunda parte del teorema.

TEOREMA 4.—Condicién necesaria y suficiente para que un
desarrollo de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero sea la. se-
rie de Hermite-Stielties de una funcién continua de variacidna
acotada, es que se verifique

45) a) jyo(on,x)(dx<M 0=r<1
b) lima% (1 —1r>)%o(r,z)=0 (r-l)

Este teorema es facil corolario del teorema (3). En efecto, la
condicién (@) nos dice que la serie dada es el desarrollo de Her-
‘mite-Stieltjes de una funcién de variacién acotada. Veremos que
la condicién b, determina que esa funcién de variacién acotada,
es continua. Para ello, nos valdremos del siguiente teorema,
‘muy andlogo a un teorema de Khintchine ®.

Sea una funcién S (z, 7, t), que satisfaga a las condiciones

1) |S(x, 7 t) | < M ’
(46) 2) UmS (x,r,t) =0, para todo x tal que|z—t | > 3
r—1
8) limS (x,r,t)=1 para x==1.
r—1

(8) Khintchine, 1. i
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Se verificard, entonces, para r—1:
im S (0t do(t) =a(2+0)—a(@—0)

siendo o (t) de variacién acotada en (—, «).
Comprobemos que la expresion

\

(47) % (I—r2)% K (7, %, 1)

satisface a las condiciones del teorema anterior.
La condicién 1) se satisface evidentemente, en virtud de la
férmula (5). También estd satisfecha la condicién 2), pues

pues

242 )2
(48) 2% (1—r2) B K (7,2,) = eap (“ 5 A 1_:5)~ '

Para|xz—1t| > 9, el exponente tiende a —co, para r—1, y por

lo tanto,
&

(49)  lim =% (1— )% K (r,a,t) — 0, para |z —¢| > 3.
. r—1 )

Para z — t, la expiresion (48) se reduce a

(50) % (1 __qnz)% K (r,2,&) — exp (_x3 fl —7”;”)2 ) _

o 2 (1—7r) (1—7)
*“exp(“ A—r (17 )_>1'

Se verificard, pues, en virtud del teorema recién enunciado:
(51) lim =% (1—r2)% [ K (r,,) da(t)— lim =% (1—?) o (r,x)—
r—l1

\ =a(x+0)—o(xz—0).
Si en todo punto z se verifica que o (% +0) — o (z —0) =40,
quiere decir que la funcién o (2) es continua, ya que su salto es
nulo para todo z.

La validez de la condicién a) de 45, nos aseguraba que la fun-
cién o (¢) es de variacién acotada. Acabamos de ver que el ve-
rificarse de la condicién b), de (45), es necesario y suficiente

E
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para que la funcién o (¢), de variacién acotada, sea continua. L
teorema 5 queda asi completamente demostrado.

TEOREMA 5.—Condicién necesaria y suficiente para que uni.
serie de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero, sea el des-

P
arrollo de Hermite de una funcion de L, (p = 2), es que se ve-
rifique
o4

(52) flora| de<m (0=r<1)

La} condicioén es necesaria. En efecto, si la serie
(53) 2y Yy (CU)

13

es el desarrollo de Hermite de una funcién f (¢) e L , se verifi-
cara:

(54) Oy — fq;,l-(t)f(t)dt ,
(55) o (r, @) — fK (o) 7 () dt

siendo K (7, z, t) el varias veces mencmnado nucleo de Hermite,.
Aplicando la clasica desigualdad de Holder a la formula (55),

obtenemos:
1

(56) | o(r, 2)|= ﬁK(v %, )| [F()] dt] [fK(v z,tydt |

(P P’*l) "

Elevemos ambos miembros a la potencia p e integremds:

(57 . ﬁa(r,x)ﬁdxg faz [{fK(r,x,tnf(t)-fdt}x

{fK(r, %, t) dt}pfp']
Pero )
P £
(58) (fK(r,x,t)dt)P’<AP’ O=r<1),

-en virtud de la férmula (10) varias veces citada de la introduc-
cién. De (57) v (58) deducimos

; » |
(59) NEOIRE: fA/P'f dw [K(r,at) |f @ Fat

La integral doble del segundo miembro (de integrando positi-
vo), cumple las condiciones del clasico teorema de Fubini, y por
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lo tanto es licito invertir el orden de integracién, con lo que ob-
‘tenemos:

©0) [ dz [ K(rat)
(61) =4 [irmlat

Substituyendo este resultado en la férmula (59), obtenemos en
definitiva:

fydt— flf@)] dt [Kerat)de=

P P
P Lo +1 . o 1
(61) f [a(v«,x,mdng(P ) f f@) |dt—BA T —m,

con lo que queda demostrada la primera pai'te del teorema.
La condicién es suficiente. Supongamos, en efecto, que se
cumpla la hipoétesis, esto es

(62) f1o @) Free’a O=r<1).

Entonces, en virtud de un clasico teorema de Riesz , el con-
junto de funciones o, () contiene una sucesién parcial débilmen-
te convergente o (7, 2); es decir, tal que para toda funcién

g () eL® (1/p + %/ »=1), se verifica:

(63) lim fa (rpx) g (B dt = ff (1) g () dt,

J— o0 ' b
siendo f () una funcién de L. Ahora bien, las funciones y» (Z)
son acotadas e integrables en (—ow, %), y por lo tanto pertene-

P
cen a la categoria L, cualquiera que sea p = 1. Por lo tanto

(64) lim f Y (@) 0(1,,%) da— f (@) f(2)d

71— o0 R

Una vez en posesién de este resultads, el resto es facil. En
efecto, sélo queda por demostrar que la integral del primer
miembro de la igualdad anterior es igual a a,, »;/* Pero los razo-
namientos que hemos hecho para demostrar idéntico resultado
en el teorema (3), siguen siendo valides sin modificacién algu-
na en el caso actual. Nos queda, pues
(65)  lim f Yo () 0 (15 2) A 3 = lim @y 7" = Gy —

J—>w J—> o
= f’le ((L') f (x) d &

con lo que queda demostrada la 22 parte del teorema.

(9) Riesz, 1.



— 13 —

TEOREMA 6.-—Condicién mecesaria, y suficiente pare que
unae serie de Hermite

(66) G 2 P (%)

cuyos coeficientes tienden a cero, sea el desgrrollo de Hermite
de una funcion acotada e integrable en (—w, x), es que se ve-
rifique

(67) lo(r,z) | <M 0=r<l1
La condicién es necesaria. En efecto, razonando como en los.

teoremas anteriores, resulta que si el desarrollo (66) es la serie
de Hermite de una funcién acotada, se verifica

(68) o (r, &) = fK (rya,t) f(t) dt
Ahora bien, como por hipétesis, | f (¢) < K, se verificara
(69 l6(ra) | <M [K(@atdt <M A,

en virtud de la propiedad fundamental del nticleo de Hermite,
que tantas veces hemos utilizado. La necesidad de la condicién
queda asi demostrada.

La condicién es suficiente. El razonamiento es idéntico que en.
los teoremas anteriores. En el caso actual, la hipétesis

(70) fo(r,2) | <M,

nos permite asegurar, en virtud de otro conocido teorema de
Riesz @9, que el conjunto de funciones o, () contlene una u-
cesion parc1a1 débilmente convergente.

Una vez assgurado este punto fundamental de la demustra--
cién, la parte restante es idéntica a la de los teoremas anteriores.

TEOREMA 7.—Condicién necesaria y suficiente pam que Una.
serie de Hermite,

(71) . 3 Gy Y (x)
‘euyos coeficientes tienden a cero, sea el desarrollo de Hermite de

una funcién sumable, es que se verifique para r—>1, p—1:

(72) tim o (r,2) —o () [dz =0

(10) Riesz, 1
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La condicién es suficiente. En efecto, si la hipétesis se veri-
fica, ex1ste, en virtud del teorema fundamental sobre conver-
gencia en promedio, debido a Riesz @», una funcién g (x) tal
que para j—co :

(73) tim |6 (r, @ )—f(x)ldx_o

Pero, seglin es bien sabido, la convergencia fuerte lleva apa-
rejada la convergencia débil @V ; por lo tanto se verificara pa-
Ta j—>oo:

(74) lim fg (%) 6 (15, 8) — fg () f (%) d

para toda funcién g (x) sumable acotada; y, en particular

(75) lim f’l]}m ()o(r,x)dz —f’l]),,, (z) f(x) da.
j—0
La demostracion de la suficiencia sigue ahora idénticamente
que en casos anteriores.
La condicidn es necesaria. En efecto, si la serie

(76) St ()

es el desarrollo de Hermite de una funcién sumable, se verifica

) o(ra)— [K(rat)f@mdt

Recordando las propiedades 6, 7, 9, 10, y 10’ del nftecleo
K («,t,r,), consignadas en la introduccidén, se comprueba que el
mismo satisface a todas las condiciones del siguiente teorema
de Hahn @2,

Sea ¢ (&, 2,m) medible en todo el plano E, z, para todo n. Sea
@ (, xz, n) integrable con respecto a E, en (--w, »), para to-
do z, con excepcién cuando mas de un conjunto de medida nula;
1gualmente sea integrable con respecto a x en (—e, ), para
todo &, con excepcion cuando més de un conjunto de medida nu-
la; ademaéas satlsfaga @ (€, z,n) a las siguientes condiciones:

1) Existe un M tal que, para casi todo z y todo n, se verifica

floGanlds<nu

(11) Riesz, 1.
(12) Hahn, 1, pag. 667.
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2) Existe un M tal que, para casi todo E v todo n se verifica
f1o @ an de<i;

3) f (@) = lim fcp (E, 2,m) f (E) dE

para n—co, en todo punto donde, se verifique ‘par:a h—0:
I3
. 1.
im [ (@ t) —F (2) |[dt=0.
0

4) Para todo & > 0 y todo E se verifica
e
lim f|(p(°§,x,n)|dx=0,

n—>c0
._9-_(:0

)
lim f\cp(E,x,nH(lx:O.

>0 E+-h

Entonces se verifica, para toda funcién f (z) sumable en
(—w, »), la relacién

im  f17@— [o@EanrEde|da—o.

N—> 0

Del anterior teorema de Hahn, aplicado a nuestro caso, se
deduce:

(78) lim f\f(x)—c(r,x)\dxzo.
. r—l1

es decir, que la funcién o (7, £) converge en promedio de primer
orden, hacia f (x). En virtud -del teéorema fundamental sobre
convergencia en promedio, se verificarid también, en virtud de.
la relacién anterior:

(79) lim ﬁc(@, ©) —o (7, ) |dx—0
para r—1, o—1. ‘

Nuestro teorema queda asi finalmente demostrado.
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