
CONOIDE ESFERICO CON DOS DIRECTRICES 
RECTILINEAS 

(Tema NI? 13, Vol. VII, pág. 27) 

Como la solución dada por el Sr. Eduardo Gaspar al te­
ma propuesto por el profesor Rosell Soler hace una g,eneraliza­
ción distinta de la que el autor deseaba, puede inter,esar quizás 
la siguiente solución, levemente modificada, que en dic~embre 
de Ig4oenviamos al autor, cuando. nos propuso el tema. 

Co¡noide recto. Si es P la traza de la directriz rectilíne.a 
con el plano diam'etral horizontal} siendo r,ecto el ángulo fornuldo 
por cada tangente horizo.ntal a la esfera con. el radio corre,1S­
pondiente de la sección circular (horizo.ntal) resulta como. pro­
y.ección horizontal de la curva de co.ntacto r la circunf'erencia 
de diámetro OP. Es decir: dicha curva r es la intersección 
de la superficie 'esférica con ,el cilindro vertical circular cuya 
traza es dicha circunfer,encia, y ,es trivial la co.nstrucción de la 
tangente como intersección 'del' plano. tangente a ese cilindro 
circular con le 1 . plano tangente a la esfera. 

Conoide oblicuo. Si ·es P la traza de la dir'ectriz 'Oblicua s 
sobr,e el plano dialnetral ho.rizontal, y se supone, como siempre 
es posible, situada esa directriz s en el plano diam,etral paralelo 
al vertical del dibujo, s1endo Q la intersección, de. s co.nel ej!e 
vertical de la ,esf.era, los puntos de la curva se proyectan con­
fundidos de dos en dos sobre el plano vertical, por simetría, 
y la curva que fOrInan es una hipérbola, como se ve inmediata­
Inente por generación proyectiva o SiÍllplem'ente obs'ervando la 
r,éláción 

DA. DE=r2 o sea x . k (z - q) = R2 - Z2 

sielido R el radio de la esfera, r el de la circunf,erencia sec­
ción horizonta!l a la altura z, q la altura u ordenada.z de ;Q 
y k la pendiente negativa de PQ. Esa hipérbola tiene, pues~ 
como asíntota la recta z = q horizontal trazada por Q y su 
tangente len A se construye inmediatam,ente con el ,exágono 
JJKAAH. Basta oortar las cuerdas AH, Al{ con las horizontales 
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por H Y [{ Y la recta H' lC clet,ennina sobre J Q un puntOo T de 
la tangente en A a la hipérbola (1). 

,La intersección del planOo que proyecta sobre el vertical 
la recta AT así obtenida, con ,el planOo tang,ente a la ,'esf,era, es 
la tangente buscada. Su prOoyección v'ertical es AT y la hori­
zontal se deduoe inmediatmnente por rotación del plano tan­
gente a la lesf,era, con10 se ve ml la figura. 

Fig. 1 

Se ha dibuj ado además la elipse traza del conOo prOoyec­
tante de la curva r deselle el vértice Q, la cual r,esulta dellnétodo 
general que ahora dar,elnos y puede utilizars'e tmnbiénen lugar 
de la hipérbola. No se cOonfunda esa elipse con la próyección' 
horizontal de r:, que es una cuártica nOo dibujada. 

Finahnente, por la n1islna r,egla del exágono se han C011S­

truído las tangentes a la hipérbola ,en II y [{, que sOon las trazas 
de los planos osculadores ,en H y [( a la curva r; todas las líneas 
de construcción ¡están indicadas en la figura. 

Conoide de directrices propias. Dada la 'esfera E y las di­
r,ectrioes rectilíneas r y s las rectas que cortan a r, s y son 
tangentes a la esf,era, forman un conOoide cuya curva de contacto 
oon la ,esfera valnos á estudiar, quedando incluídos como casos 
particulares 'el conoide recto, en que r sea una recta impropia. 
y s una recta propia perpendicular, y también el caso del co-

(1) Cada letra designa el punto en el espacio y también su proyección ver­
tical. La horizontal la designarnos con subíndice 1. 
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noOide llan1ado oblicuo~ en que s es oblicua respecto de· la orien­
tación definida por la recta ünpropia r. 
. Excluído ,el caso trivial en que r y s s'e cortan, caso 18l~ 
que el conoide se reduce al plano r s más 'el cono circunscribo 
a E desde el punto cOlnún, supongamos ql1le r y s se cruzan. 
El haz de planos (a) de arista r deterInilla sobrle. s una ser1e. 
(B) Y sus polos A respecto, de E fornlan otra serie (A) siendo 
( A) /\ (B) /\ (a). 

Las generatrioes del oonoide que pasan por B son las 
tangentes desde B a la circunferencia sección por el plano a; 
loOs puntos de contacto M, N ,están en el plano polar de B y 
Co01110 los planos polares ele los diversos puntos B ele S flormall un 
haz proyectivo con (B) cuya arista 'es la recta s' polar de s, 
r,esulta que loOs puntos M, N de la curva de contacto están si­
tuadoOs ,en la superficie engendrada por los haces de planos 
(a) /\ (~) de ¡aristas r y s'. 

En el caso 111ás general en que r y s' se cruoen, resulta 
pues. una cuádrica F alabeada que coOntiene las rectas r y s', 
cuya ültersección con E cleterInina la curva de contacto, lugar 
ele loOs puntos M~ N. Tal curva es, por consiguiente, una cuár­
tica de primera ,especie, que coOntiene los puntos, real'es o ima­
ginarios,' de intersección de r con E, así C01110 también los de 
s' con E; por ella pasan infinitas cuádricas, una la esfera E y 
otra la F. -La tangente ,en M a la curva ml cuestión es, por 

. tantoO, la ü~tersección del plano tang,ente a E con el plano f.t 
tangente a F, 00 sea, la tangente en lli a la cónica C en que d 
plano tangente a E corta a F. 

Todo se reduoe, pues, a construir la tangente 'en M; a ,esta 
cónica C, perfecta111ente deterlninada. por los' dos haces pr0Y'ec­
tivos en que dicho plano ¡.¡ corta a los haces (a) /\ (~). Si el 
conoide está repr,es'entado por un siste111a de proyección, bas­
tará coOnsiderar en cada plano de proyección los haces de r,ectas 
proOyecCiones ~e dichos haoes de rectas proyectivos, y la tan­
gente a la cónica 'eng,endrada por tales haces ,es la proyección 
de la tangente buscada, quedando r'esuelto .el pr oble111 a muy 
sencillmnente. 

FijémoOnos por ejmnplo en el caso lnás frecuente y ante­
rio~mente resuelto en que una de las directrices r sea impropia 
y la otra s se;a una recta cualquiera nO paralela a ,aquella oden­
tación, es decir, no secante de r. C01110 los puntos comunes a 
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r y 'E son los puntos cíclicos de r r~sulta una cuártica circu~a;r 01 

El caso más sencillo será aquél en que las rectas s' y r se cor­
tan o, lo 'que es ,equivalent'e, se cortan s y r', "es decir, la direc­
triz s oorta ;en un punto Q a la recta diametral que es per-

... h T Q h 
r ..... ~---------\----- --------f------------
~ , I 

I 

Fig.2 

pendicl.11[lr a la orientación de r. Entonoes lo.s haces proyec­
tivos s y r' cuyas aristas tienen un punto impropio común, en­
gendran ur ·cilindro cuya intersección con E es 'Ia curva estu­
diada. Suponiendo, para fijar ideas, una representación dié-
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drica, si se elige, como antes hmuos hecho, s paralela al plano 
verlic::tl, resulta un cono de segundo orden, con 'vértice 'Q, 
que coÍ1tiene a la curva. Aunque la tangente buscada s'e obtiene 
inm·(;'diatamente, como intersección del plano tangente a este 
cono con el tangente a E, es preferible utilizar el otro cono" 
cuyo vértiCE es el punto s' r, es decir, el cilindro proyectante 
de la curva sohre el plano vertical, que es de segundo gradlO 
por lo antes demostrado, y :está perfectamente dewrn1inado por 

, su traza sobre el plano v.ertical, la cual es una hipérbola de la 
que s'e conooen los puntos siguientes: Ji y [{ proyecciones de 
los puntos situados en el diámetro vertical; L proyección de los 
puntos situados .en la circunfer·encia ecuatorial, cuya detern~ina­
ción es inmediata; ,el punto impropio J con su tangente hori­
zontal y todavía, si se quier.e, el punto proyección vertical del 
par de puntos de contacto de los planos tangentes trazados por s 
y que det,ern~inan la polar s' . Con cinco puntos se detenuina 
cualquim otro M de la curya luediante la regla y lo misnlO la 
tangente en él utiÍizando el ·exágono de Pascal, COlUO hernos 
hecho antes) o bien haoes proyectivos. 

Gaso del conoide recto. Si la directriz s 'es perpendicular 
a la orientación de. la r·ecta üupropia r, es deqr, si s es vletr­
tical, la proyección' vertical de r ·es simétrica respecto el diá­
lnetro horizontal y por tanto es una parábola que tiene est:e 
eje y pasa pdr los puntos H [{ siendo su vértioe el punto L 
polo de la recta s respecto de la circunferencia. La construc­
ción de la tangente a ·esa parábolá puede haoerse por cualquiera 
de los luétodos conocidos, pero más sencillo es utilizar el 
cono de vértice Q, que ·es precismnente el cilindro proyectante 
vertical, cuya sección por ,el plano horizontal es una 'Circunf'eren­
cia ele' diámetro 01 P V como ya hmuos visto al principio. 

J. Rey Pastor 


