
SUCESIONES DE CICLOS SOBRE UNA ESFERA (1) 

por W. MXORLER 

ConsidermTIos sobre la esfera unitaria con el centro O una 
:sucésión de ciclos Ck (k = 1, 2, .. '., n) con los centros Ok y 
los diámetros dk de lTIodo que 

1°) Ck toque Ck+1 (k = 1, 2, _. _, n-1) 
-+ 

2°) los ciclos Cl~ y los vectores OO,~ (l-í:= 1, 2, . __ , n) for-
n1en alternadamente roscas a la derecha resp_ izquierda_ Cuando 
.se. asocia a los ciclos Ck ro~cas ya sea sólo a la derecha o' a la 
izquierda mediante los vectores 

-+ OE
k 

= (-l)kA. OOk 

dk IOOlcl 
(k=l, 2, ___ , n) 

cuyos valores son inv,ersamente proporcionales a los diámetros 
,dk y donde A es un factor de proporcionalidad independiente de 
k, las rectas Ek iEk+1 (k = 1, 2, .. _, n) son tangentes a una 
misma esfera con el centro O_ 

Demostración: Sin restricción podemos suponer A = 1. Sea 
Ak el punto de contacto de los ciclos CJc Y ck+l Y pongamos 

-+." -+ 

:a.fk = 2 Ak 0k, a'k+1 = 2 A,c Ok+1- Si U es un vector unitario pro-
porcional al vector a'k /\ a'k-¡J1 (2) podmTIos considerar el trie­
dro formado por los vectores 

a' a' , a ___ k_ a'·' -~ U 
k - sen q>' k+l - sen q> , 

.Y su triedro recíproco con los vectores a*k, a*kf1' U*, donde se 
tiene 

a'*k = ak"¡":l /\ U *., _ n/\ Rk 11* 
V ,a k+1 ~ V 

e) Bajo" ciclo l' entendemos una circunferencia sobre la cual se ha elegido 
un sentido de recorrido_ Cuestiones análogas a las de esta nota para el caso 
del plano han sido tratadas en W. MACRLER. "Sobre una propieaad ae las 
.secciones cónicas ve?-aaaeras con cent?·o", Revista de la Unión Matemática Ar­
gentina, vol. VIII, p_ 145, 1942_ 

(2) Con /\ indicamos producto vectol'ial; con X producto escalar_ 
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con V = U X (ak 1\ ak+l) Y q:> como ángulo comprendido entre 
los vectores a'k Y a'k+l exigiendo O <q:> <n. El vector u* es 
un vector unitario proporcional a a *'k 1\ a*k:'h" Podemos poner 

-+ 
OEk= b (-l)ka*k 

-+ 
OEk+l = b (-1 )lc+1 ak+l 

en donde / b 1=1. Poniendo V* = u* X (a *k 1\ a*k+l)' tendreIuos, 

a causa de la reciprocidad de los triedros considerados la relación 

VV*'=l, 

y los valores absolutos a*k, a*k+l' u* = 1, de los vectores a*k, 
a*ktl' u* son los valores recíprocos de las alturas ak senq:>=a'k=dkJ 

arc+l sen q:> =a'k+l = dle+p u = 1 paralelas a ellos del paralepípedo 
formado por los vectores a'kJ aktv U. 

-:)- -:)-

El paralelepípedo formado por los vectores "OEk, OEkfl' U * 
tiene el volumen absoluto 

IV*/= 1 
a,c ale+l sen q:> 

-+ 

sen q> 

a'k a'le+l . 

Ele Bkt1 es un vector diagonal del paralelógramo formado por 
-:)- -+ 

los vectores OEle, OEle+1 . 

Se obtiene . 

-+ -+ 1 l' '¡ 
/OEk - OEle+1 1= la*k +a*le+1 /=-¡V¡IUI\( ak-ak+l) 1= a k-;a,k+l • . '. - a ka k+l 

Como el punto Ale y los .puntos finales de los ve ctor:e s 
a' k, a' le+l con el punto inicial Ak son puntos de una circunfe­
rencia mayor de la esfera unitaria con el,centro ° se tendrá 

!a'k- a'kfl/= 2 sen q:>. 
Obtenemos pues 

-+ -+ sen q:> 
1/2 /OEle -OEk+1 1= " =IV*I· 

. a lea k+l 

O l · . 1 Esto demuestra que el centro tiene a dIstancIa 2 a la 

recta Ek .iEk'rr-l Y es pues independiente ele le. 
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