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1 

En un trabajo anterior (1) hemos dado un ej,emplo de un 
espacio Do con la potencia del continuo, separable y no per­
fectamente separable. Dicho espacio es por consigui¡e¡nte una so­
lución al tema propuesto, pero no siendo· acoesible no· verifica 
la condición puesta en último lugar. El objeto de esta nota es 
obtener un ¡ejemplo que verifique también dicha condición su­
plementaria. 

Los puntos del espacio que vamos a estudiarést~n defini­
dos por los siguientes conjuntos del plano cartesiano: 

a) El eje ox. 
, 1 

b) Eloonjunto de las rectas de ecuaciones y=-(n--.-:1, 2, ... ). 
n . 

c) Un conjunto numerable de puntos cualesquiera dis­
tintos de los anterior,es . 

. Designaremos el primer oonjunto de puntos por la letra M 
y sus elementos por las letras minúsculas (a, b, ... ); al segundo 
conjunto lo design¡aremos con la letra N, y a sus elementos CO~1 
la notación Ap Bs' ... donde ,el subíndioe indica que la orde-

nada del punto es ~,~ ... y la letra mayúscula indica que la 
r s 

abscisa es la misma que la de los puntos a, b, ... ; es decir cOn­
venimos 'en que 103 puntos a, Ap As' ... designados con la miErma 
letra tienen siempre la misma abscisa y a puntos a, Br, Cs' ... 

con distintas letras les corresponden siempre abscisas distintas, 
las ordenadas siendo cero para los puntos designados con letras 

("). Conjuntos compactos y ;epar.ables en los espacios Do. PU:blicacio~es del 
J:nstituto de Matemática de la Universidad del Litoral, volumen V. 
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" l· 11 1 d d 1 mmuscu as y -t- •.• para os esigna os eon mayúscu as; 
r s 

finalmente designaremos al tercer oonjunto por la letra P y a 
sus elell,lentos oon la notación al a2 ag ••• an .... 

Definire:úi.os la acumulación len este espacio de la manera 
siguiente: . 

Los entornos de un punto cualquiera a del conjunto M 
son los conjuntos Vn(a) compuestos del punto a, de los pun­
tos an, aMi> ..• y de los -An, An+l" ... 

Los entornos Vn(Ar) de un punto Ar del conjunto N es­
tán formados por. el punto Ar Y los puntos an,an+1'" 

Finalmente atribuiremos a los dementas ar del conjunto 
P un solo entorno V ( ar ) for:mado exclusivamente por dicho pun­
to aro 

Hemos así definido un espacio (V) que vamos a demostrar 
que les accesible, es decir que verifica las condilCiones 1. a, 2. a, 
B.a y 5. a de Riesz. La condición l.a: «Si un conjunto E está 
contenido en otro conjunto F, el derivado E' tiene que estar 
contenido en el deriviado F'», queda verificada en todo espacio 
(V) y por lo tanto en el que estamos estudiando. 

La segunda condición se enuncia: «Todo punto de acu­
mulación de la suma de dos conjuntos es punto de acumulación 
de uno al menos de esos dos conjuntos», vlel\mos que también 
se verifica esta eondición. 

En efecto:sleanE y F dos conjuntos cuálesquiera y sea 
G = E + F el conjunto suma de los. dos. Consideremos los con­
juntos 

E1 =ExM 
F1 =FxM 

E2=ExN E3~ExP 

F2=FxN F3=FxP 

(donde M, N, Y P son los conjuntos definidos al principIO 'cu­
ya suma da el conjunrto de todos los puntos del espacio con­
siderado). Consideremos igualmente los conjuntos 

evidentemente se. verifican las siguientes relaciones 

E=~+~+~ F=~+~+~ G=~+~+~ 

G1 =IF1+ Fl G2 =E2 +F2 G3=E3+ F3' 
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'Supongamos ahora un punto de acumulación deG; pod~­
mes. evidentemente considerar tres casos distintos según que di­
cho punto pertenezca al conjunto M al N o al P. . 

Consider,emos primeramente el caso en que el ptintode 
acumulación pertenezca aM; sea: a dicho punto y sea a2(a) el 
conjunto de los puntos de a que tienen la' misma abscisa que Q, 

En todo entorno dea hay puntos de a, pero como. los entor­
nos de a, por definición, solo pueden conten~r pu,ntos' de N. de 
la misma abscisa que a y puntos de P, se deduce que en t.odo 
entorno de a hay puntos o da as. o de G2(a). ' 

Los conjuntos Gs Y G2(a) no pueden ser los dos finitos, 
ya que en 'este caso, tomando un número m superior a todos 
Jos subíndiCes de los puntos de ambos conjuntos, el entorno 
Vm(a) no contendría ningún punto ni de G2(a) ni de Gs' 

Si G2(a) es infinito, y son E2(a) y .F2(a) los conjuntos 
de puntos de E2 y F 2 que tienen la misma abscisa que a se 
V'erifica ,que G2(a)=E2(a)+F2(a), y por tanto uno de estos 
dos conjuntos, por ejemplo. E2(a), es infinito; si E2(a) es in~ 
finito en cada entorno de a hay puntos de -112(a), .luego se ve­
rifica que a es punto de acumulación de E2(a), y por lo, tan­
to, teniendo len cuenta la primera condición de RÍie$z, es tam­
bién punto de ácumulacÍQn de E2 y de E. Análogamente si 
fuera F2(a) iñfinito se demostraría que a sería punto de acu­
mulación de F. 

Si Gs es Infinito, uno de los dos conjuntos Es oFa el!> 
infinito· y como en el párrafo anterior demostraríamos que a 
es punto de acumulación de Es o de Fs y por lo tanto de E o 
de F. Vemos por Jo tanto qu,e. 'en el caso en que el punto a 
de acumulación de G pertenezca al conjunto M tiene que' ser 
siempre punto de acumulación de E o de F. 

Supongamos ahora que .el punto de acumulación de G 
pertenezca al conj.unto N; sea A,. dicho punto,. «;ln todo en­
torno de A,. hay puntos de G,pero como los enrornos de·A,. 
solo contienen puntos de P, se deduoe que en todo entorno de 
A,. hay puntos de as' Como en el caso anterior se. ve que Ga 
es infinito,y por lo tanto' también lo es uno de los dos con-, 
juntos Es o F s' y el mismo razonamiento nos probaría que' 
A¡. es pUlito de acumulación de Es o de' Fs• Y por lo tanto 
también lo es de- E o de F. 

Quedaría ahora por considerar el tereercaso en que el 

'S 
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punto de acumulación pertenece a P; este caso no pUJede pre­
sentarse pu¡esto que. el único entorno de cualquiler punto Un de' 
P no contiene más punto que ,el mismo un' luego se deduoe que 
los puntos de P no pueden ser nunca puntos de acumulación 
de IÍingún conjunto. Qlwda así demostrado que el espacio que 
estamos considerando verifica la segunda condición de Riesz. 

La tercera condición de Riesz se 'enuncia: «Todo conjun­
to . compuesto de un solo elemento careoe de punto: de acumu­
lación », lo que, dicho de otra 'forma, significa que no existe 
ningún punto que esté contenido ·en todos los entornos de otro 
punto distinto. Basta observar las definiciones de entornos que 
hemos dado para deducir- inmediatamente que el espacio 2stU­
diado también verifioa la tercera condición de Riesz. 

La quinta condición de Riesz se .enuncia: «Todo conjunto 
derivado es' oerrado». Vamos a ver que también se vlerifica esta 
condición; en efecto sea E un' conjunto cualquiera, E' su de-'­
rivado, distingamos dos casos distintos según que E contenga 
ano una infinidad de puntos de P. 

Supongamos primeramente que E contenga infinitos pun:" 
tos de P, -ent01;1Oes, teniendo en cuootalas definiciones de en­
torno.; que hemos adoptado, se ve que cu~lquier punto de M o 
de N es punto de acumulación de E, Y como ya hemos estable­
cido que los puntos de P no pueden ser de acumulación de nin­
gún conjunto, se deduoe que el derivado E' de E es el con­
juntó M + N, que es, levidentemente, oerrado. 

Supongamos ahora que E solo contiene un conjunto finito 
anule:) ,de- puntos de P, ningÚll pu;nto.ue N puede ser de llCU­

mulációnde E. En .efecto: sea Ar un punto de N, si p es 
mayor que los subíndices de todos los puntos del conjunto 
ExP, Vp(A r ) no contiene ningún punto de ExP, y como, se­
gún la definición de I8lltornos, solo contiene además de Ar pun­
tos de'p, s-e deduoe que Vp(A r ) no contiene ningún punto de E 
distinto de Ar, luego Ar no puede ser punto' de acumulación: 
de E, es decir' los únicos puntos' de acumulación de E son 
los puntos del conjunto M. 

Ahóra bien; en los 'entornos de cualquier punto del .espaciO' 
no existen puntos del 'conjunto M distintos de dicho punto; 
por consiguiente cualquier conjunto compuesto de punt!)s de M 
carece de puntos de acumulación, por' consiguiente cuando E 
solo contiene un número' finito -de puntos de P, E' que se com-
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pone exclusivamente de puntos de M carece de puntos. de acu­
mulación, y es por lo tanto un conjunto cerrado . 

. Vemos pues que el espacio que estamos considerando vc­
rificaigtwlmente la quinta condición de Riesz, y es por lo tan­
fa un espacio accesible. . 

Recordemos las siguient'es definiciones: un conjunto E se 
dice separable si existe un conjunto numerab1e N de puntos de. 
E tal que todo elemento de E es punto de N o punto dieacu­
mulaciónde N. Un conjunto E se dice perfectamente separable 
si existe una familia numerable de conjuntos tal que, cualqu~era 
que sea 'el punto a de E, puedan tomarse, sin alterar la de­
finición adoptada de acumulación, como entornos de a conjun­
tos pertenecientes a la familia, o lo que es lo mismo cuando 
se puede cons'eguir que' el conjunto de los entornos de todos 
los puntos de E forme una familia numerable . 

. En el espacio que 'estamos estudiando se v'erifica que el 
derivado p' del conjunto numerable P es el conjunto M + LV, 
luego P + pi = M + N + P esoéI conjunto de todos los puntos 
del espacio, y por lo tanto el espacio es separable. 

Supongamos ahora una familia de entornos {W} del -espa­
cio equivalente a la familia {V} definida' anteriprmente; ya sa­
bemos . que es oondición neoesaria y suficiente para la equiva:" 
lencía que todo entorno de {V} contenga un entorno de {W}, y 
recíprocamente. 

Sea a un punto dé M, existirá un entorno W 1(a) de. la 
llueva familia contenido en V 1(a) y un entorno Vp(a) contenido 
en W 1(a). El entorno W 1(a) contendrá entonoes puntos del con­
junto LV de la misma abscisa que a y no contendrá ningún pun­
to del conjunto N de abscisa diferente de la de a. Podemos 
pues. a cada punto (a, b, ... ) del conjunto M, (es decir del ej-e 
OX) hacerle corr,esponder un entorno (W1(a), W 1(b), ... ) de 
manera tal que 'dos entornoscorr,espondi-entes a puntos distiri.­
tos no tengan ningún punto común, -luego de cualquier familia 
de entornos {W} equivalente ala dada {V} podemos siempre ex"'" 
traer un conjunto de potencia del continuo de entornos diferen-

. tes, luego nin,guna familia ,equivalente a la dada puede ser nu­
merable, y por 10 tanto ¡el espacio no es perfectamf!nte separabl~. 
Hemos por lo tanto construido. un espacio.que cumple todas 
las .'condiciones que nos proponíamos 'es decir: accesible, no 
numerable, separable y no perfectamente separable. 
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11 

Dijimos al princIpIO que habíamos encontrado unasolu-, 
ción al tema propuesto (salvo la condición de acoesibilidad) 
bajo la forma de un espacio Do. Estos espacios estudiados por 
primera vez por Rey Pastor (2), son ,~spacios en los que se 
define una distancia que se distingue de la ordinaria de los es­
pacios métricos en que no ,es simétrica yen que puede ser nula 
la distancia entre puntos ¿istintos. Esta última propiedad tiene 
por consecuencia qUfil los 'espacios Do, que verifican las con­
diciones 1.a, 2. a y 5. a de Riesz, no tengan por qué verificar 
la condición 3. a, y por lo tanto, en general, no serán accesi­
bles. Si a la distancia entIle dos puntos se la obliga a ser nula 
únicamente cuando los puntos coinciden, pero no se la obliga 
a ser simétrica, obtenemos los espacios cuasimétricos de Wil­
son (3), que verifican <entonces la tercera condición de Riesz, 
y son, por lo tanto, accesibles. 

El objeto de esta segunda parte es V'er que el espacio e&­
tudiado en la primera puede considerarse como un espaéio 
cuasimétrico. Para ello definiIlemos, en el conjunto de puntos 
que sirve de base al espacio dado, la distancia de un punto a 
sí mismo 'como nula y la distancia entre dos puntos distintos 
mediante las siguientes igualdades: 

1 
a'ctn=~ 

n 

1 
A a-- Arb=l r- r 

( en estas igualdades r puede ser igual o distinto de n, pero 
es siempIle rdistinto de i). 

Basta observar esta definición para ver que, la distancia en­
tre dos puntos distintos es positiva, se anula cuando los dos 

(2) Espacios Do. Revista de Matemáticas y Física Te6rica de }aUniver' 
sidad de Tucumán, vol. 1 (1940) ,pág. i05. 

(a) 071, quasi-rnetric spaces. AmericanJ ournal of Mathematics, 'vol. 53 
(1931), pág. 675. 
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puntos están confundidos, y solo entonces, y no es simétrica. 
Para ver que el espacio es cuasimétrico habrá que ~emostrar qUID 
esta distancia tiene también la propiedad triangular xy < xz + zy. 
Para ello considera:fiemos todos los casos posibles -y tendremos 
en cuenta que, como ninguna distancia ,es superior a la unidad, 
bastará que aparezca en el segundo miembro un sumando igual 
a la unidad para que la desiguaMa:d quede satisfecha. 

Si tomamos como par xy el par ab, el teroer dem~nto z 
puede ser e, Ar~ Bn Gn o Un y en todos los casos las sumas 

tienen un sumando igual a la unidad. 
Si tomamos como par xy el par aAr el teroer lelemento r 

puede ser b, As (s ~/= r), Bn o Un • Las sumas 

tienen un sumando igual a la unidad, y por otr_~_ parte se v-erifica: 

1 1 1 1 
a As+ As Ar= - +-+~>-=aAr 

s r So r 

Si tomamos como par xy el paruBnel teroerelemento z 
puede ser b, e, An, Bs (r ::-jc: s), Gil o un' Siempre las sumas 

a b + b Br a e + e Br a An + An Br 

a Bs + Bs Br a Gn+ Gn Br 'a Un + Un Br 

tienen un sumando igual a la unidad. 
Si tomamos ,como par xy el par a Un el teroerelemento z 

puede ser b, An Br o up (p=i=n). Las sumas 

tienen un sumando igual a la unidad. Por otra parte se veri­
fica que: 

1 ,1 1 ' 
a Ar + Ar Un = - + - > - = a Un. 

r n n 
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Si tomamos como par xy el par Ara el tercer elemento 
puede ser b, As (rc-/=s), Bn o Un' Las sumas 

. Arb+ba ArBn+Bna Arun+una 

tienen un sumando igual a la unidad. Por otra parte se tiene 

1 1 1 1 
Ar As + As a = - + - + - > - = Ar a. 

r s s r 

Si tomamos como primer par el Al' b el tercer elemento 
puede ser a, e, As (r=-/=s),.Bn' Gn o Un. Siempr,e las sumas 

Ara+ab Ape +eb ArAs+Asb 

Al' Bn + Bn b Ar Gn + Gn b Ar Un + Un b 

tienen un sumando igual a la unidad. 
Si tomamos como par inicial el Al' Bn el tercer elemento 

puede ser a,b,e,As(F/=s),B¡n(m=-j-:n),Gp o up ' y siempre las 
sumas 

Ara+aBn Arb+bBn Arc+cBn ArAs+AsBn 

Ar Bm + Bm Bn ArCp + GpBn Al' up + up Bn 

tienen un sumando iguala la unidad. 
Si tomamos cOmO par xy el par Al' Am (r =i= m), el tercer 

elemento puede ser a, b, As (s.,-/:- r y -:-/= m), Bp o Un' Las sumas 

Ar b + b Am Al' Bn + Bn Am Al' Un + Un Am 

tienen un sumando igual a la unidad. Por otra parte tenemos: 

Si tomamos como par xy el par Al' Un el tercer elemento 
puede ser a,b,As(r"'/=s),Bm o up(p=-/=n). Las'~umas 

Ar b + b un Al' Bm + Bm Un Ar up + up Un 

tienen un sumando igual a li:!- unidad; por otra parte se veri­
fica que: 
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1 1 1 1 
A.r As + As Un = - + - + - > - = Al' an . 

r S n n 

Si tomamos como par xy el par an a el tercer elemento 
puede ser b, Al" B l' '0 ap (p :::-/= n), y en todo caso las sumas 

unb+bo ánAr+Aro unBr+Bro anap+apa 

tienen un sumand'0 igual a la unidad. 
Si tomamos como par xy el par an Al' el tercer <elemento 

puede ser o,b,As(r~/=s),Bn '0 ap(p~/=n) y siempre las sumas 

an o + a Al' an b + b Al' an As + As Al' 

an Bn + Bn Al' an ap + ap Al' 

tienen un sumando igual a la unidad. 
Finalmente si tomamos como par inicial a m Un (m c:/=n), 

el teroer elemento puede ser a, Al' '0 aq (q =1= ·111, Y :::-l: n); en todos 
los casos las sumas 

am a + a un am Al' + Al' Un am up + ap an 

tienen un sumando igual a la unidad. 
Hemos considemdó todos los oasos posibles, luego ha 

quedado demostrado que la distancia verifica la propiedad trian-
gular. . 

Una vez definida la distancia, la acumulación se establece 
mediante distancias suficientemente pequeñas, pero c'0mo aquí 
la distancia no es simétrica, hay que especificar más la dcfini­
.ción. Nosotros diremos que un punto 11 es de acumulación de 
un conjunto E', cuando cualquiera que sea 8 eXIsten puntos JI. 
del conjunto E' tales que 11 JI. < 8 (las otras definiciones po­
sibles serían JI. 11 <8 '0 bien la verificación de ambas desigual­
dades). 

Esta definición nos conduce a una familia de entornos 
equivalente a la dada; ,en decto: dados los lentornos primiti-

vos V(up), Vn(As) y Vn(a) tomando respectivamente 8<1,8< ~. 

v < ~, 8 < ~ obtenemos 'entornos definidos por distancias que 
.J s n· 
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están contenidos en los anteriores, y recíprocamep.te dados los 
entornos definidos por distancias 

W 1(a) [aA<h1] W 2(An) [AnA<h2] W(ar ) [ar A<h3] 

1 1 
los entornos Vm(a), Vp(An), V(ar), donde es m> 71' n>h 

1 2 
están contenidos en <ellos. 

Queda pues establecido que el espacio qUJe hemos definido 
es un espacio cuasimétrico, y lesto nos prueba también que : 
en los espacios cuasimétricos, al contrario de lo que sucede 
en los métricos, un conjunto pued,e ser separable sin ser prr­
fectamente separable. 

Como ya hemos dicho los espacios cuasimétricos forman 
una clase intermedia entr,e los espacios Do Y los' métricos; son 
menos generales que los Do por que s,e impon~ la condición 
de que la distancia entre puntos distintos no puede s,er nula, y 
son más generales que los métricos porque la distancia no está 
obligada a ser simétrica. Puede igualmente considerarse otra 
clase intermedia de espacios, aquella .en qu,e la distancia está 
obligada a ser simétrica, pero puede ser nula la distancia entre 
dos puntos distintos. 

Se puede. fácilment'e ver que: en esta última clase de 
espacios todo conjunto separable es también perfectamente se­
parable ya que se' puede aplicar la misma demostración que se 
usa para demostrar esta propiedad en el caso de los espacios 
métricos; es decir, se forma la familia total numerable de en­
tornos con las esferas cuyos 'oentros son los puntos N y de 

d · 1 1 1 1 E . d . " l' bl ra lOS, 2' 3 ... n .... . sta mIsma emostraclOn es ap lca e 

a los espacios Do en que se define la acumulación haciend6 am­
bas distancias suficientemente pequeñas. 

Nota: Observemos que el ,espacio anterior no es un espa­
cio de Hausdorff, ya que los entornos de dos puntos cuales­
quiera del conjunto M +N contienen siempre' puntos comu­
nes del conjunto P. 

Pu,ede por< tanto plantearse como un tema nuevo el de dar 
un ejemplo de espacio de Hausdorff no numerable, separable 
. y no perfectamente separable, o d,enwstrar la imposibilidad de 
su existencia. 

(Recibido el 1:7 de maÍ"zo de 1945): 
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