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UN EJEMPLO DE ESPACIO ACCESIBLE, NO
NUMERABLE, SEPARABLE Y NO
PERFECTAMENTE SEPARABLE

por MANUEL BALANZAT

(Tema n° 49, vol. IX, pig. 164)

En un trabajo anterior (1) hemos dado un ejemplo de un
espacio Dy con la potencia del continuo, separable y no per-
fectamentwe separable. Dicho espacio es por consiguiente una so-
lucién al tema propuesto, pero no siendo accesible no verifica
la condicién puesta en Gltimo lugar. El objeto de esta nota es
obtener un ejemplo que verifique también dicha condicién su-
plementaria.

Los puntos del espacio que vamos a estudiar estjn defini-
dos por los siguientes conjuntos del plano cartesiano:

a) El eje OX.

b) Elconjunto de las rectas de ecuaciones y:%(n:l,&...).

¢) Un conjunto numerable de puntos cualesquiera dis-
tintos de los anteriores.

Designaremos el primer conjunto de puntos por la letra M
y sus elementos por las letras mintsculas (a,b,...); al segundo
conjunto lo designaremos con la letra N, y a sus elementos con
la notacién A,,B;,... donde el subindice indica que la orde-

1 .
nada del punto es —1—1? y la letra mayuscula indica que la
r

abscisa es la misma que la de los puntos a,b,...; es decir con-
venimosen que los puntos a,A4,, A, ... demgnados con la misma
letra tienen siempre la misma abscisa y a puntos a,B,,C, ...
con distintas letras les corresponden siempre abscisas distintas,
las ordenadas siendo cero para los puntos designados con letras

®) Conjuntos compactos y separables en los espacios D,. Publiéaciones del
Instituto de Mateméatica de la Universidad del Litoral, volumen V.
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. 11 , .
minusculas y —— ... para los designados con mayusculas;
ros

finalmente designaremos al tercer conjunto por la letra P y a
sus elementos con la notacién oy ay o5..

Definiremos la acumulacién en este espac10 de la manera

siguiente :

~ Los entornos de un punto cualquiera a del conjunto M
son los conjuntos V,(a) compuestos del punto a, de los pun-
tos op, Opyy, ... y de los Ay, Anyy, ...

Los entornos V,(A,) de un punto A, del conjunto N es-
tan formados por el punto A, y los puntos ay, .y, -

Finalmente atribuiremos a los elementos o, del conjunto
P un solo entorno V(«,) formado exclusivamente por dicho pun-
to o,.

Hemos asi definido un espacio (V) que vamos a demostrar
que es accesible, es decir que verifica las condiciones 1.2, 2.2,
3.2 y 5.2 de Riesz. La condicién 1.2: «Si un conjunto E esta
contenido en otro conjunto F, el derivado E’ tiene que estar
contenido en el derivado F’», queda verificada en todo espacio
(V) y por lo tanto en el que estamos estudiando.

La segunda condicién se enuncia: «Todo punto de acu-
mulaciéon de la suma de dos conjuntos es punto de acumulacién
de uno al menos de esos dos conjuntos», veamos que también
se verifica esta condicion.

En efecto: sean E y F dos conjuntos cualesquiera y sea
G=E+F el conjunto suma de los dos. Consideremos los con-
juntos

E,=ExM E,=ExN E;—=ExP
F,=FxM F,=FxN F;=FxP

(donde M, N, y P son los conjuntos definidos al principio “cu-
ya suma da el conjunto de todos los puntos del espacio con-
siderado). Consideremos igualmente los conjuntos

G,=GxM G2:G><N G;=GXxP;
evidentemente se verifican las siguiueniﬁes relaciones
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Supongamos ahora un punto de acumulacién de G; pode-
meos evidentemente considerar tres casos distintos segin que di-
cho punto pertenezca al conjunto M al N o al P.

Consideremos primeramente el caso en que el punto de
acumulacion pertenezca a M; sea a dicho punto y sea Gy(a) el
conjunto de los puntos de GG que tienen la misma abscisa que a.
En todo entorno de «a hﬁy puntos de G, pero como los entor-
nos de a, por definicién, solo pueden contener puntos de N de
la misma abscisa que a y puntos de P, se deduce que en todo
entorno de a hay puntos o de Gs o de Gy(a). '

Los conjuntos G; y Gy(a) no pueden ser los dos finitos,
ya que en este caso, tomando un nimero m superior a todos
los subindices de los puntos de ambos conjuntos, el entorno
V,.(a) no contendria ningtn punto ni de Gy(a) ni de Gj.

Si Gy(a) es infinito, y son Ey(a) y Fy(a) los conjuntos
de puntos de E, y F; que tienen la misma abscisa que a se
verifica que Gy(a)=E,(a)+ Fy(a), y por tanto uno de estos
dos conjuntos, por ejemplo. E,(a), es infinito; si Ey(a) es in-
finito en cada entorno de a hay puntos de E,(a), luego se ve-
rifica que a es punto de acumulaciéon de Ey(a), y por lo. tan-
to, teniendo en cuenta la primera condicién de Riesz, es tam-
bién punto de acumulacion de E, y de E. Analogamente si
fuera F,(a) infinito se demostraria que a seria punto de acu
mulaciéon de F.

Si G; es infinito, uno de los dos conjuntos E; o Fj es
infinito y como en el parrafo anterior demostrariamos que a
es punto de acumulacién de E; o de F3 y por lo tanto de E o
de F. Vemos por lo tanto que en el caso en que el punto a
de acumulacién de G pertenezca al conjunto M tiene que ser
siempre punto de acumulacién de E o de F.

Supongamos ahora que el punto de acumulacién de G
pertenezca al conjunto N; sea A, dicho punto, en todo en-
torno de A, hay puntos de G, pero como los entornos de A,
solo contienen puntos de P, se deduce que en todo entorno de
A, hay puntos de G;. Como en el caso anterior se ve que G,
es infinito, y por lo tanto también lo es uno de los dos con-
juntos E; o F; y el mismo razonamiento nos probaria que
A, es punto de acumulacion de Eg o de F3, y por lo tanto
también lo es de E o de F. "

Quedaria ahora por considerar el tercer caso en que el
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punto de acumulaciéon pertenece a P; este caso no puede pre-
sentarse puesto que el unico entorno de cualquier punto o, de
P no contiene mas punto que el mismo a,, luego se deduce que
los puntos de P no pueden ser nunca puntos de acumulacion
de ningln conjunto. Queda asi demostrado que el espacio que
estamos considerando verifica la sequnda condicion de Riesz.

La tercera condicién de Riesz se enuncia: «Todo conjun-
to compuesto de un solo elemento carece de punto-de acumu-
laciény», lo que, dicho de otra forma, significa que no existe
ningGn punto que esté contenido en todos los entornos de otro
punto distinto. Basta observar las definiciones de entornos que
hemos dado para deducir inmediatamente que el espacio estu-
diado también verifica la tercera condicién de Riesz. ‘

La quinta condicion de Riesz se enuncia: «Todo conjunto
derivado es cerrado». Vamos a ver que también se verifica esta
condicién; en efecto sea E un'conjunto cualquiera, E’ su de-
rivado, distingamos dos casos distintos segin que E contenga
o no una infinidad de puntos de P.

Supongamos primeramente que E contenga infinitos pun-
tos de P, entonoces, teniendo en cuenta las definiciones de en-
tornos que hemos adoptado, se ve que cualquier punto de M o
de N es punto de acumulacién de E, ¥ como ya hemos estable-
cido que los puntos de P no pueden ser de acumulacién de nin-
gin conjunto, se deduce que el derivado E’ de E es el con-
junto M+ N, que es, evidentemente, cerrado.

Supongamos ahora que E solo contiene un conjunto finito
o nule .de- puntos de P, ningtn punto.de N puede ser de acu-
mulacién de E. En efecto: sea A, un punto de N, si p es
mayor que los subindices de todos los puntos del conjunto
ExP,V,(A,;) no contiene ningtn punto de EXP, y como, se-
gin la definicién de entornos, solo contiene ademés de A, pun-
tos de P, se deduce que V,(A,) no contiene ningén punto de £
distinto de A,, luego A, no puede ser punto de acumulacion
de E, es decir los unicos puntos de acumulaciéon de F son
los puntos del conjunto M. "

Ahora bien, en los -entornos de cualquier punto del espacio
no existen puntos del conjunto M distintos de dicho punto;
por consiguiente cualquier conjunto compuesto de puntos de M
carece de puntos de acumulacién, por consiguiente cuando E
solo contiene un numero finito de puntos de P,E’ que se com-
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pone exclusivamente de puntos de M carece de puntos de acu-
mulacién, y es por lo tanto un conjunto cerrado.

Vemos pues que el espacio que estamos considerando ve-
rifica iqgualmente la quinta condicidn de Riesz, y es por lo tan-
fo un espacio accesible. '

Recordemos las siguientes definiciones: un conjunto E se
dice separable si existe un conjunto numerable N de puntos de
E tal que todo elemento de E es punto de N o punto de acu-
mulacion de N. Un conjunto E se dice perfectamente separable
si existe una familia numerable de conjuntos tal que, cualquiera
que sea el punto a de E, puedan tomarse, sin alterar la de-
finicién adoptada de acumulacién, como entornos de a conjun-
tos pertenecientes a la familia, o lo que es lo mismo cuando
se¢ puede conseguir que el conjunto de los entornos de todos
los puntos de E forme una familia numerable. '

"En el espacio que estamos estudiando se verifica que el
derivado P’ del conjunto numerable P es el conjunto M+ N,
luego P+P'=M~+N+P es el conJunto de todos los puntos
del espacio, y por lo tanto el espacio es separable.

Supongamos ahora una familia de entornos {W} del espa-
cio- equivalente a la familia {V'} definidd anteriormente; ya sa-
bemos que es condiciéon necesaria y suficiente para la equiva-
lencia que todo entorno de {V} contenga un entorno de {W}, y
reciprocamente.

- Sea a un punto de M, existirdi un entorno Wy(a) de la
nueva familia contenido en V,(a) y un entorno V,(a) contenido
en W,(a). El entorno W,(a) contendra entonces puntos del con-
junto N de la misma abscisa que @ y no contendrd ningun pun-
to del conjunto N de abscisa diferente de la de a. Podemos
pues, a cada punto (a,b,...) del conjunto M. (es decir del eje
OX) hacerle corresponder un entorno (Wy(a), Wy(b),...) de
manera tal que dos entornos correspondientes a puntos distin-
tos no tengan ningtm punto comun, -luego de cualquier familia
de entornos {W} equivalente a la dada {V} podemos siempre ex-
traer un conjunto de potencia del continuo de entornos diferen-
tes, luego ninguna familia equivalente a la dada puede ser nu-
merable, y por lo tanto el espacio no es perfectamente separable.
Hemos por lo tanto construido. un espacio que cumple todas
las .condiciones que nos proponiamos es decir: accesible, no
numerable, separable y no perfectamente separable.
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Dijimos al principio que habiamos encontrado una solu-,
cién al tema propuesto (salvo la condicién de accesibilidad),
bajo la forma de un espacio D,. Estos espacios estudiados por
primera vez por Rey Pastor (2), son espacios en los que se
define una distancia que se distingue de la ordinaria de los es-
pacios métricos en que no es simétrica y en que puede ser nula
la distancia entre puntos distintos. Esta Gltima propiedad tiene
por consecuencia que los espacios D,, que verifican las con-
diciones 1.2, 2.2 y 5.2 de Riesz, no tengan por qué verificar
la condicién 3.2, y por lo-tanto, en general, no serin accesi-
bles. Si a la distancia entre dos puntos se la obliga a ser nula
unicamente cuando los puntos coinciden, pero no se la obliga
a ser simétrica, obtenemos los espacios cuasimétricos de Wil-
son (%), que verifican entonces la tercera condicién de Riesz,
y son, por lo tanto, accesibles.

El objeto de esta segunda parte es ver que el espacio es-
tudiado en la primera puede considerarse como un espacio
cuasimétrico. Para ello definiremos, en el conjunto de puntos
que sirve de base al espacio dado, la distancia de un punto a
si mismo como nula y la distancia entre dos puntos distintos
mediante las siguientes igualdades:

ab=1 aAd _1 aB,=1 a'an:% Aa=

-
r

S

A.B,=1 A,.As:l—l——i— A, apn=
r

opa=1 a,A,=1 a,0,=1
(en estas igualdades r puede ser igual o distinto de n, pero
es siempre r distinto de s).
Basta observar esta definicién para ver que.la distancia en-
tre dos puntos distintos es positiva, se anula cuando los dos

(*) Espacios D, Revista de Matemiticas y TFisica Teérica de la Univer-
sidad de Tucumén, vol. I (1940), pag. 105,

(*) On quasi-metric spaces. American Journal of Mathematies, -vol. 53
(1931), pag. 675. B
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puntos estan confundides, y solo entonces, y no es simétrica.
Para ver que el espacio es cuasimétrico habra que demostrar que
esla distancia tiene también la propiedad triangular xy <z zy.
Para ello consideraremos todos los casos posibles y tendremos
en cuenta que, como ninguna distancia es superior a la unidad,
bastard que aparezca en el segundo miembro un sumando igual
- a la unidad para que la desigualdad quede satisfecha.

Si tomamos como par xy el par ab, el tercer elemento z
puede ser ¢, A, B,,C,, o an y en todos los casos las sumas

act+cb aA,+A.b aB,+Bb aC,+C.b aontayb

tienen un sumando igual a la unidad.
Si tomamos como par xy el par aA, el tercer elemento z
puede ser b, A (s7/=r),Bn o @, Las sumas

ab+bA, aB,+BrA, aco,+o,A,
tienen un sumando igual a la unidad, y por otra parte se verifica:

aAS+ASAr:}—+l—}‘i>‘l:aAr'
S r S

r

§]

Si tomamos como par zy el par ulB,, el tercer-elemento
puede ser b, c, An, B;(r-/=s), G, o «o,. Siempre las sumas

ab+bB, ac+c¢B, aA,+A,B,
aB;+B;B, aC,+C,B, a«,+o,B,
tienen un sumando igual a la umidad.

Si tomamos como par xy el par aa, el tercer elemento
puede ser b,A,,B, o a,(p-/~n). Las sumas

(8

ab+bon aB,+B,o, aa,+a,a,
tienen un sumando igual a la unidad. Por otra parte se veri-
fica que:

1 1 1
aAr—[—Ar(Ln:T+71—>—n—:a0«n.
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Si tomamos como par xzy el par A.a el tercer elemento
puede ser b, A, (r-/=s),B, o «,. Las sumas

Ab+ba A.B,+B,a A,e,+aza

tienen un sumando igual a la unidad. Por otra parte se tiene
1 1 I 1

A A+ Aja=—+—+F+—>—=A4,a.

r s s r

Si tomamos como primer par el A,.b el tercer elemento
puede ser a,c,A;(r=/=s); B,,C, o an. Siempre las sumas

Aatab Apc+ceb A AHAGD
A.Bpo+B,b A.C,+C,b A,op+a,b
tienen un sumando igual a la unidad.

Si tomamos como par inicial el A, B, el tercer elemento
puede ser a,b,c, A;(r=/=s), B, (m=-n),C, o a, y siempre las
sumas

A,a+aB, A b+bB, A,c+¢B, A A+ A;B,

A Bn+B,Bn A,C,+C,B, A,ep+a,B,
tienen un sumando igual~ a la unidad.

] Si tomamos como par xy el par A, A, (r-/=m), el tercer
elemento puede ser a,b, A, (s7/=r y -/~m),B, o a,. Las sumas

A, b+bA, A.B,+B,A, A.a,+a, A,

tienen un sumando igual a la unidad. Por otra parte tenemos:

Aatad =211 44
r m

1 1 1.1 1 f
Fp—>——=A, A,
S S m r m

ArAs‘*‘AsAm:%_!“
Si tomamos como par xy el par A,a, el tercer elemento
puede ser a,b,A(r=/s),B, o «,(ps~n). Las sumas
A b+be, A.B,+B,on A.o,+toa,0,

tienen un sumando igual a la unidad; por otra parte se veri-
fica que:
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Ara—{—aan:—1a+l>l-_—Aran
r n’ n
1 1 1 1
A A A= P S g,
r s n_ n

Si tomamos como par zy el par a,a el tercer elemento
puede ser b,A,,B, o a,(p/-n), y en todo caso las sumas

anbt+ba o, A, +A,a o,B,+B,a Op & -y @

tienen un sumando igual a la unidad.
Si tomamos como par xy el par a, A, el tercer elemento
puede ser a,b, A, (r=/=s),Bp o a,(p-/~n) y siempre las sumas

opatad, a,b+bA, A +AA,
tnBy+BnA, apopta,A,

tienen un sumando igual a la unidad.

Finalmente si tomamos como par inicial a, o, (m==n),
el tercer elemento puede ser a, A, 0 ¢y (g/=m y 7=n); en todos
los casos las sumas

Upat+ac, onA FA oy o, 0,400,

tienen un sumando igual a la unidad.

Hemos considerado todos los casos posibles, luego ha
quedado demostrado que la distancia verifica la propiedad trian-
gular. '

Una vez definida la distancia, la acumulacion se establece
mediante distancias suficientemente pequefias, pero como aqui
la distancia no es simétrica, hay que especificar mas la defini-
cién. Nosotros diremos que un punto n es de acumulacion de
un conjunto E, cuando cualquiera que sea ¢ existen puntos \
del conjunto E tales que nA<e (las otras definiciones po-
sibles serfan An<<e o bien la verificacion de ambas desigual-
dades).

Esta definiciébn nos conduce a una familia de entornos
equivalente a la dada; en efecto: dados los entornos primiti-

vos V(a,),Va(As) y V,(a) tomando respectivamente & <<1, &< %

1 1 .. . .
y < - g < - obtenemos entornos definidos por distancias que
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estin contenidos en los anteriores, y reciprocamepte dados los
entornos definidos por distancias

Wia)[ax<hy] Wy(A)[AxX<hy] W(a,) [0, \<hj]

los entornos V,(a), Vp(An), V(a,), donde es m> hif n>hl2
estin contenidos en ellos.

Queda pues establecido que el espacio que hemos definido
es un espacio cuasimétrico, y esto nos prueba también .que:
en los espacios cuasimétricos, al conirario de lo que sucede
en los métricos, un conjunto puede ser separable sin ser per-
fectamente separable.

Como ya hemos dicho los espacios cuasimétricos forman
una clase intermedia entre los espacios D, y los -métricos; son
menos generales que los D, por que se impong la condicion
de que la distancia entre puntos distintos no puede ser nula, y
son més generales que los métricos porque la distancia no estd
obligada a ser simétrica. Puede igualmente considerarse otra
clase intermedia de espacios, aquella en que la distancia esta
obligada a ser simétrica, pero puede ser nula la distancia entre
dos puntos distintos.

Se puede facilmente ver que: en esta ultima clase de
espacios todo conjunto separable es también perfectamente se-
parable ya que se puede aplicar la misma demostraciéon que se
usa para demostrar esta propiedad en el caso de los espacios
métricos; es decir, se forma la familia total numerable de en-

tornos con las esferas cuyos centros son los puntos N y de

1 1
2’8" n
a los espacios D, en que se define la acumulacién haciendo am-
bas distancias suficientemente pequefias.

Nota: Observemos que el espacio anterior no es un espa-
cio de Hausdorff, ya que los entornos de dos puntos cuales-
quiera del conjunto M + N contienen siempre puntos comu-
nes del conjunto P.

Puede por. tanto plantearse como un tema nuevo el de dar
un ejemplo de espacio de Hausdorff no numerable, separable
y no perfectamente separable, o demosirar la imposibilidad de
su  existencia.

radios 1, .... Esta misma demostracion es aplicable

(Recibido el 17 de marzo de 1945);
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