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On connait le théoréme: «Pour qufun domaine de Rein-
hardt K soit un domaine d’holomorphie, il faut et il suffit
quil soit convexe par rapport a la famille des hyperboles

lwle.|z|B=e, (a,B,c>0).

Une étude plus approfondie de cette convexité montre q’elle
caractérise non seulement les domaines d’holomorphie de Rein-
hardt, mais encore les domaines de méromorphie de Reinhardt.
On en déduit aussitot: Si un domaine de Reinhardt est un do-
maine de méromorphie, cest aussi un domaine d’holomorphie.
Cette proposition est en rapport étroit avec la suivante, plus
importante encore: Si un domuaine de Reinhardi K est pseudo-
convexe, — c’est-d-dire si a chaque point frontiére Q on peut
associer un morceau de variété analytique g¢,(w,z)=0 passant
par Q et cela de facon que le domaine commun a K et a un
voisinage U(Q) ne contienne aucun point de cette variété, —
alors K est un domaine d’holomorphie. Les domaines de Rein-
hardt forment ainsi la premiére classe de domaines pour lesquels
on sait démontrer que la pseudo-convexité locale est une con-
dition suffisante pour qu'ils soient domaines d’holomorphie,
sans faire la moindre hypotése restrictive sur la frontiére.

() El presente trabajo fué eserito en el afio de 1935. Las circunstancias
-especiales en que vivi en los Gltimos diez afios, absorbido por trabajos de otra
indole, me impidieron darlo a la publicidad antes de ahora. Parte de los re-
sultados han sido resumidos en la pubhcaclén ¢‘Sur les domaines de méromor-
. phis’’) C. R. Acad. Sei. Paris, 199 (1934).
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§ 1. INTRODUCCION

Denominaciones(?). Para el lector no versado en la
teoria de las funciones analiticas de varias variables complejas
recordamos las siguientes nociones y hechos, limitindonos al es-
pacio cuadridimensional S; de las dos variables complejas:

/

w=u+w, z=z-1y.

Un recinto o dominio B del espacio Si es un conjunto
cuadridimensional y conexo de puntos tales que con un punto P le perte-
nece también un entorno (cuadridimensiomnal) U (P) .de P. A continuacién
consideraremos solamente recintos limitados y univalentes (schlichte).

Lldmase Dominio (eireular) de Reinhardt con el centro
(wo  20) un recinto K que por cada una de las transformaciones del grupo-
biparamétrico:

T(g) T=w—w)e® T (o) el Fan , 0=B,0=2r

«es transformado en si mismo.

El dominio K de Reinhardt lldmase propio, si el centro (wo,2) es
punto interior de K. En el caso contrario, K se llama impropio. Lios planos
wo=0 y z ==0 son los planos de simetria de K.

Suponemos siempre que el centro sea el punto (0,0), lo que no significa
una restriceién de la gemeralidad de nuestras consideraciones.

XLl dominio de Reinhardt K de centro (0,0), se dice completo, si cada plano
analitico w = ¢, o # = ¥k que tiene un punto comfin con K corta un trozo conexo
de K; ademés, si K contiene un punto del plano de simetria w =0 (o de
# = 0 respectivamente) como punto interno, el trozo cortado por un plano # =%
(w = ¢ respectivamente) debe ser un cfrculo completo.

(*) Para mayores detalles y mfs nociones nos referimos al libro: H. BEEN-
Kn-P. TEULLEN: Theorie der Funltionen mehrerer Lomplexer Verdnderliohen,
de la Colecci6n: Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, IIT, 3
(1934). Citamos este libro con la denominacién abreviada de ‘‘Behnke-Thullen’’,
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Los dominios de Reinhardt tienen especial importancia ya que los re- -
cintos de convergencia absoluta y uniforme de las series dobles de poten-
cias son tales dominios propios.

Una representacién geométrica intuitiva de un do-
minio de Reinhardt se obtiene en el cuadrante de los valores absolutos
|w|, |#]. Por ejemplo, la primera figura que viene a continuacién repre-
senta un dominio. propio y completo de Reinhard¥; el segundo un dominio
propio pero incompleto vespecto a los planos w =r¢; y el tercero un do-
minio impropio, e inecompleto respecto a los planos z — k.

1zl 2l

o

Una superficie bidimensional T del Si se denomina superficie
analitica o superficie caracteristica, si para cada punto P de F
existe un entorno U(P) y una funcién gp (w,z) analitica en T(P), tales
que los puntos de I, y sb6lo ellos, satisfagan en U(P) la ecuacién:
gp (w,z) =0.

Las superficies tridimensionales del S« lamamos simplemente hiper-
superficies. Nos ocuparin especialmente las hipersuperfi-
‘eies analiticecas, llamadas también hiperplanoides; sien-
do una hipersuperficie analitica S, una infinidad uniparamétriea, de pa-
rémetro real-analitico ¢, de superficies analiticas

(S) g(wyz;8) =0.

Denominase dominio de regularidad (o dominio de ho-
lomorfia) un “dominio de existencia” de una funcién analitica, o séa un
recinto R para el cual existe una funcion f(w,z), analitica en todo punto
interior pero singular ew todo pumto-contorno. Anflogamente se define un
dominio de meromorfia como “dominio de existencia” de una
funcién meromorfa.

Solamente en casos muy especiales, un dominio B del S es un dominio
de regularidad o de meromorfia, en contraposicién a la teorfa de las fun-
ciones de una variable compleja, en la que es sabido que cada recinto del
plano-z es también dominio de existencia de una funeién analitiea (mero-
morfa) f(z) convenientemente elegida. De otro lado, dado un dominio cual-
quiera B de S, existe siempre un dominio de regularidad R =H(B) que
envuelve a B con la propiedad de que cada funcién analitica en B lo sea
también en H(B). H(B) es el mds pequerio dominio de regularidad que

/
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envuelve & B y se llama la envolvente de regularidad
(Regularitétishille) de B (°)

Si B es un dominio de Reinhardt, lo es también H(B).

Una propiedad fundamental conectadsa con los dominios de regulari-
dad es la pseudo-convexidad. Un dominio B lldmase pseudoconvexo
st, para cada punto-contorno @ de B, existe un entorno U(Q) y una su-
perficie analitica gg (w,e) =0, gq andlitica en U(Q), que pasa por @
pero que mo contiene un punto del recinto comin & U(Q) y B (%). )

Si el contorno de un dominjo de regularidad R es una hipersuperficie
¢ (u,v,z,y) =0 que permite derivadas parciales continuas de primero y
segundo orden, R es necesariamente pseudoconvexo.

TFinalmente mencionamos el llamado Teorema de Continui-
dad demostrado por primera vez por Harrogs y de.cuya simplificacién
y generalizacién se ocupan numerosos trabajos. Este teorema juega un pa-
pel central en todas las investigaciones sobre las singularidades de las fun-
ciones de varias variables complejas y de ello se deriva una serie de inte-
vesantes e importantisimas consecuencias. Enunciamos aqui el teorema pa-
ra dos variables complejas, en la forma en que ha sido demostmdo por
H. KNEsER.

Teorema de Continuidad®, Sea b(® un recinto limitado del pla-
no-z con inclusién del contorno C y sea la funcién f(w,z) analitica (mero-
morfa respectivamente) en todo pumto (w,z) con |w- a|SR (R>0) y =
de C. 8i existe para cada ¢> 0 un valor ae, |ae - a| <e, tal que f(w,z) sea
analitica (meromorfa) para w =a. y ¢ de b(® , entonces f(w,z) es ana-
litica (meromorfa) para w==qa y z de b,

Dos Problemas fundamentales.

a) Como las propiedades fundamentales que se conocen
tanto de los dominios de regularidad como de los de meromorfia
son todas idénticas y como, ademas, es facil demostrar que un
dominio de regularidad es siempre también un dominio de me-
romorfia, nace la cuestién inversa de si un dominio de meromor-
fia es necesariamente también un dominio de reqularidad.

(*) TUna teoria general de los dominios de regularidad y de las envolventes
de regularidad se encuentra en: H. CARPAN-THULLEN: Regularitits - und Kon-
vergenzbereiche. Math. Annalen 106 (1932).

(*) Ver en particular: BERNKE-STEIN: Dic Konvexitdt in der Funlkitionen-
theorie mehrerer Lomplemer Verdinderlichen. Mitt. Math. Gesellsch. Hamburg,
Band VIII (1940), p4g. 78-81; en este trabajo se habla de ‘‘convexidad local-
analitica’’. Ver también Behnke-Thullen, pag. 27.

(") Ver la literatura indicada en Behnke-Thullen, pig. 49; ademfs H.
BEHENKE: ‘‘Der Kontinuititssaty und die Reguldrkonvexitdt’’, Maht. Ann. 113
(1936). '
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b) Igualmente importante es la solucién del siguiente pro-
blema conocido con €l nombre de Problema de Levi: ¢Es
la pseudo-convexidad de un dominio B condicidn suficiente
para que B sea dominio de regularidad?

En particular, en el ultimo problema eniraba como ele-
mento sustancial en todas las investigaciones anteriores la con-
dicién de que el contorno tenga derivadas continuas de primero
y segundo orden, sin que haya sido posible librarse de esta con-
dicién restrictiva. Y atin asf el problema ha sido resuelto tini-
camente para los dominios circulares y para los dominios de
Hartogs (6).

En el presente trabajo sa2 contestan ambas preguntas afir-
mativamente para los dominios de Reinhardt, propios e impro-
pios, en una forma completa sin condicidn restrictiva alguna
sobre el contorno. Los dominios de Reinhardt forman asi la
primera clase de dominios del S, para los .cuales se puede de-
mostrar que la pseudo-convexidad es una condicién suficiente
para que sean dominios de regularidad, sin hacer la menor hi-
pétesis adicional (7).

Nuestros resultados parten de una nueva demostracién de
la conocida «propiedad caracteristica» (Grundeigenschaft) de los
dominios de convergencia absoluta y uniforme de series dobles
de potencias, propiedad que indicamos en la forma enunciada
por Hartogs:

Para que un dominio propio de Reinhardt K sea dominio

de convergencia absoluta y uniforme de una serie de potencias
Q

Zay,wnzn, es necesario y suficiente que exista para cada
myn=0

. punto-contorno Q de K una hipersuperficie «hiperbélica»
|w]®. |z|B—C que pase por Q pero que no ienga un punio
interior comin con K (8).

Este teorema es una .consecuencia bastante simple del Teo-
rema de Continuidad, hecho hasta ahora desatendido. Deducir

(®) Ver BeeNKE-STEIN, loc. cit., pig. 81.

() Bn K. OxaA: ‘‘Sur les domaines pseudoconvezes’’. Proe. Imp. Aecad.
Tokyo 17 (1941) se enunecia, sin demostracién, que todo dominio pseudo-convexo
es un dominio de regularidad. Pero el autor parte de un concepto diferemte
de la pseudoconvexidad.

(®) Ver, por ejemplo, Behnke-Thullen, Pig. 38/39.
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del teorema de continuidad la propiedad caracteristica no sig-
nifica simplificar sustancialmente su demostracién; pero, si,
significa una amplia generalizacién de la indicada propiedad, de-
mostrandose que es caracteristica para todo dominio de regula-
ridad y dominio de meromorfia, propio e impropio, de Rein-
hardl. Ademés, el Teorema de Continuidad establece una re-
lacién directa entre la pseudo-convexidad y la convexidad res-
pecto a chipérbolas» y de ahi se sigue el segundo resultado que
hemos enunciado. El presente trabajo concluye asi en cierto
sentido el examen de los dominios de Reinhardt en relaciéon con
la teoria de funciones analiticas y meromorfas de dos variables
complejas.

§ 2. DOMINIOS COMPLETOS DE REINHARDT

Teorema 1. Un dominio de meromorfia de Reinhardl es
necesariamente completo. .

En efecto, sea K un dominio de meromorfia de Reinhardkt.
Si K comprende un punto del plano de simetria z=0(w=0
respectivamente), un plano w=c¢ (z=Fk respectivamente) cor-
ta, come se sabe, un circulo completo. Basta, por lo tanto, de-
mosirar que, en los deméas casos, cada plano w=c y z=1¥k tie-
ne con K a lo mis un irozo conexo comin.

Supongamos ahora, que existiere un plano, por ‘ejemplo
w=c,, y sobre este plano dos puntos P,y Q, de K que — en
contra de la’ afirmaciéon — no pudieren ser unidos mediante
una curva consistente de sélo puntos comunes al plano w=c,
y K. ; '

Como K es conexo, existe, sin
embargo, una curva C; que une
Py con Q, en K. Sea (t pari-
metro real):

(C) P=P(t), 0=<t=A;
Py=P(0); Qy=P(A).

12

Si desplazamos en forma con-
tinua el punto P(t) sobre C,
comenzando con P(0), y despla-
zando con P(t) también €l plano




w=w(t), es facil ver queexisteuna posicién limite w_w(ti)
con éstas dos propiedades:

1) Existen ‘dos numeros positivos ry,ry- con ry<ry ta-
les que las circunferencias:

(1) w=ey, |z]=r; y |zl=r,

comprendan Gnicamente puntos interiores, pero que el «anillo
circular»

(2). w=c;, r<|z|<ry

contenga ‘por lo menos un punto-contorno de K.
2) Existe un €>0 tal que los anillos circulares

(3) w=w(t), r=|z|=ry; H<I<i+e

sélo comprendan puntos internos de K.

Siendo ‘K un dominio de meromorfia, existe una funcién
f(w, z) meromorfa en K pero singular en todo punto-contorno,
particularmente singular por lo menos en un punto de (2).
Pero como f(w,z) es meromorfa en (1) y (3), debe ser me-
romorfa también en (2) segtn el Teorema de Continuidad, en
contradicciéon con lo anterior. L.Q.Q.D.

§ 3. PROPIEDAD OARACTER{STIOA DE LOS DOMINIOS DE -MEROMORFfA
DE REINHARDT

Un dominio K de Reinhardt es denominado convexo res-
. pecto a «hipérbolas» |w|*.|z|B=C (a,B reales, C=0), o sim-,
plemente convexo-hiperbélico, si K es completo y si,
ademas, cada hipérbola que corta K tiene con K exactamente
un frozo conexo comun. ’

Condicién necesaria vy suficiente a fin de que un dominio
K de Reinhardt sea convexo-hiperbdlico es la de que por cada
punto-contorno pase una hipérbola |wl|*.|z|f=C que no ten-
ga punto interno comin con K. \

Para demostrar que la condicién es necesaria, téngase en
cuenta que una sucesi6bn continua de tales hipérbolas tiende a
su vez a una hipérbola de la misma clase. Es facil demostrar
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también que la condicién es suficiente; pero este hecho se de-
duce de inmediato de la demostracién del teorema 3, que sigue
méas adelante.

Teorema 2. Un dominio de meromorfia de Reinhardt
(propio o impropio) es convewo-hiperbdlico. lgual afirmacién
vale, con mayor razén, para dominios de regularidad -de Rein-
hardt.

La demostracién es similar a la del teorema 1, debiendo
unicamente afiadirse una simple transformacién analitica.

En efecto, sea dado un dominio K de meromorfia de Rein-
hardt. Del teorema (1) se sigue en primer lugar que K es
completo.

Supongamos ahora que existiere cierta hipérbola

(S |wlelelh=co (@0)

y sobre la hipérbola dos puntos de K: Py={(a,b), Qy=(c,d);
a,b,c,d==0; que no ‘pudieron ser unidos mediante una curva
consistente s6lo de puntos comunes a S, y K. Como en la «ve-
cindad» de S, existe uona infinidad continua de hipérbolas
con la misma propiedad, podemos suponmer que o, y B, sean
nameros racionales, y luego que sean enteros y sin divisor comin.

Anélogamente como en la demostracién del teorema (1), se
deduce que entre las hipérbolas

(S())  |w|%.|z|fe =c(t), ¢(0)=c, O=t=<A

existe por lo menos una posicién limite S, para t=t; cow
estas dos propiedades:

1) Existen dos nimeros positivos ry,r, con ry<r, ta-
les que

Jwlea.|z|fo=c(ty)=c;, |z|=ry y lz|=rs
comprendan sélo puntos interiores, pero que
|w|%.|z|f =c,, | ri<|z|<ry

comprenda por lo menos un punto-contorno de K.
2) Existe un €>0- tal que los trozos de hipersuperficies



fwleo.|elfo=clt), rys|elSry t<i<tyte

consistan Unicamente de puntos internos de K.

En 8 escogemos una superficie analitica, por ejemplo la
superficie

, (F) w 2B = Cy.

F es una superficie algébrica irreductible y es cortada por
un hiperplano |z| =7 (r=0) en una curva:

Bo,y .
(G,). w-=ae_a_z"& , z=re®® |, 0=9=2ma,

El recinto bidimensional
wh zh=c;, ri<|z|<ry

contiene por lo menos un punto-contorno de K mientras que
en los recintos

weo do=cy, Jel=ry ¥ |e|=ry
y en
(4) | wrozb=c(l), r,=|z|=Zr, HKI<I +e

s6lo yacen puntos internos de K.
Consideremos ahora la transformacion

1

(), W:wﬂ;ozﬂo—cl, Z=za,

que, para ¢ suficientemente pequefio, transforma b1un1voca—
y anahtlcamente los trozos (4) en los trozos planos

1 1
W_C<t)—‘01, riao |Z|<r2ao, t1_<t<t1+e

y, en particular, el pedazo de F:

wh b =¢;,, O<r =< |z| <7
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en un pedazo del plano W =0. Las curvas G, se transforman
en circunferencias:

~

W =a, Z=pe'£‘P, 0=Zp=<2m, (q,zi)

y, viceversa, tales circunferencias se convierten por la transfor-
macion inversa T—1 en curvas del tipo GC,.

Si f(w,z) es una funcién cuyo dominio de meromorfia es
K, entonces la funcién transformada F(W Z) es meromor-
fa en todos los puntos de

1 1
W=0, |Z|=rz, |Z|=ra

y de

1 1
W=c(t)—c;, Mma=<|Z|Sra, t<t<t+e

pero tiene por lo menos un punto singular en

1 1
WZO) "10’_0<|Z|:<7'2E¢;,

en contradiccion con el Teorema de Continuidad. L.Q.Q.D.

Demostremos luego la inversién del teorema 2:

‘Teorema 3. Un dominio convezo-hiperbdlico de Reinhardit
K (propio o impropio) es un dominio de regularidad (y, por
lo tanto, también un dominio de meromorfia).

Segtin . la hipétesis, existe por cualquier punto-contorno
Q(a,b), a,b==0, una hipérbola |w|% .|z|e =C (7:0) que no
tiene punto interno comin con K. K yace totalmente a un
fado de la hipérbola, por ejemplo al lado: |w|® .|z|f <C.
Podemos elegir entonces hipérbolas con o, 8, racionales, y con
esto también enteros: oy,=p,B,=gq; tales que la hipérbola

|w|p.|2|]9=C quede afuera de K pero que tenga puntos co-
munes con un entorne U(Q), por pequefio que se elija dicho
entorno. Por consiguiente, la funcién

1

Fpq(w,2)= ~
wP 24—C ety
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es analitica en K, pero tiene para p,q,C,%, convenieniemente
elegidos, puntos singulares en un entorno arbitrariamente dado
de Q por pequefio que se lo elija. Q es, por lo tanto, punto-
contorno de H (K)  (Regularititshiille de K).

Los puntos-contornos de K que yacen eventualmente en
un plano de simetria, o son puntos de acumulacién de los an-
teriores puntos-contornos Q(a,b) con a,b5=0, o en el caso
de que el plano z=0(w=0 respectivamente) no comprenda
puntos internos de K, son puntos singulares de la funcién

1 1
f— — (o o respectivamente).
Esta asi demostrado que K es 1dent1co con H(K) y por
consiguiente, que K es un dominio de regulandad 'L.Q.Q.D.
Surgen inmediatamente las siguientes consecuenmas
Corolario. 1 Condicidn necesaria y suficienie para que un
dominio de Reinhardt K sea dominio de reqularidad o domi-
nio de meromorfia, es la de que K sea convexo-hiperbdlico.

Teorema 3.a Un dominio de meromorfia de Reinhard:,
propio o impropio, es siempre un dominio de regularidad.

Por dltimo:

Corolario 2.. La envolvente de regularidad, la envolvente
de meromorfia y el dominio convexo-hiperbdlico mds pequerio
envolvente de un dominio dado de Reinhardi son idénticos.

§ 4 SoLUCI6N GENERAL DEL ‘‘PROBLEMA DE LEVI’’ PARA
DOMINIOS DE REINHARDT :
\

Es conocido (°) que un dominio pseudo-convexo y propio
- de Reinhardt cuya ecuacion de contorno tiene derivadas conti-
nuas de primero y sequndo orden es un dominio de regularidad.
Pues, en este caso, la pseudo-convexidad del contorno implica
que este satisface la «condicion de Levi» L((p)>0 y de ahi
se sigue la convexidad-hiperbolica del contorno y viceversa.

Para obtener un resultado general ,sin imponer al contorno
otra condiciéon que la pseudo-convexidad, partimos de dos lemas
auxiliares sobre hipersuperficies analiticas:

Lema 1. Cuando S es una hipersyperficie analitica (con

—_———

(®) Ver Behnke-Thullen, pig. 55.
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pardmetro real-analitico), dos superficies analiticas pertenecien-
tes @ S no pueden tener comun -un punio ordinario de S.
En efecto, sea la hipersuperficie dada

(S)  glwz1)=0

y sean g¢y(w,z)=0 Yy gy(w,z)=0 dos superficies analiticas
pertenecientes a S que tengan — en contra de la afirmacién
del Lema — el punto P comin, siendo P punto ordinario de S.
Existe un entorno U(P) del P tal que S, dentro de U(P),
puede ser transformada biunivoca— y analiticamente en un pe-
dazo de hiperplano (10):

(8) _ W=t, —e<t<+e; (o sea v=0).
Podemos suponer, ademéis, que P se trasmute en (0,0) y
gi(w,2)=0 en W=0. Sea ¢y(W,Z)=0 la transformada de

~ ~
g2(w,2)=0; siendo g, analilica en cierto entorno U(0,0).
Como los puntos comunes a dos superficies analiticas son ais-
lados, existe un r>0 tal que en

(5) W=0, |Z|=r

no existe punto comtn de W=0 y g,(W, Z)I=O. Aplicando
ahora el teorema de continuidad al plano W=0 y a la fun-

~

cién [g,(W,Z)]-*, singular ean (0,0) pero analitica en (5), se
sigue que ‘[;2(W, Z)j-1 tiene singularidades o sea ;2(W, Z)
tiene ceros en U(0,0), a ambos lados de S. Por consiguiente,

la superficie ¢,(W,Z)=0 no pertenece a S y, por lo mis-
mo, ¢y(w,z)=0 no pertenece a S. ,L.Q.Q.D.

Un resultado inmediato es el teorema demostrado por F.
Severi(il): '

(™) Ver, por ejemplo, B. CARTAN: ‘‘Sur la Géom. pseudoconf. des hyper-
surfaces de Vespace de deux variables compl.’’. Ann., Mat. pura appl. IV, To-
mo 11 (1932). ‘

(™) Ver SevERrI: ‘‘Contributi alla teoria delle funzioni biarmoniche’’. Mem.
R. Acecad. Italia, Vol. II, Mat. N. 5 (1931), p. 37.

/
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Corolario Las superficies analiticas pertenecientes a una
hipersuperficie analitica S (con pardmetro real-analitico) for-
man un unico haz de superficies. En otras palabras, cada su-
perficie analitica que yace encima de S pertenece necesaria-
mente al haz, univocamente determinado.

El Lema (1) puede ser facilmente ampliado:

Lema 2. Sean dadas una hipersuperficie S con pard-
metro real-analitico y una superficie F.' que tenga con S el
punto ordinario P comun. Son posibles solamente dos casos:
F yace en S o F posee dentro de cada entorno U(P) puntos
a ambos lados de S.

En efecto, por P de S pasa una superficie- analitica uni-
vocamente determinada, sea F,. Segtn lo anterior, o F es idén-
tica con Fy, o tiene puntos a ambos lados de S. .

A continuacién la demostracién del teorema principal:

Teorema 5. La pseudo-convezidad es condicién necesaria
y suficiente para que un dominio’ de Reinhardt, propio o im~
propio, sea dominio de reqularidad y dominio de meromorfia.

Si el dominio K de Reinhardt es dominio de regularidad
0 dominio de meromorfia, K es convexo-hiperbélico y, por
lo tanto, también pseudo-convexo.

Falta, pues, demostrar que la condicién de la pseudo-con-
vexidad es suficiente.

Supongamos, para tal efecto, que el dominio dado de Rein-
hardt K no sea convexo-hiperbélico. Existe entonces (12), se-
gun la demostraciéh del teorema 2, una hipérbola:

(S;) |wleo. |z|lo=¢;. (0, By enteros)

con las dos propiedades indicadas en dicha demostraciéon (con-
servamos las mismas denominaciones y simbolos).
Sea Q una de los punios-contornos de K pertenecientes a
[w|w. |z|b=c,, ry<|z|<r,.
Se puede elegir Q de tal manera que existe un p, ry<p<<r,,
tal que el trozo
!

(6) |w]%. |z|Bo_cl, = |z|<p

consista de puntos internos de K y que Q pertenezca a

(**) La demostracién de que K es completo se hace en forma anfloga.



— 46 —

wleo.|2[fo=cq, [e|=p

(esto quiere decir que en cada entorno de Q existen puntos in-
ternos de K sobre S,). Sea ahora F. una. superficie analitica
que pasa por Q. Segin el corolario del lema (1) y el lema
(2), o F es una superficie w% zPo=c, et perteneciente a
S; —en este caso penetra en K en cualquier entorno de Q —
o F tiene, asimismo en todo entorno de Q, puntos a ambos la-
dos de S;. Sea como sea, I penelra siempre en el dominio
K, dentrc de cualquier entorno de Q. En otras palabras, K
no es pseudo-convexo en el punto Q.

Nuestra demostraciéon nos asegura que un dominio de Rein-
hardt que es pseudo-convexo en tocdos sus puntos-contornos es
también convexo-hiperbdlico, y, por lo tanto, un dominio de
regularidad (y de meromorfia). L.Q.Q.D. :

De lo anterior se concluye la siguiente afirmacién intere-
sante:

Teorema 6. Dado- un dominio limitado pseudo -Convexro
B y dado en B a voluntad un punto interno M, entonces el
mds grande dominio de Reinhardt de centro M e inierior toda-
vie a B, es un dominio de reqularidad.

Sea K un dominio de Reinhard que cumple réspecto al
punto M la suposicién del -teorema; M tenga las coordenadas
(0, 0) — lo que no significa restriccion de la generalidad — y
sea Q={(a,b) un punto-contorno de K. Con Q son también
punlos—contornos los puntos Qg o= (act?, bei?), o =%,¢=
=<2m, entre ellos por lo menos uno que a la vez es punto-con-
torno de B; sea este ultimo Q,. Segun la hipdtesis de la pseu-
do-convexidad de B, existe una superficie analitica g(w,z)=0
que pasa por Qp y que dentro de un entorno U(Q,) no tiene
puntos comunes con B y, por tanto, tampoco con K. Por con-
siguiente, K es pseudo-convexo en el punto QO Pero, una
rotacién conveniente:

W = wetbo , 2= zet®o

aplicada a la superficie g(w,z)=0 nos ensefia que K es pseu-
do-convexo también en el punto dado Q. Como Q ha sido
elegido arbitrariamente, K es pseudo-convexo en todo punto-
contorno y, por lo tanto, un dominio de regularidad. L.Q.Q.D.

Quito, 28 de Junio de 1945.



