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SOBRE LA ECUACION FUNCIONAL f(f(x)) =-,x 

por 

J. L. MASSERA y A.. PETRAcCA 

Nos proponemos resolver el tema No. 50 (esta Revista, vol. 
X, pág. 154) propuesto por L. A. Santaló y gue decía: \ 

Estudiar la eClJ¡ación funcional 

1 
f(f(x» = x' (1) 

Observando que la inversión l/x en el .plano complejo está 
dada por el producto de dos simetrías, una respecto del circulo 
de centro en el origen y radio unidad y otra r,especto .. del eje 
real, y que la transformación involutoria 

z = el - ~) / (1 + x) . 

conserva las simetrías y transforma la circunferencia y el eje, 
real del plano x en el eje real y··el eje imaginario del plano z, 
se v'e que el problema de resolver ·la ecuación (1) es ~qUlva­
lente al de resolver la ecuación 

f(f(x» =-x. 

,Por ejemplo,' la ecuación (2) se satisiace, inmediatamente 
por f( x) = ix. DI3 aquí se deduce qué una solución de 'la ecua­
ción funcional propuesta será 

l-x. 
1--* l, (l+i)x+(l-i) 

f(x) = 1 +l-x i = (1-i)x+C1+i) 
, l+x 

como es fácil' comprobar. 
Probaremos el siguiente teorema: 
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La solJUcióf1 ge,wral de la (2) está dada implícitamente por 
la relación 

(3) " 

en qué F es una función simétrica arbitraria . 

. Debe entenderse que este enunciad1 significa lo siguiente: 
1°. Toda solución y=f(x) de la (2) es una función implícita 
definida por una relación del tipo (3) ; 2°. Si una relación del 
tipo (3) define por lo menos una función implícita uniforme, hay 
por lo menos una de estas funciones implícitas que es solución 
de la (2). ' 

He a,quÍ la demostración: 
1 0. Sea'y = f( x) una solución de la (2). Se tiene 

y=f(x), f(y)='-x, -y=f(-x), f(-y)-=x, 

y multiplicando estas igualdades se obtiene la relación 

y2f(y)f(-y) =x2f(x) f(-x) (3') 

que 'es del tipo (3). 
2°. Sea una relación del tipo (3) que defina gor lo menos 

una función implícita~ Entonces la ecuación 

F(u,v)=O ' (4) 

tiene por lo menos una solución v = cp (u) (uniforme) definida 
en un conjunto U. No hacemos ninguna hipótesis acerca de la 
naturaleza de esta función ni del conjunto U; pero si la fl\in­
ción es continua admitiremos que U es un recinto. Sea V la 
imagen de U dada por la función cp. 

Supongamos primero que U y V no tienen puntos comunes. 
Reduciendo si es necesario el conjunto U, podemos suponer que 
la correspondencia entre U y V es biunÍvQca. En virtud de la 
simetría de F, la inversa de cp es también una función implícita 
,definida p' or (4). Entonces queda, definida en, el conJ'unt:o 
W = U + V una función implícita de (4) que tiene carácter in- nf 
volutorio. I , , ' ' ' 

Si U y 11 tuvieran una parte común W, a cada punto 10 de 
W corresponde, por pertenecer a 0., el punto v de 'V, \Y por 
pertenecer a V, un punto u de U, dados por las relaciones I 
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v=cp(w), w=ep(u). 

Se tiene entonces: 

F(w,v)=O y F(u,w) =0, 

y también, por la simetría de F, 

F(lO, u)=O. 

Pueden ocurrir ahora dos cosas: 

a) u = v para todo w de W o de una parte de W, que lla­
maríamos W de ahora en adelante. Como u :-- V perteneoe a 
W tenemos también en este caso definida una correspondencia· 
involutoria ~n W dada por una función implícita de (4). 

b) Si u =/= v; es posible entonces, por reducción del conjunto 
U, obtener dos conj~ltos U y V separados, y quedamos reducidos 
al caso ya indicado. 

Definida así, por cualquiera de los caminos indioados una 
correspondencia involutoria en w, vamos a distinguir dos casos: 

A) Dos puntos correspondientes de W, o de una parte de 
W, no están nunca sobre una misma ·semirrecta que parte del 
origen. Definimos entonces la función y= f(x) 'como aquella 
determinación de y ep(x2) que cumple la condición 

O<Arg(yjx)<n. (5) 
., , 

Esta f!lnción es una implícita de las definidas por (3). 
Además, si z=/(f(x»=/(y), se tendrá 

z= yep(y2) =YX2=±X 

que, junto con las condiciones (5) y 

0< Arg (zjy) < n 

demuestra que z = - x, de modo que f es una solución de la 
(2). . 

B) Dos puntos corresl?ondientes . están siempre sobre una 
misma semirrecta que parte del- origen. Suprimiendo entonces 
en W los puntos dobles de la involución, si los hubiera, se puede 
descomponer, _ de infinitas maneras,· el conjunto restante en dos. 
conjjuntos W' y W" sin puntos comunes, tales que cada uno de 
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ellos sea imagen del otro en la correspondencia invohi.toria. Si 
W es un conjunto abierto y ep es continua, se .puedé .obtener dos 
conjuntos G>W' y W" que sean ,ambos recintos . 

. Sean X', X'" los conjuntos que se obtienen de W' poi' me­
.dio de la transformación x = y-;;' y"X", X',,, los que se obtie!len 
de W". L()s conjuntos de cada par son simétricos respecto del 

"origen. Podemos suponer que todos estos conjuntos carecen de' 
puntos' comunes. Definimos ahora en el conjunto 

X =X' + X" + X'" + X:'" 

la función uniforme' y = f( x) = yep (x2), tomando las siguien-, 
tes determinaciones del radical: 

Si x pertenece a X', 
)\ X » » X"', 

Si x pertenece a X", 
¡¡' x » » X"", 

y pertenece a.X" 
y » » X"" 
y pertenece a X'" 
y » » X'. 

Entonces f( x) es una implícita definida por (3) que satia-' 
face a la (2). 

Es claro que podría haberse considerado, a los efectos, de la 
demostración de la segunda parte del teorema, solamente el caso 
B. Pero entonces se perdería la posibilidad, especialmente intere­
sante, de definir la funció'n f en un recinto, posibilidad que, si 
la función cp lo permite, está brindada por las construcciones ele 
los sub casos a) y A~. ' 

Ejemplos. ' 
1 0. La función xi que satisface a la (1), se transforma co­

mo hemos dicho en una solución y = f( x) de la (2) que está 
dada por la ecuació~ , 

( 
\'1 __ :1,)2 ( 1_y)2 

Log -,,- + Lag -- =0 
l+x 1+,Y 

que es del tipo (3). 
2°. La función lX, solución de lQ- (2), satisface a la ecua-

ció n 

X 2 +y2=0. 
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3°. La ecuación 

x2 +y2=1 

define la funciÓn JI 1- x2, cuyas dos ramas, que pueden sepa­
rarseen el plano tajeado según el se,gmento (-1, 1), son ~olu­
ciones de la (2). 

4°. En el plano tajeado según los diámetros horizontal y i 

vertical del círculo de radio }l4!3, pueden definirse,( de 'acuerdo 
al criterio expuesto en A), ramas uniformes de la función 

, y= -x2+Y4-3x4 

2 

dada¡ implícitamente po~ la ecuación 

X4+X2 y2 + y4= 1, 

que son soluciones de la (2). 
50. Sea la ecuación 

(6) 

No puedeencotitrarse ningún recinto en que pueda definirse 
una ~ama ,continua y uniforme' que verifique la condición A). 
Para encontrar una solución de la .(2) "'1t- partir de esta ecuación" 
se puede, por ejemplo, definir y=[(!x en el primer y tercer 
,cuadrantes" (abiertos) y y=-[(!x en el segundo y cuarto, . 

Este ejemplo permite' resolver una pe,queña dificultad. Po­
dría ocurrir que la ecuación (3') fuera una iqentidad, es decir 
que sus' dos' miembros fueran constantes. Entonces la (3') no 
define a f( x) como función implícita. En este caso la (3') se 
reduce a la (6). . 

6°. La ecuación ([( real) 

)'2 x'1 1 _+_=[(2+-. 
X2),2 [(2 

tiene las soluciones y=±[(x, y=±xlJ(, y está en el caso 13). 
Sean los anillos circulares' An del plano (u) 

[(2n < I u I < [(2( n+1) (-00 <n <+(0). 
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tajeados .a los largo del semieje real positivo, y sea 
+00 / 

W" =.E Ajln+1' 
-00 

Se ve inmediatamente que si u pertenece a lV', v=[(u y 
v = u I [{ pertenecen a W". Sea ahora Sn la parte del anillo, del 
plano (x) 

[(n<lxl<I(n+l 

situada en el semiplano superior y S'n la parte situada en el se­
miplano inferior. Los conjuntos X del caso B) pueden tomarse 
!entonces de la siguiente manera, 

Basta ahora definir 

y=[{x en X, y X'" 

y=-x/[{ en X" y X"". 

Esa función satisface a (2). Se ve, en este caso, que puede 
incluso ampliarse los recintos X suprimiendo el tajo a lo largo 
del 'eje real. 

INSTlTU'l'O DE MATEMÁTICA y ESTADisTICA, 

I M-oNTEVIDEO. 

CRONICA 

PRIMER COLOQUIO DE HISTORIA Y FILOSOFIA DE LA CIENCIA , 

Los días 18 y 20 de septicmbre de 1945 se realizó en Buenos Aires, con 
el patrocinio ae la Uni6n ]Jlatemática Al'oentina y .la InstU~tci6n C~tUural Es­
paliola, en la seae de esta última, el PI'VJIWlI' Coloq~¿io de Historia y Filosofía 
de la Ciencia. Se tuvo así el placer ae ver reunWos a filósofos, físicos, mate­
máticos, químicos, etc., para tratar cuestiones científicas desae el punto de 
vista histórico-filosófico. El entusiasmo, la coraiali(lac1, el número y la calidad 
ae los asistentes contribuyeron al éxito compieto ae estas reuniones. De su im-

• ~ ¡" 
, 
\ . ¡. 


