SOBRE LA ECUACION FUNCIONAL f((z))=

por

dJ. L. MAssErA y A. PETRACCA

Nos proponemos resolver el tema No. 50 (esta Revista, vol.
X, pag. 154) propuesto por L. A. Santalé y que decia: .

Estudiar la ecuacién funcional
. 1 ’ 1
Hf() =~ Ko

Observando que la inversién 1/z en el plano complejo esta
dada por el producto de dos simetrias, una respecto del circulo
de centro en el origen y radio unidad y otra respecto .del eje -
real, y que la transformacién involutoria :

e=(1—2)/(1+2).

" conserva las simetrias y transforma la circunferencia y el eje
real del plano z en el eje real y-el eje imaginario del plano z,
se ve que el problema de resolver -la ecuacién (1) es equiva-
lente al de resolver la ecuacién

, 1(f(@)) =—=. @)

Por ejemplo, la ecuacién (2) se satisface.inmediatamente
por f(z)=iz. De aqui se deduce qué una solucién de la ecua-
cién funcional propuesta sera.

oy e (e
T = T e )

como es facil comprobar. ' N !
Probaremos el siguiente teorema:
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La solucidn general de la (2) estd dada implicitamente por
la relacion :

F(x?,y%) =0 - (3)

en que I es una funcidn siméirica arbitraria.

.Debe entenderse que este enunciado significa lo siguisnte:
1o, Toda solucién y=yf(xz) de la (2) es una funcién implicita
definida por una relacién del tipo (8); 20°. Si una relacién del
tipo (3) define por lo menos una funcién implicita uniforme, hay
por lo menos una de estas funciones implicitas que es solucién
de la (2). ' '

He aqui la demostracién: )

10. Sea y=f(z) una solucién de la (2). Se tiene

y=f(2), f(y)=—w —y=f(—2), f(-yr==

y multiplicando estas igualdades se obtiene la relacion

PN = @) e ()

que es del tipo (3).

20. Sea una relacién del tipo (3) que defina por lo menos

una funcién implicita. Entonces la ecuacién

F(u, v) 0 - (4)
tiene por lo menos una soluc1on v=e¢(u) (uniforme) definida
en un conjunto U. No hacemos ninguna hipdtesis acerca de la
naturaleza de esta funcién ni del conjunto U; pero si la fun-
ci6n es continua admitiremos que U es un recinto. Sea V la
imagen de U dada por la funcién ¢.

Supongamos primero que U y V no tienen puntos comunes.
Reduciendo si es necesario el conjunto U, podemos suponer que
. la correspondencia entre U y V es biunivaca. En virtud de la
simetria de F, la inversa de ¢ es también una funcién implicita
definida por (4). Entonces queda. definida en el conjunto-
W=U+YV una l'uncmn implicita de (4) que tiene caracter in-
volutorio. |

Si Uy V tuvieran una parte comin W, a cada punto w de
W corresponde, por pertenecer a U, el punto v de V, y por
pertenecer a V, un punto u de U, dados por las relaciones ;



— 208 —

v=0(w), w=o(u).

-

Se tiene entonces:
F(w,v)=0 y F(u,w)=0, -
y lambién, por la simetria de F,
F(w,u)=0.

Pueden ocurrir ahora dos cosas:

a) u=v para todo w de W o de una parte de W, que lla-
marfamos W de ahora en adelante. Como u==v pertenece a
W tenemos también en este caso definida una correspondencia
" involutoria en W dada por una funcién implicita de (4).

b) Si u=zl=v, es posible entonces, por reduccién del conjunto
U, obtener dos conjuntos U y V separados, y quedamos reducidos
al caso ya indicado.

Definida asi, por cualquiera de los caminos indicados una
correspondencia involutoria en w, vamos a distinguir dos casos:

A) Dos puntos correspondientes de W, o de una parte de
W, no estin nunca sobre una misma semirrecta que parte del
origen. Definimos entonces la funcién y=#(x) como aquella
determinacién de }o(x2) que cumple la condicién

0<Arg (y/z) <m. (5).

o

Esta f}incién es una implicita de las definidas por (3).
Ademas, si z=f(f(x))=/(y), se tendrd

Z:V(p(yz) :]/E:j:w
que, junto con las condiciones (6) y

0<Arg (z/y)<m

demuestra que z=—x, de modo que f es una solucién de la
(2). |
B) Dos puntos correspondientes estin siempre sobre una
misma semirrecta que parte del- origen. Suprimiendo enlonces
en W los puntos dobles de la involucién, si los hubiera, se puede
descomponer, de infinitas maneras, el conjunto restante en dos
conjuntos W’ y W” sin punlos comunes, tales que cada uno de

(
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ellos sea imagen del otro en la correspondencia involutoria. Si
W es un conjunto abierto y ¢ es continua, se puede obtener dos
conjuntos W’ y W” que sean ambos recintos.

" Sean X’, X” los conjuntos que se obtienen de W’ por me-

dio de la transformacién z=Y}u, y X", X" los que se obtienen

de W”. Los conjuntos de cada par son simétricos respecto del
origen. Podemos: suponer que todos estos conjuntos carecen de’
puntos ‘comunes. Definimos ahora en el conjunto |

/ X — Xr _{_ X/I + X/// + X,””

la funcién uniforme y=7f(z)=}¢(2?), tomando las siguien--
tes determinaciones del radical: :

Si x pertenece a X', y perlenece a.X”
» T » » X", ¥ » » X"
Si x pertenece a X”,  y pertenece a X"

WX » » X",y » » X

Entonces f(a:) es una implicita definida por (3) que satlo—'
face a la (2).

Es claro que podria haberse considerado, a los efectos de la
demostracion de la segunda parte del teorema, solamente el caso
B. Pero entonces se perderia la posibilidad, especialmente interc-
sante, de definir la funcién f en un recinto, posibilidad que, si
la funcién ¢ lo permite, estd brindada por las construcciones de
los subcasos a) y A).

Ejemplos.

1o, La funcién @i que satisface a la (1), se transforma co-
mo hemos dicho en una solucién y=/f(z) de la (2) que estd
dada por la ecuacién

\

(rog 172) + (Tog172) =0

que es del tipo (3).
. La funcidn iz, solucién de la (2), satlsface a la ecua-
ci(')n !

x2._l_ y2 =0



—210 —

80. La ecuacién
xz _I_y? — 1

define la funcién J'1—a2, cuyas dos ramas, que pueden sepa-
rarsé en el plano tajeado segtin el segmento (—1, 1), son solu-
clones de la (2).

. En el plano taJeado segin los didmetros horizontal y’

vertical del circulo de radio ] 4/3, pueden definirse (de acuerdo
al criterio expuesto en A)), ramas uniformes de la funcién

— g2V 4—3xt
y= ] [ —o*+)/ 430t
2

dada’ 1mp1101tamer1te por la ecuacién
w{l + mz y2 _I_ y4 —

que son soluciones de la (2).
50. Sea la ecuacién

x? y? =K2. (6)

No puede encontrarse ningin recinto en que pueda definirse
una rama continua y uniforme que verifique la condicién A).
Para encontrar una solucién de la (2) - partir de esta ecuaci6n,
se puede, por ejemplo, definir y=IK/xr en el primer y tercer
cuadrantes (abiertos) y y=—IK/x en el segundo y cuarto. '

Este ejemplo permite resolver una pequefia dificultad. Po-
dria ocurrir que la ecuacién (3’) fuera una identidad, es decir
que sus’ dos' miembros fueran constantes. Entonces la (8') no
define a f(x) como funcién implicita. En este caso la (8') se
reduce a la (6). Cot .

6°. La ecuacién (K real)

Y

xr-
‘|‘:)?= “+[T2

=2
o

2
0

tiene las soluciones y= :]:Km y=-=x|K, y estd en el caso B)
Sean los anillos circulares A, del plano (u)

K2n <|u|< K2(ntl) (_m <n .'<_[_oo)\

.
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- tajeados a los largo del semieje real positivo, y sea :

B e +o 7
W':Z‘AE,2 ' W":2A2n+1.

-

Se ve inmediatamente que si u pertenece a W/, v=Ku y
v=u|K pertenecen a W”. Sea ahora S, la parte del anillo, del
plano (z)

Kr <|z|< Kntl
situada en el semiplano superior y §', la parte situada en el se-

miplano inferior. Los conjuntos X del caso B) pueden tomarse
entonces de la siguiente manera,

X'=‘ZS2n, X”:2S2nﬂ;’l’ X"’:ZS’ER, X’II’%ESI2ni1.
Basta ahora definir

y=Kz en X’ y X"
y=—2z/K en X" y X"".

Esa funcién satisface a (2). Se ve, en ‘este caso, que puede
incluso ampliarse los recintos X suprimiendo el tajo a lo largo
del eje real. i

. INsTITUTO DE MATEMATICA Y ESTADISTIOA,
! MONTEVIDEO.

CRONICA
PRIMER COLOQUIO DE HISTORTA Y FILOSOFIA DE LA CIENCIA

Los dias 18 y 20 de septiembre de 1945 se realiz6 en Buenos Aires, con
el patrocinio de la Unién Matemdtica Argentina y la Institucién Cultural Es-
paiiola, en la sede de esta dltima, el Primer Cologuio de Historia y Filosofia
de la Ciencia. Se tuvo asi el placer de ver reunidos a filésofos, fisicos, mate-
miticos, quimicos, ete., para tratar cuestiones ecientificas desde el pumnto de
vigta histérico-filos6fico. Tl entusiasmo, la cordialidad, el ntimero y la calidad
de los asistentes contribuyeron al éxito compieto de estas reuniones. De su im-
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