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8. — Ondas con energias positiva y negativa.

Consideremos las dos funciones

e > .
i inaien . d3[( )
D) (x) = = | P [{(K,r) —ilyzy] ; (140)
—0 N ‘:0
D) (o) = - J exp [i(K, 7) + ik o] 2K (141)

D(z) puede ser expresado .en términos de D)(z) y D-)):
D(z)= 3 [DW)(2) — DAa)]. (142)

Las funciones D™®(z) son soluciones de la ecuacién de
Klein-Gordon

(O +x2) D (z) =0, (143)
como se puede ver facilmente si tenemaos presenta (140) y (141).

D'F) (z) -puede ser caracterizada como la solucién de (14‘%) que
satisface las \condiciones iniciales
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I—E+ dK
(K, 7)] 7.~ I

o
J exp [i

42

—_x

10

——-—H M) (ixr) (144)

e ;
”‘iw J expli(K, 7)]dy K=" 2n5(). (145)

(w=0)

Las funciones D‘*)(z) pueden ser expresadas mediante fun-
ciones de Hankel:

F)(r, 20)=

F(r, zg) =

10

)

D (1) = s F® (r,z,) (146)
, ;
1 ——
5 HQ(Z) (x? a;OQ—r?) Zy>r
1 .
——H (1)( Veg2—r?) r>zy>—r- (148)
— 5 Ho(l) (x Vx(,?—r?), —r>ux,
1
) Hy®) (x Vog2—r2) zu>r
1 K
-——Ho(l)( [z2—12) r>ze>—r (147)
——I{o(?) (x Vage—r? ——r~) —r>x,.

Por medio de D (2) podemoq formar otra solucién real
de la ecuacién de Klein-Gordon, que tiene gran importancia:

D, (z) :%

[D&)(2) + D).

( 149)

Esta funcién es bien conocida y aparece en la teorfa del po-

51tron

D,(z) es la solucién de la ecuacién de Klein-Gordon deter\—
minada por los valores iniciales
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D@m=y Blixr) (150)
[%D1(m)]<,uao>=°' Coe (151)

. 9.:— Hasta ahora hemos considerado la ecuacién de Klein-
Gordon como referida a un campo de ondas mesénicas. Ahora
supofidremos ‘que la ecuacién de Klein-Gordon estd referida a
un. campo de ondas electronicas, para investigar la contrlbuclon
de las ondas con energias negativa y positiva.”™

Las ecuaciones (140) y. (141) muestran gque D(+)(ac) st
formada’ por la superposmlon de ondas planas con: energia po-

sitiva exp [l(K, r);—zko x,] mientras que D(-)(x) estd formada
por la superposicién de ondas con' energia negativa

> >
exp [i(K,r) +ikq2,].. - .

La funciéon D(z) es una solucion de la ecuaci6n :de Klein~
‘Gordon formada por la superposiciéon de ondas con energias de
ambos signos, como resulta de (142). D,(z) estd también -for-
" mada. .por la superposicion .de ondas con energias negativa y
positiva.

Es notable que las funciones D‘i)(a' —a') no se anulan cuan-
do (x') estd afuera del cono de luz de (x), comp se ve en las.
ecuacionés (146), (147) y (148). Por lo tanto las soluciones
de la ecuacién de Klein-Gordon representadas por D (). con-
tienen acciones con velocidades de propagacién mayores de c.
Como D' (z) son las tnicas soluciones invariantes de la coua-
cibn : de Klein-Gordon que pueden ser formadas por super-
posicién de ondas planas con el mismo signo de la energfa y
todas las longitudes de onda posfibles, se ve que (es necesario
cconsiderar soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon formadas
por la superposicion de ondas de ambas energias (negativa .y
posiliva), para evitar acciones con velocidades de propagacién
mayores de c.

Dé (140) y (141) oblenemos

D(i)(x) — _}_J' PELEN (e.-K'r —iKkr
2 :

r
U

y 4K k (152)
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K = VK2 + K2+ Kg2. (153)

La ecuacién (152) da la descomposmlon de D(i)(m) en
ondas incidentes y emergentes, que corresponden a e™™ y ¢,
respectivamente. Es interesante observar que si aplicamos la
interpretacién usual a las ondas esféricas de D(=)(x) tendria-

mos que considerar la onda emergente con energia negativa
| :

— exp [ikyxy-+iKr] como una onda ‘incidente, porque los ra-
r

dios de las esferas cuyos puntos tienen la misma fase, decre-
cen cuando x, crece; la onda de energia negativa mmdentc

1 . .
—exp [ikyzy—iKr] aparece como una onda emergente, con la
r

mterpretacion usual.
Las expresiones de D(z—z’),

D(z—2') = 5 [th(m z') — Ga(x, 2')], .(154)|

D(z—a') :—;— [D&)(x—z') — D) (z—a')], (155Y)

que corresponden respectivamenhe desde los puntos de vista de
los campos de ;ondas mesonicas y, elecirénicas, corresponden
también a diferenites descomposiciones de los campos radiativos
en ondas emergentes e incidentes. Mientras en, (154) estan las
. ondas emergentes del campo retardado y las ondas incidentes
de los -campos avanzados, en (155) hay dos clases -de ondas
emergentes e incidentes originadas en las energias negativas y
positivas. La teoria de Dirac de los fotones de energia negati-
va (12) puede ser comsiderada como una tentativa de introducir
una descomposicién del tipo (155) en el campo electromag-
nético. i
Las singularidades de D“®(2—a') en el cono de luz de ().
no nos permiten obtener soluciones $*)(z) de la ecuacién ho-
mogénea de Klein-Gordon: referida a una inhomogeneidad - 4x
p(x) similar a ¥;,(x), y que contenga solamente ondas con ener-
gia negativa o positiva. En -verdad, una tal solucién seria
o

() :J D®(z—a') p(x') d, o, (156)

—20
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pero la integral del miembro derecho de (158) no tiene signifi-

cado debido a las singularidades de las funciones D'¥(z—z') so-
Co bre el cono de luz de (x). Para poder ‘dar un significado a la
integral de (156) podemos usar integracién -compleja para la
variable x,, pero aiin usanco inlegracién compleja no podemos
definir . soluciones del tipo $'® formadas solamente por super-
posicion de ondas de energia negativa y positiva.

10. —Las singularidades de D™ (z) pueden ser convenien-
temente analizadas por medio de las expresiones F‘P(r, x,), si-
milar a aquellas de F(r,z,) dadas en la seccién 2. Tenemos

e 1
F)(r, w0) = [1 + sgn (zq—) Ho® ( Vag2—re) —
o [1—sgn (0= B0 (1 Vo) =
1

5 sen (o) Jo (x Vm02—7-2) i NO (x Vwo2—r2).  (157)

De manera anéloga obtenemos
1 : _—
FOXr, m)) =— 5 sen (@tr) Jo (X Vf”o?—"z) -

——;—NO (Vag—r?).  (158)

‘De (157) y (158) obtenemos
F)(r, 15) = F&) (r, ). (159),

N, es la funcién de.Neumann de orden cero, de acuerdo
con’ la denominacién usada por Courant-Hilbert (2). Es la fun-
cién de Weber de orden cero, segtn la denominacién de G. N.
Watson, que la designa por Y. Ny(u) tiene una singularidad lo-
garitmica en el punto u=0. ’ )

(160)

9 .
: No(u);: — Jo(u) . (log Eu + C) 4 series de potencias pares en u

C=0,5772157 ... (constante de Euler) . (1e1)
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. d
. Necesitaremos la expresion de la demvada d—NO(u) que se

toma generalmente como
d . AN
2 No(uw) =Ny (u). +(162)
Ny (u) es la funcién de Neumann de primer orden

. " 2 . u . 2
Ny(u) = ;Jl(u) (log E-}- C) .__T;l;_i_
-+ series de pofencias impares en u. (163)

bm embargo, la férmula (162) no es adecuada para los mé-
todos simbélicos que estamos usando. Debemos tomar

d . . .
ﬁNq@):_Nl(”)_Zl d(u). | (164)

La ecuacién (164) resulta inmediatamente de (160) teniendo
.en cuenta que

d. 1 RUSIN
E—logu:;—mﬁ(u). ' (165) -

( )Obtenemos de (167) Yy (158) y teniendo presente (18) y
164 -

D(+)(w):6(xo—r) 'qgf@ )y J,(x Vx'—og_rz) n

r 2 Vs 2—r2

i Ny (x Va2 )

+
2 Vg2

—d(zg®—r?). '.(166)

D,_)( gy 20t | X sgn(zyte)

r 2 Vw02_ 2 Ji(x Vx02_r2) +

2"- Nl (x ‘Va)02__,-2)

— S(x02~r2) . (167)
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Teniendo presente -(29) y (_30 ) obtenemos de (166) y (167):

B VT ) _
V=) (a,—)

5 (o2 {r,~2"). , (168)

+)(a:—a;) Gret(w’ )+

X H1(1)<X, V(:L‘}"—— z'¥) (xu_x’u)) —
2 Vior—g¥)(o,-,)

— (ot} fo,—',)). (169)

DN w—a') = G, 2') +

Estas ecuaciones son importantes porque muestran la re-
lacién entre las funciones D (z—a’) y las funciones de Green
para las soluciones avanzada y retardada. También son impor-
tantes desde otro punto de vista, ya que muestran las relaciones
entré las funciones de Green y la solucién fundamental V(z, x)
de la ecuacion de Klein-Gordon, por ser

N X Ny(x V(xi‘-—.m’}l) (¢u_x'u)) 17(') ‘
V@’?I v)y= 2 V(wP— ') (,—a’)) . (170),

Obtenemoé de (168) y (169) =

ix H,) (y V(at—a'¥) (z,—' W)

| V(mP’ m’P)(wu—m u) _

| — id(far—a}r,—w)). o (1)

D (m—w):zG(w kz:)—i—

Cuando y =0, la solucién fundamental se torna

1 .
[V(m’ w')](X==0) = (mu,_ wlp.) (wu_ w/J ' (172)
Y ' ' c ;

Dm0 =Dy LV ) (178)

[DOXa—2)] gy =— [D(z—#) ly—0— % V(w2 ly—0  (174)



— 272 — ~
T ST o en
[Di(""—-'”)](x=0)=-;‘[v(wim)](x-=o)' ' (175)
Es 1mportante hacer notar que tenemos.siempre
D) (z—a') = D(z—a') -% V(z—a') + términos i;egﬁl'ares. (176)
D(=)( cc—a:’) =—D(z—a')— %V(w—m’) + términos regulares. (177)

: . _ .
I?l (z—a') = V(iz—z') + términos regulares. (178)

Designamos aqui con «términos regulares» a aquellos que
no divergen -cuando el intervalo entre los puntos (x)y (m) s@
anula. Resulta de (176) y (177) que las 'integrales del miem-
bro derecho .de (1566) no tienen significado debido a las singu- .
laridades de V(w, #'). Las singularidades de V(x,2’) no son las
mismas en el caso general cuando =0 y en el caso\particular
cuando ¥=0; esta circunstancia da cuenta de la no validez del
principio de Huyghens para campos cuyo cuanto tiene masa
finita.

11. — Funciones de Green en el campo de la integracion
compleja. -

Schrijdinger(ﬁ) ha* demostrado que la solucién retardada
de la ecuacién inhomogénea de Klein-Gordon, que corres-
ponde a un punto fuente en movimiento, puede ser expresada
N, (xu)
u .
solucién fundamental V(z,z’). El método de Schrédinger puede
ser extendido a cualquier clase de inhomogeneidad lo mismo -
que a otros tipos de soluciones de las ecuaciones inhomogéneas
de Klein-Gordon. Veremos que la solucién fundamental es una
especie de funciéon de Green si se utiliza integracion !compleja
con respecto a la variable tiempo.

como una integral compleja que contiene a———, es decir, la

" Consideremos las 1nlegrales Y® e YO):
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Y =— %J- V(z,a') p(a') da’y. - - (119),
-+ O T

YO =— L j V(z, o) p(x )da'o. . (180)
(L) ' o

L+ y L~ 'son los caminos de integraciéon representados en
la fig. 2. Teniendo presente (163) y (170) obtenemos

- i

Fig. 2.

(181)

v I_ M=) ) gy - [2e)

V(xﬂ—m’l“\(x ) '_; 7'](lo=’o)

S - (182)
(183)
T V=) o) ()
Y(): 1 a Y d v .
XL V(xl*— ') (x,—',) P(=) s 1 [ |—;__;.);| ] (x'o=1%0)
. B RS | (184)

De donde
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e
bufa) =~ J da’ JV@ w)p(w)dx - (185)
~ ah
. koo ) l
l ’ 4 4 / . -
bufa) = f dy J' V(e o) p() dy (186)
— (L) '

.- Podemos reemplazar en (185) y (186) la funcion V(z,z')
por alguna otra funcién U(z,z’) tal, que la diferencia V(z,x’)
—U(z, ') sea analitica y regular para todo valor real de z’.

Es notable que no es de ninguna manera neocesario .que
V (gt—a#(w,—a',) U(z,2’) sea una funcién del argumento
s=V (gt—a'*)(x,—a',); ysies una funcién de este argumen- -
to, no necesariamente debe ser una solucién de la ecuacion de
Bessel

d2f 1 df 1y, : .
52 ?ds_'—( -—?) f=0. - (187),

Las consideraciones precedentes muestran que si tratamos
de definir las funciones $*(z) por medio de integracién com-
pleja, en el miembro derecho de (156), tenemos una gran arbi-
trariedad. En verdad, debemos necesariamente usar integraci6n
real con respecto a a’, para los términos que provienen de la
parie de D (z—a') que se asemeja a d; por otra parte hay
térininos que pueden ser integrados por mhegramén compleja o
real, pero el resultado depende esencialmente de la clase de in-
tegracion que-se -utilice.-

Las ‘consideraciones precedentes, referentes a la p051b111da(]
de reemplazar V(z,2’) por otras funciones muestran que tene-
mos

~ton

bulwe)=i | & [ Die—a)p@) e (88)
— I |
o

bl ) =i [ d [ D(a—2) o(a') (189)

- (L)
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Si ponemos , - ' 1 ER

e ‘ g :
2[ cedaly= J coodaly+ J codaty (190),
o - (Th (L)
obtenemos : ' !
—fo .
big(o)=i | D) p(ar) d (191)

—_—30

El métoflo .de obtener soluciones de la ecuacién inhomio-
génea de Klein-Gordon por intermedio de V(z, '), esti relacio-
nado con el usado por Sommerfeld para la ecuacion de D’Alem-
bert (13). Ya hemos visto que la funcién V(x,x’) se convierte en
s2=[(at—z'*)(x,—2',)]' cuando x=0; de manera que la
férmula de Sommerfeld puede ser obtenida de (185) colocando
Xx=0. Veremos en la siguiente seccién que el método de Som-
merfeld puede ser extendido a la ecuacién de Klein-Gordon.

12. — Conisideremos la ecuacién diferencial eliptica

-(A—xz)lb—(ZBf i —2) b=—dn (192)
ST el I |

La funcion W(y,y") : S

N, (yR .
W‘(y;y')='—% 1% : ~ (193),
13_——
R=|/ Z(r—y,)° (194)
=

!

es una solucién ‘de la ecuacidn
(A—x2) W =— 452 3(y5—y's) 8(ys~¥'1) 3(y2—Y'3) 3(y5—'s)- (195)

Sea () un volumen del espacio cuatridimensional encerrada
por la superficie X. Para dos funciones ¢, cualesquiera, re-
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gulares en Q, tenemos

[ (DAb—pAP)dQ = J (q, O—f 3 o¢)
®

(196),
) .

n=normal exterior a 2.

Tomemos . b como solucion de (192) que se anula .en el
infinito yip=W(y,y’); el dominio de integracién sea todo el
espacio cuatridimensional, menos una pequefia esfera S con cen-
tro en el punto (y) yradio e. Como v

3

(X
p—0 0y’ 2

—x3) W(y,y) =0 (107)

en (), obtenemos de (196) y (192) :
(198)

' A OO 0 ,
—dn J W(y.y)e(y)dQ= J[W(y, Y)3m oy W y)]dS
Q (8)

Cuapdo ¢ tiende hacia cero, el primer término bajo la inte-
- .gral en el miembro derecho de (198) da una contribucién nula
a la integral, porque la mayor smgulandad de W(y, y') es
R-2, Por lo tanto

’ i ' ()_LIJ___ i)_ 7( !
lim (L [W(2,9) 500 3 W(2.y)]dS

R3
>0 ®

#—¢(.x) lim J ——dS———4-rr2¢(w) (199)
De donde '

1
Pl

1l’<y);= Wy e(y)dy- (200)._

VY TF

La ecuacion (195) es una consecuencia evidente de la
(200).
La ecuacién eliptica (192) se transforma en la ecuacion in-
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‘homogénea de Klein-Gordon por el cambio de variables
Yo =iy, y1=7=%y, Yo=Fp Y3=7T3. - (201)

W(y,y) se transforma en V(z,z’). Las ecuaciones (185)
y (186) :se pueden considerar como las formas transformadas
de (200).

13. — Podemos usar como funciones de Green para la inte-
gracién compleja una funcién sin singularidades logaritmicas

Uz, ')

Ue, ) =L 10 V(o—a®) o —a)1) |
2 v (x.u._ m’P-) (wu—x’u)

1
-+ " (202)
(xt—z P)'(wu—w w)
Se ve facilmente que
Yo (x) = %j dyz’ j U(z, 2') p(2") da;’0: (203),
— (b ‘

bule) == | d’ | V(o) o(a) d (204)
— (L) : ‘

14. — La funcién -71(37)(5)

"Hemos visto que las varias funciones de Green de la ecua-
cion de Klein-Gordon difieren de las correspondientes para la.
ecuacién de D’Alembert en términos que contienen a la funcién

Jy(xs

1X T . . :

(xs) . Como estos términos se refieren precisamente al diferente
$

comportamiento de los campos mesénico y electriomagnético es
I1(xs)
P

importante examinar las propiedades de

J,(xs .
L(u es una solucién de la ecuacidon de Klein-Gordon
s .
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@) ), (2m)

que es igual a —-);jsobre el cono de luz de (x). De donde re-

sulta que

i

(O+x3) [ T1(s) (1+sgn (32))] xd(s2) (206)

@) [P 1 bogn (st r—r)] =

> >

o(x o—xo—l"_"l)
> >
|r—r'|

(207)

Jy(xs)

(crery |12 "o s (oo ot )}] =

6(.70 —' | r—
0 _)0_)‘ D . (208)
|r—r’|

Estas formulas conducen inmediatamente a la expresion de
. las funciones de Green de la ecuacion de Klein-Gordon; basta
tener presente .que

15 (s2) = dnd{zg—a’y) 5(x,—a',) d(2y—a'y) 8(2s—'s).  (209)

No podemos obtener una solucién de la ecuacion homogé-
vea de .Klein-Gordon de la forma

b <w>:ir ) ooty dyo (210)
. e 92 4

-_—n

J1(xs)

porque diverge cuando s?=—oo. Si limitamos la inte-

gracién a la regi6n del espacio-tiempo interior a los semiconos



—279—

_ del pasao o 'del futuro del punto (z), 6 a toda la regién inte-
rior al cono de luz de (z) no obtenemos ninguna otra solucidn
de la ecuacién homogénea de Klein-Gordon debido a las ecua-
ciones (206), (207) y (280). Consideremos sin embargo las
funciones

, (211)
o xf i)
Bin)(o) =2 J [1+sgn (eo—y—lr—])] 252 (2 d.
(212)
oo
10 =L | s ot P ] 28 o g,
Obtenemos de (207) y (208)
() i) = X3 [ () gm0 - (213)
(T+H0) $irf) @) =¥ [han(@) 19 (214)
De donde Do . 5
bro(®) = 5 D () (215)
1 — .
ban(T) = 2 [ ;,0)() (216)

$;®) $;,() pueden ser convemenbemlente expresados por
integrales complejas

0
— : J.(3
P () = % J dgz! J 1();—|S|) p(a’) da'y,. (217)
—= (L)
o ; . :
Ei,.,.'(—)(m) =— —);—J dsx’ J 1(+|s|) p(z') da’y. (218)

~ (L)
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Lty L~ son los caminos de iitégracion representados en
la fig. 2. 'Las ecuaciones (217) y (218) evidentemente estin
relacionadas con las (203) y (204).

15. —M. Riesz (") ha dado un método de integracion de
las ecuaciones de diferenciales: parciales hiperbélicas de segundo
orden en las cuales aparecen funciones que estin vinculadas a
las soluciones fundamentales de Hadamard. En el caso de la
ecuaciéon de Klein-Gordon Ia funcién de Riesz es- Zo(zx, 2')

. T2 )
Zo(n,0) =3 — ( 21 XLz, o) (219)
- =0 DT (15 1)

Zo#(, ) = 2 [(@— ) (5=, )] 3 = L (220)
7T\ i H(a)

~ U‘ 1 “ . :
H(oy=n2etI' (5) I (5-1). - (221)
Se ve facilmente que
a_——_-_t
2 Jat (x5). (222)
2 N «

Zo(z, ;z'):_l;_( 5
L o X

271 (3)
Zy(z,2') es la funcion de Riesz para la ecuacion de

* D’Alembert; estd relacionada con la solucién fundamental me-
. diante esta ecuacién

o—4
Zy(x, 2 ._——[wa ] . 223),
0™( ) H( ) ( ) (4=0) - ( )
Se ve inmediatamente que |
(O+x3) Zo42 = Zo. , : (224)

Riesz ha demostrado que

["bl'el(w)]_(x'so) =12 P(m) (225)
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- e ) - o > > , :
o ‘I_ret“ p(x) = J [l—l-sgn(xo—,x’o/—|r—r’|)]Z0a(a:', z')p(a) da. (226)

AR La mtegral del. m1embro derecho de (226) tiene significado

PR para valores .de o con' parte real mayor que dos, pero sl con-

;. sidergmos, I,e,‘ p(z) como una funcién del parimetro com-

o pleJo o, puede ser prolongada.analiticamente para otros valores

de a. La prolongacién analitica para valores. con parte real Ra

positiva’ puede ; ser ‘efectuada por, una "integracion parcm] Efec-
jtlvamente pongamos E—aﬁo—aco y obtendremos :

I - . N .
110 L ~ :
Urbem 2 —gur 8, o 227
\ . SUESEETT (221
De donde |
, ‘ . |+ > .
. - -»1 L — TIW ) o o
Lte(r)=——F s J g’ J (5 st )p(a) dE. . (228)
. . S 2«.—--;[].. (E)] LR ‘_m'E (()E . | .
- Por integracién parcial oblenémos de (228),- para Ra>2
. . . 1 ’ Y |7 -—11 : f
Co , ' - - 0 /p . oL
. . : e p(x :———.——Idm-[ a2 dg : 229) - .
S Lrot? () gu.—z [I‘-'(%)]%'_wa __n.,s 0E ( E) ( . ) ;

Esta formula nos permite prolongar anahhcamenle I~ p(m)
para Ra>0; asi obtenemos. - -

o] ~<—> | @
D)), )

- \,‘ Podemos escr1b1r lormu]as analogas a la: (225)‘, lﬁal'a lé
/\\ I ecuacmn de Klein-Gordon > o ’ " .
o @ =T (@)

\
\
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bo(z) =J2p(x). ‘ (232)
Para valores de o con parte real mayor que dos

o

X ‘ > > ) ’
Lito(e)= [ [1hsgn (st (r—r )] 24(2, 200 (@) dyor  (238)

—_—x

Ja;,a p(z) = J [1—sgn (xo%x’o—i—]r'—r'| )] Z4(z, z')p(x') 'd4w'." (234)

Para otros valores de @ los funcionales J,,* y' " Jp® estén
definidos por prolongacién analitica. Asi, por ejemplo, obtene-
mos de (229) y (219) - ’

Tt p() = s j [1-+sgn (@o—'—|r—r'|)]so-2

p(z')

();c 0 [mq—r 0

] d’ + ZuJ [1—}—sgn (zo—a 0—|r—r ( — —\)

. 2: ¥ gl
1 H < S a )
i (@+2l):1(z+1)1 (1—?-1)

ola)da'. (235\)

~ Y en forma andloga obtenemos

p"(‘) ————1___T[1 . <\w o +|+7'—:'|)]s“;2
. Jo® b 2@-1[] (Z)Jz I g‘n 0 0
E[woéx 0] 40 +2‘J[ —sgn (@o—/ot|r—"|)]1 (1— ._07)
- ng"" - gu—di2l

R 1_1H(a-|—21)I(l—i—l)lkl—'_“l) o

Resulta de (235) y (236) que K
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Jrv'mé;P'(""'j :Im"?.,p(‘;t) -
e < ) :
); J [1+58'ﬂ (9"’0_9c 0——|r e |)] X ( ) d4m - (30

: ‘ [ o ' A ‘ L
Jo? p(2) =12 p(2) — ‘ |
e

‘ ' > > T (xs) ‘
L[ t—sgn (oot 12 o) der (o38)
Lop@) =lato@len: - (2880)

_ - Obtuvimos pues (231) y (232). Hemos, demostrado la vali-
dez de .(231) y (232). haclendo uso de nuestro conocimiento
previo de las soluciones- avanzada y retardada de la ecuaci6n in-
homogénea de. Klein-Gordon. Asi hemos deducido expresiones
de aquellas soluciones del tipo de Riesz, sin-usar el método de-
Riesz. Ahora deduciremos. directamente por este método la (231)
-y (232). Resulta de la definicién de los funcionales J,,0y Jpu®

que para’ valores de-a cuya parte real es suficientemente. grande

| (D+x2)7 otV <w)=Jrez“P(&v5 - (239)

e e O RE (240)

N T, T3 B p(x) = T8 p(a), - (2!41)
Jav P p(@) = J 1P p(a). ‘ (242)

Estas ecuaciones son ev1dentement-e validas para todos los

«  valores del parametro o para el cual podemos definir los fun-

" cionales J por prolongaci6n analitica. Se .puede ver que la pro-
longacién analitica es posible cuando «=0; por lo tanio

(T4 o l0) =4(5) - (oa8)

(CHx2) Tt p(z) =4np(z), (244)

1
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como consecuencia de (239) y (240); y = o i N ':. »
L Telp(@)=dnp() (5]
o S -Lw°p(w) 4ﬂp(w) : Cooe)

como consecuencia de (241) 'y (242) Asi obtenemos (231) y ©
(282).. . . . ! ..

16. —Las consideraciones precedentes indican que el 'mé-r ‘I
todo de Riesz estd basado en la posibilidad de definir el operador

S unidad y operadores diferenciales, como prolongacion analitica -

~ de operadores mtegrales reales con’ pardmetros’ complejos: Asi
" obtenemos un método. que - 008 perm1te evitar el uso de la fun—l‘
cion © de Dirac, y sus ‘derivadas. Para .obtener’ un mejor dis-.
'cernumenlo de estas. cuestiones consideremos la integral de Rie-
'lIlﬂ[[]l’l—LlOUVllle de orden fraccional _
\ . . -

n

Y“_f(u)— J'f(t) (u— t)“'lclt E - (247): q

!(—>

Esta’ representacién de Y* es vilida para valores. de « con
Jparte real positiva, pero puede facilmente ser extendida a otros
‘valores por prolongacién analitica. -La prolongacidn puede ser
efectuada por mtegramones pawmles sucesivas, y gonduce a las

: . ecuaciones '

- YO f(u) =(u) S (243)\
=) @9

" donde n es un némero entero positivo. Como ,
PR I _ | (250)
' T e 1
‘ Zo(z, o )p (') da' g = -
‘[m . : . ©_Qa2)? (%) ]"(%_1 )
L o
-‘lo—~’ 17 > >

[(xd~x'0}|r—r'|><wo~w0+4z~z N P(e) dafy

,,;_

—u

e



N

985 — ™.

I [ se-d [ L0 S O +. Jo@)dely
Taer(z) L lae(g) () U
‘\, 0_|-—>_;}’ . oo . . -,' . B
. 1 > B a—t , .
o= | oo (oo ) o=
Ps—1)l | ~
e " R
- =Y 2 {(wo—m o+|"" |) 2 P(w ) (x:onxa_f" "l (251).

- -Por lo tant_o. tenemos

-
Xn— r—g|

Zo(z, @) p(a') dwry =

[ 1 ‘a;2 -> > . ‘1—41 N
2enr(2) L [ {(xo—w oklr—r l)~ RGO G
- X; |‘* > S - \ ) | .
| x 2 S (vg)8 Voo s
. [ (’,(S__)a — (xs) o(z)da’y.  (262)
- :: _w: .' 4J (—2‘) 161 ("'+1) ' : )
T ST ,
' De dopde
1 \_,+';_>’ | E i . L ‘ 4
’Zfl ' / . ’ P(ﬂ')/ l / "—‘
(@.)p()dwy| =<
L ) o a{a=2) |I (\0'—'\0‘—’—) *)'
o v o =_| 2 |
] e, ey

Las ecuaciones (248) y (249) muestran .que el uso de la
- prolongacién analitcia de la integral de Riemann-Liouville con-
“duce a los mismos resullados que se obtmnen sm)béhcamnenle por
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medio de integrales vinculadas.a la funcién d y sus derivadas.
Como la forma de Riesz de las soluciones de la ecuacion ide
Klein-Gordon puede ser derivada de- las propiedades de las in-~
tegrales prolongadas de Riemann-Liouville, el método de Ries
. puede ser considerado como un resultado del neemplazo de las
integrales con .funciones. d, por aquellas del tipo Riemann-Liou-
“ville. Asi vemos las profundas analogfas entre las ecuaciones
© (237) y (238) y aquellas obtenidas mediante G, y G, Laecua- -
ci6n (233) es anédloga a la ecuacién (23) para las funciones de
Green. . ' :

17. —Se puede obtener ficilmente generahzacmnes de las
soluciones. de la forma de Riesz.

Sea .4 (a: #'; @) una funcién regular, de a, anahtlca, en
un- dommlo que contiene el valor a=0 y tal que

- Ere\t(w.v x’; d): El,,.lc!(-’l:, x'; (1) -+

L 4o @) [Lbsen (s—to—lr—r )] (254)

. las funciones ¥; .,y &, deben “satisfacer las condiciones

oo

' “* , 1 o p‘(x’)i
[, B (oo @) p(a)dy |+ = | (255)
M, (a=0) |,-_] | (x'o'=X(y—| ‘l‘-—r'l)
oo e X))
Resulta
. .
bra)=[ Balmws ole)dat. (@)

—_—
Las férmulas de Riesz corregpoinden a la eleccién parti-
cular . e ' . :
—- ' )

Burai(®, 25 6) = Ze(2, @) [Lbsgm (s—wo—Ir])] . (288)
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o o - yalZesl - S
k EZ:rel(m: m’l“):l‘(l—i) 2 X . (259).
| 27 P T (1——-—1)

Ev1dentemente ésta no es la elecclon mas 51mple de El,m ¥

E2 rel*
Podriamos .tomar §,,,, independiente de .

18..— Campos creadlos por fuentes puntuales.

~Hay una relacién muy simple entre los campos creados

- por fuentes puntuales en movimiento y las funciones de Green.

Llamemos d= el elemento de linea de universo de la fuente pun-
tual mévil; el correspondiente valor de p(z) lo representaremos -
por.‘una integral tomacla ale largo dc la lmea de universo del’ _
punbo CoTe : :

oo

o) | 59 el ol

—_n

5(””2*%(0‘)6(%—5%(1) de. © . (260)
La- ecuaci6n (35) se transforma, en este caso, en
(O+x®) ‘l’p:‘iT.’J (T> 1IE’(ﬂb‘ — (‘r)) dr. . (261)°

|L==U

——30

. Por lo tanto o : .
!‘lfl v b il|}i,:I

q’p.;w(-’l)) == I G,.e,(a;, m(r)) p (‘E) d‘c: . (262) '
Spa(@) = | Gl a() Pl s - (265)

. -
‘l’p,i,-,-<;w) = I D(:z:—:x: ‘IT)) p('c) dz. (264)

8"



- Por consiguiente

rcl(x x(T)) =

E’()

au(x, x(r)) = 6—

()

D(x—x(r)) p( )
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IJ:'Fwe( ) ) (265)
o () - (266)
I’P lll(x)' | (267) '

¢ Las funciones tbp ‘también pueden ser usadas en el caso de
una distribucién nuclebnica continua para obtener las difercntes

clases de campos.. Escnbamos

P(%)-p('o
.
ry es el vector de pOSlClOIl tri

7). (268)

dnnensmnal en el t1empo 0,

del elemento ynuclednico de distribucion que ocupa el punto (x);

T es la longitud de arco de la linea

nuclednico. Ev1den temente tenemos
. e

uo,:;t(w,),—j (o7

L ’ B

1|9av(m) = J qam,(:c, r

\

~lea

bl re) =] G <x () o)

—_0

> ‘ o ’ -
bl r0) = j G #(2) p(ror )
D))
D(z,(9), 2,00, ‘”3<°?)

de universo- d:c este elemlento

. 1

e »‘ ’- T ‘&
0)-dro, (270)
(211) '

D($1(r) zy(T), x3(r)) diry el
D(=,(0), z,(0), (L‘a(o)) dz

\

!

(27°)

D(z(7), £3(7).2(7)) dz, de.
D(z,(0), z,(0), mg(o)) dv

'

es el determmantc ]aoobmno que da
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\
'

los cambios en la densidad ‘de la distribucién nuclednica- para
‘un observ‘ador €n reposo con respecto al elemento 'nuclec’mico en

>

_cuesuon Las ¥(z,7,) son generahzacmnes para el caso dindmico

general del campo creado por un elemnento nuclednico. que, en el

caso eslatlco es p(r0)|r——r| 1. exp [—Xlr—r |]

\

19.—La"fwwio’n de Green 13ara" campos cwasiestdticos. ,

Cansideraremos ahora dlstrlbucmnes nucleénicas tales que,
en los desarrollos de Fourier-'de p(x) no haya frecuencias ma-
yores que cy. El campo ¢reado por una tal distribucién puede

‘ser llamada un campo cuasiestaltico. Veremos que es posible dar-

a la solucion correspondlente a un campo cuasiestatico una for-
ma que describa convenientemente el pasa]e del caso dindmico

..al estético. ..

En el caso del campo cuaswstatxco no hay diferencia ‘en-
tre los . campos . retardado, avanzadoy 11gado, de mapera que

"podemos representar la_solucién de la ecuacion (35) por ¢(7c)
3 ~s1n usar SuflJO Hemos vislo . quo S N , ,

¢(w):J Gi(z, ')y p(x') dy. : . 4 _‘ (273)
Es convemente reempla/ar en (273) Gh(m #’) por su desa~
rrollo de Fouriér ‘para obtener una férmula que .muestre clal)u—

. mente la transmmn al “caso estauoo

; | n)
1 e |
Gy, x')':TJ exp [—iKo{@o—2'o)— ViE—I? |r—r'|] dKy
2njr—r'| "~ . o "
I’, Ty den ’ - - S -
(z) = J dl(of exp [—iKo(To—'g)—
S o S
- . .. N " RN
T R pe) s (21)

. I’f‘—."/‘
Podemos pues escribir - &/
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e ) > +I . daw'
R N S e

- i |r—r'|

o _ 4
f exp [—llfo(wo-—-w 0) o(x )dx - (276)
Cuando p(z’) no depende de
o ' ! o

' Je?cp [—iKo(zg—2"g)] p(w’) dw'o=p(z) Jexp [—iKo(zg—a'o) ] d’g =
=2 p(w) b(K,), R | _ (_27;) :

y obtenemos la solucién estitica de Yukawa o

-

tbeg(®) = j exp [—xlr—r ]o(z) —

L =4

da.z;

@18)

Resulta de (126) que

To—2'y

1 )
Gi(a, )= [ Grutay LR

—x

!

> >
1 sen[xfwo—a'o—|r—r'|}]

8(T,—a'y) O(To—a'5) 8(Tz—2'y) d, 7= - > > 5 =
- | [@o—o)—lr—r[]Ir—|
B ‘ . V —
_LJ sen x(mo—a; 0) J1(X (Tg—a'0)?—|r—1|2 )d(m —-’1"0 (279)
T Ty—a' )

> >
= V(@‘o—w'ow—lr—rw?)‘

. La ecuacién (279) muestra que G (%, x) no diverge sobre el |
cono de luz de (w) Por lo tanto, las frecuencias isobaras. no
dan origen a acciones con velocidad -de’ propagacmn igual a c.

~
\




: 1 e
p,el(w) = J dK, J exp [—iKy(xo—a'y) -
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20. — Schrédinger (5) ha sefialado qu(-; las formas (13&)
y (134) de las soluciones retardadas de. la ecuacion de Klein-

'Gordon no indican con.claridad la existencia de efectos de al-
cance y no muestran satisfacloriamente como- ocurre la transi-

ci6n’ de un campo "dindmico -a uno estitico. Podemos obtener

-una forma de la solucién que es conveniente para la discusi6n

de esta transicién, separando en la funcién de Gree’n las comtrix

_buciones de las frecuencias isobaras y no fisobaras:

‘%u@)=[ 4ww>ﬂw>dm+{1p(ww>ﬂw)  (250)

: De donde o ‘

%

"_X

' —sz_[(02|r_r| le(= ) = ;I—I Loz, o) p(a) dy. . (281)
. . |r r - g o

_ En forma ‘similar. obtenemos

L xS
O hmjwkmm%wf
-X —0 -
. ' . ,
. —VX2—K02|7"—1‘ HP(”') : J m,(x m)p(w)d . . (282)

v4|4

. En la tran51c1on al caso estatico, los términos (281) y .
(282) que contienen a I' tienden hacia cero, y aquellos que pro-
vienen de Gy, se transforman en la solucién de Yukawa (278).

"Se ve que la'transicién de un campo general a uno cuasiestitico.

es ‘en realidad mas interesante que la transicién de un' campo
cuasiestitico a uno estatico. La situacién no es exactamente 1gua1

“en el caso de los campos eleciomaghético y mesbnico, porque

en un campo electromagnético avanzado o retardado los efec-

\ '
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‘tos ‘de radiacién desaparecen s6lo en el caso estitico, mientras que
ya desaparecen en los campos ‘mesénico cuasie$taticos. La con-
sideracion-de los efectos de radiacién muestran que en lugar de

las descomposiciones (281)/y (282) es flsmamenle mas interesante -

lomar |
»}b,f;z(‘m)%rGis(m))p(‘m') d4"x"+_‘|‘fji‘(¥,m'_)"p(:c:’i) d4;'+ o
- / +j‘m'D(x——’x’)p<w’)cll¢w’\‘ ’ (283)
¢(x) =Tc-;,,<x ) p(x)dlx +TF‘< ')~P'(=v’,)dw\;’ff
' | TnD(\x——;zv)p(a;/)dl.‘r': | CORN

—
g ’,
Y

En las ecuaciones (203) y (284) la parte radmuva que pro-“

viene de las frecuenclas no: 1sobaras, esta sepavado de las oontr1— :

buciones. no radiativas, de estas - frecuencias:
Pudimos obtener expresiones de’las soluciones da la ecua-

cion de KleinGordon que mitestran- claraments -la “transicién a .
"los campos estéticos, _pero no .indican convenientemente los efec-.

‘tos de alcance porque estos, efectos pueden ‘ser. debidos- tanto. a
frecuencias iseobaras oom{o a no 1sobaras, como hemos visto en
la seccién 7. o ‘ N

‘ \
v .
h L

21.—La fw'wio’n ‘de Green .exterior. -

Todas las. funclqnes de “Green que hemos conmderado en

las secciones precedenles desaparecen en la parte exterior del
cono de luz del punto (z). Ahora examinaremos una funcién
de Green que desaparece en el interior dél cono de luz (=)

% Ja(xs)

s é(s?) 4

J(xs)

-a,;g(x, m’):.' (z ,.1;) 4=

S

,-I-%li[ll——‘sgh(:s\?)]. (285)
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Ji(xs) dlverge -para s=io; pero pbdemos obtener solu-

4.+ ciones ‘de la ecuacién (35) por medio de th(:v ') - cuandio
p(a') tiende hacia cero en el contorno del espaclo, [de tal ma-
nera que - : ‘ v ‘

‘

.

| lim [1'—-sg'n(s‘3_)] (X)P(w) O ‘ : (2'86)

S T Y la integral en (28’7) converge ‘ -

. e » lbl,"g(w),:_[ Gllg(a: x ) o(x’) ddw B (287) )

Y e

v

[ N N ,

Ap11cac1ones flswas de este tipo de soluciones son descono-

cidas; sin embargo, son muy interesantes porque describen .

-, en forma relativisticamente invariante accmnes con velocidad de.
propagacién mayor que ¢: |
Es importante notar que

A.'._\[:l’zig(x‘)]x—(;=.:[¢’i-‘7(x>]7ﬁ“° o ‘(2'8é)._,

- Por lo tanto, en el caso de campo de cuanto de masa .cerp
no existe la p051b1l1dad de obtener acciones con velocidad de pro-
pagacién méyor que ¢ por medio de “una. funclon de Greein

. 7" externa. -

- Podemos tambigh conseguir . una funclon de Green que’

‘ . desaparece exponencialmente para §'=io en Ja regién exte-

-rior al cono de luz de (z). , -

. o GHa,@) =G(z,2) + Dy(s—2). (289)

- G¥(m,a').no se anula en el interior-del cono de luz de (@)
'y t1ene singularidades ordinarias ‘sobre este cono de luz, que
pr0v1enen del término D, (z—a'). ‘
S No- parece” ser posilsle-obtener ma funcién de -Green de la.
« .+ -.ecuacién de Klein-Gordon que tiende hacia cero exponencial- -
™ mente para 7’ =oo, en la parte exlerior del cono de luz de (x);
se anula en el interior de esté cono de luz y es relativisticamente
. 1nvar1ante Todas. las funciones de Green de la ecuacién de I\lem—"
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Gordon s6lo pueden diferir de G(x,#’) por una solucion de la
ecuacion homogénea; conocemos solamente tres soluciones rela-

: J
tivisticamente distintas D) (z—a'). (*)(aﬂ —') 'y —1(——Xs—>—, y

es muy probale que no haya olras. Por medio de eslas tres

soluciones eyidentemente no es posible derivar de G(z,2’) una

funciéon de Green que satisface a las lconchcmnes qué le hemos

i . 1(X3)
impuesto. Es 1mportante hacer notar a este respecto que

no es una solucién; de la.ecuacién homogénea de Klein—Gr.ordon
en todo el espacio cuatridimensional, ya que

,([|+ ) = 1(X> 21)(6(32) C (200

La ecuacién (290)' es una_consecuencia de la relacion

Sx M0 _p K g B0

que- resulta de la expresién de D, en ‘términos /de funciones
‘ mhndncas y de : :

(o) sgn(sz) 1(Xs)] 37, (292}
que es eyidentemente equivalvente ala ecuacion -(206).

- 22. —Resulta ‘de+(290) que G (z,2')

2 s

Gy msiy_ XM gy

. \ (
es una funcién de Green
(295)

(D+X2) g (ac ') = 4n d(xp—2' o) E’(951—95 1) 6(%“‘“"2) d(wg—a’ 3)-

Por lo tanto. G(1)(a3,w) y G(2)(a: ')

9(1) (z, wf)_z,( 2) — X M o | (296) \

s .

-
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Y

@(2)(33 a') =5(s 2>_|_ x H, (2 )(Xs) , ey,

S

-son también funcmnes de .Green. Estas funcioies de Gneen son
hotablemente més simples que aquellas’ consideradas hasta aho-
-ra, pero tienen singularidades ordinarias sobre. el cono de luz

de (z)y son complejas.’ :
N 1<X3_> »

* Es importante hacer notar que las funciones

H(s)  H,®(xs) -
y S

, aparte de temer un término que  diverge
S - - .

como s2 sobre el cono de luz, tienen también discontinuidades’
-sobre el cono de luz provenientes de sus -términos logaritmi-

cos, porque el argumento de s salta dé 0 a —;—} cuando (z')

atraviesa el cono de luz de (x) Lios términos lo;garltmlc'os
dan también origen a una dlvergen01a, aparte de la disconti-
nuidad. Todas las funciones de Green que hemos considerado
tienen singularidades anlogas a 'y ‘discontinuidades simples so-
bre el cono de luz dé (), pero no todas tienen divergencias
ordinarias. Hemos visto en la seccién 2 que las discontinuidades
simples y las del tlpp b estin. relacionadas, en el caso de las
funciones de Green .G, G,, y G,. Veremos ahora que al

-andlogo existe también en el caso de § Gty GE). Resulta
de ( (164) que . ,

Gen=iin - o)
" ot(a, ) :%% A(s) (209)
9o, ) =— 1—% 1,0)  (300)

\

G (%, 2) esta relacionada con G,l(,(:c w) por la ecuacién j

; g(a} x)= Gh,/(q: ')+ le(w—w) (301)
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‘2"3..—] Acerca de la eleccion de la solucion fundamental.

. Los malemaucos consideran genaralmente a V(z, ). como
la- solucién fundamental de la ecuac1on de Klein-Gordon. He-
~ mos visto ,que esto estd JusL1E1cado por una comparacién con la-
* ecuacién cliptica (192). Sin embargo, la eleccion de V(z,z)
tiene algunos ‘inconvenientes porque no es una solucién de la‘
ecuacion homoge_nea de Klein-Gordon. Oblenemos de (290)

([H—x2) V(z, x)—mxzb(ez) T (302)

Por lo tanto' V(a, :1:) no ‘es enteramente la analoga de 52

~ para el caso de la ecuacién de Klein-Gordon. Parece prefenble
elegir nD;(x,2') como solucién fundamental, porque es una

solucién de la ecuacion honmogenea de, Klein-Gordon que -se

convierte en s2° para x_O Otra ventaja de esta eleccion es.

que la fungién = D(z—a’) e5 real en todo el espacio- LlePO
otra propiedad de s-2 que no posee V(z, ). . '
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Nors: En un trabajo reciénte ,(Natule, June 1, 1946, pag. 734)- el profesor
Gustafson cita un trabajo de N. E. 'Fr(}lr_lberg a-aparecer en log Proc. Roy. Soc.
y en el cual el método de Riesz se aplica a la ecuacibn de Kl_c_zin-(}ord"ou. El
plofesm Gustafson ﬁtiiim la férmula (231) que es solamente un caso particular
de un resultado genclﬁl dado en:la pig. 17 del trabajo de Rlesz (rveferencia (7)).

=" (lmdumdo pm J. Balsemo Y D Canals I‘wau)




