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CURVAS PARALELAS SOBRE SUPERFICIES DE
CURVATURA CONSTANTE
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1. - Introduccion. — El objelo de esta nota es generalizar la

definicién de curvas paralelas sobre una ‘superficie y obtener una

expresion invariante para este paralelismo sobre las superficies
de curvatura constante, que generaliza la conocida expresion
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invariante para las curvas geodésicamente paralelas.

2.~ Curvas paralelas. — Definicion. - Sobre una superficie de
curvatura constante x=zxz(vt,v?), llamamos curvas paralelas a
otra dada C (continua, diferenciable y con las dos primeras deri-
vadas continuas), sequn un dngulo o, aquellas formadas por los
punios que se obtienen considerando en cada punto de la carva
C la geodésica que forme con ella el dngulo o y.tomando sobre

estas geodésicas una distancia constante p. Como caso particular,

k1 . , o
cuando co—_—E, se obtienen las curvas llama‘das, geodésicamente

paralelas.

Suponiendo la curva simple C cerrada, correspondiente a
v1=0, de longitud L y que limita un 4rea FF sobre una porcién
de superficie regular z=w=z(v!,v2), siendo su curvatura funcién
de v2, K(v?), he demostrado, en olro trabajo (1), que el area limi-

(*) . VIDAL ABASOAL, drea engendrada sobre una superficie por un arco
de geodésica cuando uno de sus. ewtremos recorre wna curva fija y longitud
de la curva deserita por el otro extremo. Rev. Mat. Hisp. Amer., T. VII, n° 3,
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tada* por la curva Cy la que se obtiene cuando el éngule que
forma la geodésica con C es variable »(0,v?) y sobre ellas se
toman las distancias, también variables, p(v?), se halla por la
formula
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Suponiendo ahora ép paralela a G, segtin la definicidon dada,
serA o =const., p=const., K —=const., se deduce

~
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con la condiciéon de validez de que para todo v? y para v1 tal
que 0=<vl<p, sea

t

sen @ cos [V K]+ q'(OKU ) sen [1)1 VK>
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. 8. - Longitud de la curva paralela. —Si a partir de G, para-
lela a C, tomamos —p, sobre las mismas geodésicas, obtendremos
la curva de partida ¢, (representando por o(p,s), el angulo va-
riable en que encuenira la geodésica a C,) se deduce de (1)
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de donde
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(8)  Focos[pVK]=F+

\

sen.[p VK] A | - :
w—V—E—f sen co(s) d3+ K (COS[ Vf]—l)
0 .
De'(2) y (3)
2n  senwsen [p VT{] L— cos [p. VK] 2n—KF)=
K~ 7K o &s

~
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cos[pV K]  Kcos[pV K] ./ E\", cos[pVK]/ L
de donde . ‘
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(4) ff sen o(p, s) ds =L sen o cos [pVT.']
0
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. por el teorema del valor medio / sen w(p, s) ds = L, sen o* sus-

Auluyendo este valor en (4) s6 obtiens

L sen o cos [pV K] (Zn—KF) sen [pV_Iz]

sen w* VKs sen co*

(5) L=

4. Invariante paralelo. De (2) y (5), se deduce SR \

2n Lsen wsen [pV K] .
r_ 2 V_—
Fo—g (r ) cos [pV K]+ =
L, sen o* L Ve
— =— (F— %) sen VEK]+ —senwcos[p VK
N Y ) [T K] g som e cos[p T ]

de donde, elevando al cuadrado y sumando,

2ny2 L, 2sen? o* 2nv2 L2sen?o
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N
expresion que generaliza el llamado invariante paralelo J, corres-

ondiente a co_ a que en este caso o*= o,
( q

K
5.- Consecuencws — 1. El paralelismo que hemos definido no
es reciproco; tomando a partir de G, sobre las geodésicas que
forman con ella el dngulo constante w©, la distancia p, no se
obtiene, en general, la curva C, o sea, si G, es paralela a G, C
no es paralela a Cp.
La condicién para que el paralelismo sea reciproco es que

(6) . : cos o(p, v2) = cos ©
. : COS ©
o sea, teniendo en cuenta que cos®(vt,v?)== ———— ha de
L S )
ser ¥ gy9(vl,v2) =1, pero
—  senocos[pV K]  %,(0,v2) sen[pV K]
927" sen o(p, v2) VK sen o(p, v?)
" de donde por (6) ‘
VoL, Seale VK]
cosle ! Kl o o
la .condicién séré, por lo tanto,
VE sen Vf
(1 —tos [p VI 502y PLE
%y =(1—cos[p T K] — VK tg =5 sen .

2. El area hml,.tada por la curva C’ paralela a G, serd por
la férmula (2)

1 [pV K VK}-1
Fo— L, senmls/eI%[P ] cos [PI | (2n—KFp) =
A )
: V'K VK]-1
=L, S"”;‘}_’;[p ] —COS[pK ] 97 4 Fy cos [p VK]

sustituyendo los valores de Fy, y de L,, se encuentra

P (F+ _F_Lscnrocos[p]/T(]sen[p]/f])(“1, .sen © )
K _ YK
SECCIGN MATEMATICA ’
Observatorio de la Universidad de Sanmgo, Espaiia,

sen o*/

(®) E. Vipay, loc. cit.
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