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DEDUCCION SENCILLA DE LA. TEORIA 
. DEL EICONAL 

por RICARDO GANS 

(Instituto de Física - La ~lata) 

En la óptica geométrica, tanto en la propiamente dicha 
como en la e},ectrónica, el eico:nal desempeña un importante 
papel, pues ,es la función mediante la cual se deducen de la 
manera más sencilla' las fallas de un' objetivo. A- continuación 
deduciremos las fórmulas pertinentes basándonos únicamente en 
los elementos del análisis y de la teoría de las ecuaciones' dife­
renciales. 

Hay varios eiconales. Pr,eferiremos el de Seidel, pues la in­
terpretación de las variables que llevan su nombre es particu-' 
larmente sencilla. 

\ Supondremos que ,el' medio óptico sea inhomogéneo, vale 
decir, que el Índice de refracción N sea funoión de, las coorde­
nadas. El caso de la óptica propiamente dicha" en 'que N es, 
constante por partes, r,esulta entonces como límite, yes mate­
máticamente menos sencillo que el caso de la inhomogeneidad. 

1. -:- Los fundamentos 

Partimos del principio de Fermat, según el cual el tiempo 
de la propagación de la luz entre dos puntos, fijos Po Y Pies 
estacionario, y como la velocidad v = e/N (e es la velocidad de 
la luz en el vaCÍo) y dt = ds/v, r,esulta . 

Pi 

1) fN ds=ü. (1) 
Po 

Tomemos z como variable independiente, de manera que 
(x'=dx/dz, y'=dy/dz), 
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Zl 

b ! N(x, y, z) . VI + X'2 + y'2. dz=O (1') 
Zo 

o, con ll!- abr,éviación 

(2) 

Zl 

b !F.dz=O (1") 

esto es, 

Zl ¡(UF uF uF uF 
- .. bx+-. by+-. bx'+ -.. by')dz=O. 
UX uy ux' uy' 

(3) 
Zo 

Como la' variación y la diferenciación conmutan, .tenemos· 

d 
bx'= dz bx , 

d . 
~y'= -by. 

dz 

Introduciendo· estas r,elaciones ,en la (3) y aplicando inte­
gración por partes, ,obtenemos 

"'1 • 

J' '[(UF d uF) (uF d uF ] ---- bx+ ----) ~y dz+ 
. UX dz ux' uy dz uy' 

uF uF P1 ' 

, + (~bx+~. by) =0. 
uX uX Po 

(4) 

. De esta ,ecuación Goncluinlos, en virtud de laarbitr:ar.iedad 
-de bx y by, 

(5) 

y 

(6) , 
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Las ecuaciones (5) son las ecuaciones de Euler de la teoría 
de las variaciones. Las (6) expresan que los dos extr.emos, 
Po Y P1' de la Curva, quedan invariados. 

Primer corolario.: Si en un 

constante de manera que, según la 

dominio del espacio N es 
oF aF ' 

(2), -=- =0, resulta ~e ox ay " 

las (5)' que ~F,' = const., ~F = const., 'o, en virtud de la (2), 
~ ~ . ' 

~ ~. , , 

ds = const., ds = const., vale decir, la dirección del haz no va-

ría; o bien, en un medio homogéneo la propagación de la luz 
es rectilínea. 

Segundo corolario: Admitimos que N sea' discontinuo en 
una superficie. No r,estringimos la generalidad si ponemos el 
eje z normalmente a esta superficie en un punto de la mis­
ma. Si integramos las ecuaciones (5) respecto de z desde un 
punto P1 situado en una orilla de la superficie' hasta el punto 
P2 situado frente a P1 en la otra orilla; obtenemos 

('aF),P2 = 
o ' 0, 

X p, 

o, por el significado de F. (véase la (2)), 

. ',(7) 

Estas dos ecuaciones-expresan la ley de refIjacción de Snellius. 

2. - Los grados de aproximación 

Nos limitar'emos al caso más importante de la óptica: aquél 
en que el sistema tenga un eje óptico, es decir, que N sea si­
métrico alrededor de este eje; tomando este eje como ej~ Z,' JV¡ 
será una función de r2 = X2 + y2 Y z. 

Si desarrollamos N según potencias de r, resulta 

\ 

N=n- ~ . (X2+Y.2)+q(X2+y2)2+ ... , (8) 

.. 
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donde n, p, q, ... son funciones de z. El hecho de que en (8) 
no figuran las potencias impares de r es conse,cuencia de la 
suposición de que N l1JO posee irregularidades en el eje de las z. 

De esto, pddemos ,darnos cuenta también de la siguiente 
manera: si desarrollamos N len serie de x e y - con coeficien­
tes que son, por supuesto, funciones de z - deben anularse los 
coeficientes de las potencias imparas de x y aquellos de y, por­
que 1V permanece invariante al cambiar x por -x e y por -y. 
Además, no debe variar N al cambiar x por y, y al mismo 
tiempo y por -x, pues este cambio corr.esponde a la rotación 
del 'sistema de coordenadas en ir./2 y, en, virtud de la sim'etría 
supuesta de N, ést-e no ~ebe variar en tal transformación. Esto 
da la igualdad de los coeficÍ!entes de X2 e y2, como también la 
de los coeficientes de x4 e y4. Así resulta 

Finalmente, debe ser q' = q pues introduciendo coordenadas 
polares mediante x = r cos cp, y = r sen cp, N no debe depenger 
de cp en virtud de la simetría de rotación. Por consiguiente,' 
resulta la (8). 

Además vale 

1 1 " , 
lfl +X'2+ y'2= 1 +_(X'2 + y'2) -~ (X'2 + y'2)2 + ... . (9) 

. . 2 8, ' 

La condición de converg'encia X'2 + y'2 < 1 no es práctica­
mente ninguna r,estriccióñ porque solarriente nos interesan án-
gulos relativamente pequeños entre el haz y el eje. \ 

De la (2) resulta ,p,ues, teniendo e~ cuenta las (8) y (9), 

en que 
, , 

..... 
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Fo=n(z) 

F 2 = ~ (X'2 + y'2) - ~ (X2 + y2) (11) 

F4=q(x2 + y2)2 _ ; '(x'2 + y'2)2 _~ (X2 + y2) (X'2 + y'2). 

3. - La óptica geométrica gaussiana 

Si las ·distancias 'entre un punto del haz y el eje óptico, 
como también los ángulos entre los mismos, son tan pequeños 
que podemos limitarnos en F a F o y F 2' despreciando F 4 Y 
los términos de orden mayór, resulta la óptica 'gaussiana o pa-
raxial. . 

De las (5) obtenemos en este caso 

I 

d 
-d (nx') + px=O z . 

d , 
dz (ny) + py=O. 

(12) 

Ambas ecuaciones, 'en las que n y p son funciones de z, 
son ecuaciones dif'erenciales de segundo orden, lineales y homo­
géneas. Si Vez) y Vez) son dos soluciones particular,es de ellas. 
u = aU + b V, v= cU + e V también son soluciones, con valores 
arbitrarios de las constantes a, b, e y e. Podemos determinat 
estas constantes de tal manera que en el plano zo, al que lla­
maremos pI ario objeto, 

Estas soluciones particulares s'ean el fundamento de nues­
tros razonamientos. 

x= lU+AV 

y=mu+p.v. 

(14} 

es entonces la solución más generlll del sistema (12),' siendQ 
l, A, m, p. constantes de integración. 

---
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Para el plano objetó z=zo' resulta de las (14), mediante 
las (13) 

xo=l, yo=m; X'O='A, y'O=¡..t (15} 

vale décir, l, Tri 'son las Coordenadas del haz en el plano ob­
jleto; A, ¡..t los ángulos entre el haz y el. eje óptico 'en este plano. 

, Si vez) se anula no solamente para z=zo '(véase 'la (13)) 
sino también para otro valor Zl (*), el plano z = Zl es el plano 
conjugado del plano z = Zo, pues cuaLesquiera que sean, los va­
lores A y ¡..t, es decir, todos los haces que salen del pun~o l, m 
en ,el plano objeto, se reúnen, en virtud de la propiedad v( zl) = O 
en el plano imag,en z = Zl en el mismo punto 

x=l. U(Zl)' y=m. U(Zl); 

y U(Zl) significa el aumento lateral. 
'Para todos los rayos que salen del punto en que ,el eje óp:" 

tico corta al plano obj'eto Zo, vale, l=m ' O, Y por la (14) son 

X=AV, y=¡..tv 

las ecuaciones de esta familia de haces. Los ángulos de los mis- , 
'mos con el ejle son 

X'=A.V', y'=¡..t.v', 

es decir, len el plano objeto, teniendo en cuenta la última re­
lación (13), 

,x' 0= A" y' 0= ¡..t, 

y en el plano imagen 

(*) En un: medio inhomogéneo puede hab¡¡r má.s c}eu:iJ. yalor Zl para' el cual 

v (Zl) = 0, pero' esto no nos niteresa. , 

" ' 
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Por consiguiente,. V'(Zl) significa 'el aumento ~ang.ular. De esta' 
manera he~os deter?rinado los sencillos signifi'cados de u( Zl} Y 
V'(Zl)· ' 

Finalmente deduciremos una - integral que nos' hará falta 
a continuación. Las funciones u y v obedecen, 'según 'las (12), 
a las ecuaciones 

d . 
-'(n u') + pu=O 
dz ' 

d 
dz (n;v') + p v=O. 

Multiplicando la segunda por u, la primera por -v y su­
mándolas, r,esulta,' por integración por pártes, 

n( wl- vu') = consto 

Por las (13) _se, determina la oonstante, obteniéndose 

n( uv'- vu') = no. (16) 

Aplicando esta ecuacióu al' plano imag<en Z = Zl' donde 
v=O, resulta 

nl U1 v'l = no = no Uo v' o· (17) 

En palabras: el producto del índioe de refr!l.cción por el 
aumento lateral y ppr ,el a'U'mentoangular es un invariante de 
-la representación (teorema de los senos). 

1, 

4. - Una aproximación superior 

En aproximación gaussiana nos hemos limitado al segundo 
orden en F, Y ppr coIlBiguiente al prim'er orden en x e' y co­
mo funciones de l, A, m, ¡.t. Si tenemos en cuenta F 4' res;ultarán 
x lB y hasta el tercer orden inclusive. 

Según las (5) valen, con F = F 0+ F 2'+ F 4' 

! 

--- .. ----11 
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o, por la (11), 

d ,. '(d (aF4 ) 'aF4 ] -(nx)o+px=- - - --
dz dz ax' ax 

(18). 

ddz 
(ny') + py=_ (!i(oF4 ) _ aF4 ] 

dz ay' ay' 

y si consideramos las lecuacion!es en priffiera aproxim;ación co­
mo resueltas, les decir, si conooemos x(z)' e y(z) como so\u,c~o­
nes de las' (12), sustitUleyndo' estos valores en la ±:unción F4 
definida por la (11), los segundos milembros de las (18) serán' 
funciones conocidas de z, les' decir, tenemos que integrar dos 
ecuaciones diflerenciales de segundo orden, lineales e inhomogé-

, neas, de la forma 

x" +Px' + Qx= cp(z), (19) 

en que 

(20) 

Si u y v son soluciones particulares de la ecuación (19) 
homog,eneizada, la solución de la inhomogénea (19) es 

:: 

J u(~) v(z)-v(~).u(z) , 
x = Au + Bv + cp(~) ~ u(~) v'(~)-v(~) u'(~) . d~, 

Co 

con l~s constantes de integración, A 'y B., 
Sustituyendo cp por la (20), resulta, teniendo en cuenta 

la (16), -
, 
\ 

'. j·o, 

" 

i 
r 
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X, Au + Bv + '~f [~;4 - ddl: (uF~)]. [u(l;) v(z)-v(l;) u(z)]. d~ 
. ~ ~ ~~. -

So (21), 
" 

y una eCuación 'equival,ente para y. 
Aplicando integración por partes al segundo término del 

primer paréntesis obtenemos 

. 1 JUF4 ' x=Au +Bv + - - [u(l;) v(z)-v(l;) u(z)] dl; no UX , 
"o 

1 JoF" , . 
+n

o
' ux~. [u'(l;) v(z)-v,(,¡;) u(z)]dl;+, , 

1 [uF 1 E=z -- -x;(u(l;)v(z)-v(l;)u(z» , 
no uX " E=zo 

z 

" 1 uF 1 JuF -=Au+Bv+ -(-o ~) . v(z)+ - _4 [u(l;) v(z)-v(l;) u(z)]dl; no UX z. no Ux. , 
z ' 

+- -¿. [u'(l;) v(z)-v'(l;) u(z)ld~ , 1 JuF 
noux, 
, =0 

Aquí hemos utilizado las relaciones u( zo) = 1, v( zo) = O 
(cif. (13». _ 

Si r·eunimos los factóres de u(z) y los de v(z) ¡obtenemoS' . 

" 
'. 1 j'(UF4 oF4) 1 (C>F4) x=[A--. -v+ -. ,-, v' dl;]u(z) +[B+ - -, no 'ux ox, no UX tlo 

Zo 

z 

1 J,uFI uF) +_ (_4 U + _,_4 U' dl;] v(z), 
no ux ux' , 

"o 

val~ decir, la solución se presenta en la f¿$la 

(22) 

'., 

l' ' 

"1 

I 
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siendo 

z 

l=A-~. J' (aF4V + aF4 .v').d~ 
no ax ax' 

Zo 
(23) 

Z 

(oF, 4) l'J(aF4 dF4 ')d'c:: - +- -u+-.u <., ax' Zo no ax ax' 
:::0 

funciones de z. Esta ¡es la única difer,encia 'entre la solución 
de las ecuaciones inhomogénea y homogénea (~ariación de las, 
constantes). De las (23) r,esulta 

(24), 

De la misma manera se de,duce 

i (22'), 
\ 

con 

(24'). , 

Multipliquemos las (24) y (24') por -~A, + ~l, -~p., + ~m 
respectivamente y supongamos que estas variacioJ:)!es no depen-

, . ' 

i r 

, '~ 

I 

,: 

'1 
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den dez pero que, por lo demás, sean 'arbitrarias, Por. esta· 
constancia de las' variaciones podemos ponerlas ,hajo el signQ 
integral. Sumando las ecuaciones Idespués de estas multiplica­
ciones, y teniendo en cuenta que 

bX=u, bl+v ,'bA 

by=u, bm+v; b¡..t 

y que en la aproximación paraxial 

de manera que 

resulta 

\ 

x'=lu' + AV' 

y'=mu' + ¡..tv', 

bx'=u', bl+v', bA 

by' 'u', bm+v', b¡..t, 

o introduciendo la función 

(25), 

-(ll-l0) bA + (Al-:-AO) '6l- (m1-mO) '6¡..t+ (¡..tl-¡..tO''bm= '68, (26) , . 

Por la (11), la F 4 está dada como función de 4, o grado 
de las ,x, y, x', y', y si sustituÍmos en ella. 

x= lU+AV; x'= lU'+AV' 

y=mu+ ¡..tv; y' = mu' + ¡..tv', 
(27) 
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porque las l, A, m, ¡..t. s¡on constantes en la aproximaclOn de­
seada, y si calculamos las in~egra1es .cuyos integiandos son fun­
ciones de 4. o grado de las funciones conocidas u, v,u' v', re­
sulta S en la forma 

S = Co(l2 + m2)2 + C1(l2 + m2) (A2 + ¡..t2) + C2(l2 + m2) (lA + m¡..t) 

+ C3(A2 + ¡..t2) (lA + m¡..t) + C4(lA + m¡..t)2 + C5(A2 + ¡..t2)2, (28) 

es decir, como función de 4. o grado de las l~ A, m, ¡..t y como 
función particularmente sencilla, puesto que en ella sólo figu­
ranJas combinaciones l2+m2, A2+fl2 Y lA+mf-L. Esto lo hubiéramos 
podido pl'tever sin cálculo, porque solamente ellas son inva­
riantes respecto de una rotaCión del sistema de coordenadas al­
vededor del eje z, es decir, sólo ellas corresponden a la :sime­
tría rotatoria de nuestro sistema óptico. Co y 0 5 , por ejemplo, . 
tienen . los valor,es 

<=1 

1 J . Co=- q. (l;) u4 dl;, 
no 

Por la forma (28) resulta 

oS 'oS oS oS 
~S=~l . ~l+-. ~A+y-. ~m+-. ~¡..t, 

u 'OA um o¡..t 

y comparando los factones de las variaciones en los d0s miem.:. 
bros de la (26) ·obtenemos . 

(29) 

Estas -sencilla¡¡ relaciones nos dan las variaciones de las -cons­
tantes mediante la .(28). Las «constantes» tienen en el plano ob-­
jeto Zo los ~alores lo, AO' mo, flo Y varían con z para tomar 
en el plano obj1eto -,Zl los valores lv Al' 71'1'1' f-Ll' Pero para' un 

I 

1'. 

I 

l. 

1 
; 
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hazparaxial sQn verdaderas constantes, vale decir, tienen tam­
bién 'en el plano imagen los valores lo, Aa, mo, f-I-o' de manera: 
que las coordenadas en el plano Zl del haz real son, en virtud 
de la (27), 

Xl = II U1 + Al Vl 

Y1 =ml ul + f-I-l Vl' 

En cambio, las Coordenadas' del haz cOIT,espondieñte pa­
raxial son 

. 

Xl = lo Ul + Aa Vl 

Y1 =mo ul + f-I-O V1' 

Ambos pares de ecuaciones se simplifican más por vl = O, 
dando' 

, 
Xi = li ui' Xl ~ lo Ui . 

Yi=miui , Yl=mOuV 

de modo que las dif'er-encias que nos interesan 'toman los valores 

I1xl = (ll- lo) U1 

I1Yl = (m1 - mO) Ul' 
(30) 

Resulta que para ~l cálculo de estas diferencias precisamos 
solamente las dos primeras ecuaciones (29). Por esta razón no 
nos interesa la constante Ca en (28), pues el primer término 
de esa ecuación no depende de A ni de f-I-. Las otras cinco cons­
tantes dan. las fallas de un obj.etivo y cada una .de ellas es ca­
racterística de una. de las . cinco' fallas elementales siguientes:' 
aberracidn esférica, coma, astigmatismo, curvatura de la ima­
gen y distorsión. I 

Las variabl'es de Seidel son particularmente sencillas porque 
en aproximación paraxial son constantes, las constantes de in­
tegración (el astrónomo diría los elementos de la trayectoria). 
Por ·esta razón la función S (la función de perturbación del 
astrónomo) es de 4. o grado. 

o 

" . 

\ 

'1 

I • 


