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DEDUCCION SENCILLA DE LA. TEORIA
DEL - EICONAL

por Rmzmno GANS
(Instltuto de I‘islca—-La. Plata)

- En la éptica geométrica, tanto en la propiamente dicha
como en la electronica, el eiconal desempefia un importante
papel, pues es la funcién mediante la cual se deducen de la
manera mas sencilla las fallas de un objetivo. A. continuacién
deduciremos las férmulas pertinentes basindonos tnicamente en
los elementos del ana11s1s y de la teoria de las ecuaciones -dife-
renciales. ‘
Hay varios: elconales Preferiremos el de Se1del pues la in-
. terpretacion de las variables que Ilevan su nombre es partlcu-
larmente sencilla.-
) Supondremos que el medio 6ptico sea inhomogéneo, vale
decir, que el indice de refraccion N sea funcién de las coorde-

" nadas. El caso de la oOptica propiamente dicha, en que N es

constante por partes, resulta entonces como limite, y -es mate-
maticamente menos sencillo que el caso de la inhomogeneidad.

1. — Los fundamentos

Partimos del principio de Fermat, segtin el cual el ti-empo
de la propagacién de la luz entre dos puntos fijos p, y py es

estacionario, y como la velocidad v=c/N (c es la velocidad de

la luz en el vacio) y dt=ds/v, resulta
P ’ .
s [N ds=0. | (1)
Do ’

Tomemos z como wvariable independiente, de manera que

(2’ =dz/dz, vy =dy/dz),
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5 [N(@,y,2) . T+ 07+ 9. dz=0 O

o, con la abreviacién

=N.J14=224y2, . - ; : (2)
8 [F.dz=0 (17)
esto es, C s
oF. -
f(ox _|-— d +— dx! +— )dz— ”‘(3),

N

Como la variacion y la diferenciaci6n conmutan, ténemos.

d .

. d
dbr'=— % 3
v z . 0y= dz oy

dz

‘Introduciendo- estas relaciones en la- (3) y aphcando inte-
gracmn por partes, obtenemos

OF d oF oF d oF
f[(%~£@)6$+(0y dz()y) y]d T

. ( ()F o

+ (550 +—.. sy) =0. . (4)

" De esta ecuacién concluimos, en virtud de la -arbitr;ariedad.
~de dx y oy, :

d(c)F) o_zi d c)F) oF _ )

a2\ 0. Z\oy) ~ oy~

t

duy =8y, =drg=dy,=0. = .~ (6) .

)

LN,
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Las ecuaciones (5) son las ecuaciones de Euler de la teoria
de las variaciones. Las (6) expresan que los dos extremos,
Po Y Py, de la curva, quedan mvanados

Primer corolario: Si en un dominio del espacio N es

oF OF =
constante de manera que, segun la (2), _w—c)_y =0, resulta de

las (5) que -d—F—const 35 —=const., 0, en v1rtud due la (2)

dxz
—— = const.

ds 7 ds
ria; o bien, en un medio homogéneo la propagacién de la luz
es rectilinea.

Sequndo corolario: Admitimos que N sea discontinuo en
una superficie. No restringimos la generalidad si ponemos el
eje z normalmente a esta superflcle en un punto de la mis-
‘ma. Si integramos las ecuaciones (5) respecto-de. z desde un
punto p; situado en una orilla de la superficie ‘hasta el punto
p, situado frente a p, en la otra orilla, obtenemos

~const vale decir, la direccién del haz no va-

(OF\ OF\P
), =0 Gyl =0
o, por el significado de F (véase la (2)),
d d d .
M) =M (@) M) =m G o

2
Estas dos ecuaciones expresan la ley de refraccion de Snellius.
2.— Los grados de aprozimacidn

Nos limitaremos al caso més importante de la 6ptica: aquél
en que el sistema tenga un eje Optico, es decir, que N sea si-
métrico alrededor de este eje; tomando este eje como eje z, M
serd una funcién de r2—.1;2+y2 y 2.

~Si desarrollamos N segin potencias de r, resulta

N=n—L. @4ty +q@+ymrt.., ®




donde n,p,q,... son funciones de z. El hecho de que en (8)
no figuran las potencias impares de r es consecuencia de la
suposicion de que N no posee irregularidades en el eje de las 2.

De esto - pddemos darnos cuenta también de la siguiente
mapera: si desarrollamos N en serie de z e y —con coeficien-
tes que son, por supuesto, funciones de z— deben anularse los
coeficientes de las potencias impares de x y aquellos de y, por-
que IV permanece invariante al cambiar x por —x e y por —y.
Ademaés, no debe variar N al cambiar z por y, y al mismo
tiempo y por —x, pues este cambio corresponde a la rotacién
del sistema de coordenadas en 7/2 y, en. virtud de la simetria
supuesta de [V, éste no debe variar en tal transformacién. Esto
da la igualdad de los coeficientes de 22 e y2, como también la
de los coeficientes de x* e y% Asi resulta

N:n—-%(xe—}—y?)+q(w¢—}—y4)+2q'w2y2+... .

Finalmente, debe ser ¢’=gq pues introduciendo ooordenadas:
polares mediante z=rcosp, y=rsen¢, N no debe depender
de ¢ en virtud de la simetria de rotacion. Por con51gu1ente,"
resulta la (8). :

Ademaés vale

1 ) P - ’
e+t =145 (@ +y) =g (@ +y)e . (9)

La condicién de convergencia z’2+y2<1 no es practica-
mente ninguna restriccién porque solamente nos interesan 4n-
gulos relativamente pequefios entre el haz y el eje. | ,

De la (2) resulta ,pues, teniendo en cuenta las (8) y (9),

. F=n+ -Z— (22 +y%) — —g (a2 +92) + (a2 + )2 f%(w’z +y7%)?

— L @4y @4yt =Fo+ Fy+F,  (10)

‘en que o ' ‘ |




~Fo=n(z)

Fy= % (224-y2) — % (%2 + y2) - (11)
Fy=q(z2+y2)2— _’;_'(mfz +y'2)2 ;% (xZ + 92) (z'2 + y2).

3.—La dptica geoméirica gaussiana

Si las -distancias entre un punto del haz y el eje 6ptico,
como también los angulos enire los mismos, son tan pequefios
que podemos limitarnos en F a F, y F;, despreciando F, y
- los términos de orden mayor, resulta la ptica gaussiana o pa-
© raxial.

De las (5) obtenemos en este caso

d 4

7 () +pz=0
' (12)

d , v :

7, (") +py=0.

Ambas ecuaciones, en las que n y p son funciones de z,
son ecuaciones- diferenciales de segundo orden, lineales y homo-
géneas. Si U(z) y V(z) son dos soluciones particulares de ellas,
u=aU 4 bV, v=cU+eV también son soluciones, con valores
arbitrarios de las constantes a,b,c¢ y e. Podemos determinar

estas constantes de tal manera que en el plano z,, al que lla-
maremos plano objeto,

u(zy) =1, r‘u’(zo) =0; vkzd) =O, v(zp)=1. | (13)’

Estas soluciones partlculares sean ol fundamento de nues- -
tros razonamientos.

o= lutdo (14
y=mutpv | |

. és entonces la solucién més general del sistema (12), s1endOl
I\, m,p constantes de integracion. ~




Para el plano objeto z=2z, resulta de las (14), mediante
las (13)

zo=1l, yo=m; To="2 Yo=W ' (15),

vale decir, I, m son las coordenadas del haz en el plano ob-
jeto; A, los éngulos entre el haz y el.eje 6ptico en este plano.

Si v(z) se anula no solamente para z=zq (véase la (13))
sino también para otro valor z; (*), el plano z=z, es el plano
conjugado del plano z==z;, pues cualesquiera que sean. los va-
lores X y p, es decir, todos los haces que salen del punto ILm
en el plano objeto, se retnen, en virtud de la propiedad v(z;) =0
en el plano imagen z=z en el mismo punto

x=1.u(z), y=m.u(z);

y u(z) sig'nifica. el aumento lateral.

, Para todos los rayos que salen del punto en que gl eje 6p-
tico corta al plano objeto z,, vale I=m=0, y por la_(14) son

ab:lv, y=pv

las ecuaciones de esta familia de haces. Los angulos de los. mis-
‘mos con el eje son

-

wI:)\.vl, y,=p-.v;, )

es decir, en el plano objeto, teniendo en cuenta la dltima re-
lacién (13), ' ' :

o=\, ¥Yo=HW
y en el plano imagen

x'y ='NV'(2y), y'izp.v’(zl). :

— .

~(*) En un medio inhomdgéneo puede haber més de un valor 2 para el cual
w(2) = 0, pero esto mo nos interesa. - . o




e
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Por consiguiente, v'(z,) s1gn1f10a el aumento angular De esta

manera hemos determinado los sencillos s1gn1f\bados de u(zy) y
V'(2y).

Finalmente deduciremos una " integral que nos hara falta
a continuaciéon. Las funciones u y v obedecen, segun Tas (12),
a las ecuacmnes

) d .
S Z(ew)+pu=0

d, 0
=, (mv) +po=

‘Multiplicando la segunda por u, la primera por —v y su-

‘mandolas, resulta, por integracion por partes,

n(uy — vu’) = const.

Por las (13) se determina la constante, obteniéndose

(v’ — vu') =ny. | | , (16) -

Aplicando esta ecuacién al plano imagen’ z—zl, donde
v=0, resulta

o ’ —_ 4 »
ny uy vy =ng=nyu,v',. (17)

En palabras: el producto del indice de refraccién por el
aumento lateral y por el aumento angular es un invariante de
la representacuﬁn (teorema de los senos).

\.

4. — Una aproximacion superior

En aproximacion gaussiana nos hemos limitado al segundo
orden en F, y por consiguiente al primer orden en z e y co-
mo funciones de I, \,m,p. Si tenemos en cuenta F,, resultarén

T ey hasta el tercer orden inclusive.

Segun las (5) valen, con F= F0—|—1"'2—|—I’4,

e |
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d (o_l?_z)_%_ [d (()F - aF4]

dz \ oz ox . ldz 0z

1

d ,oF OF, - d (0F,\ OF
dz (c)y2) ()_'y2 [dz( y) c)y4]

o, por la (11),

d N 1d ,0F, oF,
i == (706 =%
. (18).
d ,oF, 01’4
dz(ny)_l_py [dz(c)y) c)y]
y si consideramos las ecuaciones en primera aproximacién co-
mo resueltas, es decir, si conocemos z(z) e y(z) como solucio-
nes de las (12), sustitueyndo 'éstos valores en la funcién F,
definida por la (11), los segundos miembros de las (18) seran:
funciones conocidas de z, es’ decir, tenemds que integrar dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden, lineales e inhomogé-
- neas, de la forma

2"+ P’ + Qr=19(2), (19)
en’ Qud |
1 [oF, d ,0F, o '
‘P(z) [O_w— a('a;) ] S (20),

Si u y v son soluciones pérticulares de la ecuacion (19)
homogeneizada, la solucién de la inhomogénea (19) es -

_ C L u(®) (@) —u(®)aE)
p=dutBy +f O g ve e

con las constantes- de 1ntegra01on Ay B. |
' Sustituyendo ¢ por la (20), resulta, teniendo en cuenta.
la (16),




[%-3_5(0114)] [u(E) v(z)—v(i) u(z)]

R <21>

Y una ecuacion equlvaluente para y.
Aplicando integracién por partes al segundo término del
primer paréntesis obtéenemos

z

z= Au+Bv+— —~[ (E>v(2)—v(5) u(z)] d&

20

2 [% (e oo u)]dE+

[(’F “(u(2) v(z)—v(&) u(z))]

\-—Au+Bv+ = (52) v+ o ‘L“[(a) oA N

ﬁ‘o

> ‘Zf L) o) (802

0 .

~.Aqui hemos utilizad6 las relaciones l:l(ZO)Z]. v(z0)=0
(cif. (13)).

~ Si reunimos los factdres de u(z) y los de v(z) obtenemos?

e (o—r- +Sb) deu(e) +B+ o (50),
+l (% +%“)d&]”(z)‘

zo
vale decir, la solucién se presenta en la forma

e=lutro . (@

%y -
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siendo

ox ox’

o

%

l~—A—_1_ f("F4u+dF4 v). de

(23)

X:B+}—. (0F4)”O+';Ll—"f(c;—%‘~u+%%.u’)dﬁ |

~

“0

funciones de z. Esta es la tnica diferencia entre la solucidn -

de las ecuaciones inhomogénea y homogénea (vanaclon de las
constantes) De las (23) resulta

1 '—z(,:——l-' f(‘)r“ + oF, v) dE

ngy Ox ox’
) (24
. oF 4, oF, |
)\1——)\0=—|—-— ( ()x o U.)d&
De la misma manera se deduce
y=mu+pv, . S22

con , 4 I

ml__mo___z e o) a .
(24) .

o 1 f.0F ()F

o=+ = (()y4‘ +5 ) dE.

20

Multlphquemos las (24) y (24’) por o), 401, —du, -}-Bm
respectlvamente Y supongamos que estas variaciopes no depen-

—~—
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den de z pero que, por- lo demés, sean arbitrarias. Por esta -
constancia de las’ variaciones podemos ponerlas bajo el signa
mtegral Sumando las ecuaciones 'después de estas multiplica-
ciones; y teniendo en cuenta que : :

dz=u.dl4v.0N : -
dy=u.dm-v.op

Y que en la aproximacién paraxial
K =1’ J- X
y’:mz‘z’—_{—pv’,‘
de manera que \ | -ﬂ

'6a:—u’ Bl—l—v 6)\ :
6y——u om+v'. 6p,,

resulta

-

—~(l—lo) 3\ + (>‘ - o) Ol — (my—my) dp+ (H1—Ho) dm-

1 01’4 c)F4 c)F4 oF, f
S— dp +—=0 . .y F,.d
(()a: oy YT ox’ v oy’ - 45
o introduciendo la funcién
1 [
S (N .

"'(fr‘lo) BN+ (A—Xg) Bl — (my—mg) dp+ (py—po dm =08,  (26)

Por la (11)’»161 F, esta dada como funcién de 4.0 grado
de las @, y,a’,y’, y si sustituimos en ella

= ludr; 2= lw+\ @7
y=mu+pv; y=mu'+p', '
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porque las I,X\,m,p son constantes en la aproximacién de-

seada, y si calculamos las integrales .cuyos integrandos son fun- . .

ciones de 4.0 grado de las funciones conocidas u,v,u’v’, re-
sulta S en la forma

8= Co(12 4+ m?)2 + Cy (12 + m2) (A2 4 i2) + Cy(I2 +m3) (I 4 mp)
+ Cy(A2+ p2) (I + mps) + Cy(IN+mp)? + G5 (A + p2)2, (28)

es decir, como funcion de 4.9 grado de las I, \,m,u y como
funcién particularmente sencilla, puesto que en ella sélo figu-
ran las combinaciones 12-+m?2, \2+u2 y I\+mp. Esto lo hubiéramos
podido prever sin calculo, porque solamente ellas son inva-
riantes respecto de una rotacién del sistemia de coordenadas al-
rededor del eje z, es decir; sélo ellas corresponden a la sime-
tria rotatoria de nuestro sistema 6ptico. Gy y Cj, por ejemplo,:
tienen los valores

-

1. &1 ’ 1 .
Comin [9-@utar, Co= [q(e).viae

“0

Por la forma (28) resulta

08 (N oS oS
S =— .8+ —— N+ .0 —.9
S ol ,l-{—()}\ )\+c)m m+0p s

y comparando los factores de las variaciones en los dos miem-
bros de la (26) -obtenemos

4

l,—1 = E)_'g s M — —;_OS
1.\\ 00— C)l ) 1 00— ()P’ ( ‘
' 29)

oS oS

}‘1—3\o=+57; Pl-‘}’-o=+5nj;i

Estas sencillas relaciones nos dan las variaciones de las cons-
tantes mediante la .(28). Las «constantes» tienen en el pland ob--
jeto z, los valores Iy, X\g, mg, 1o y varian con z para tomar
en el plano objeto.z; los valores lj, \;,m, ;. Pero para un
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ha_z paraxial son verdaderas constantes, vale decir, tienen tam-
bién en el plano imagen los valores Iy, Ny, mg, g, de manera

que las coordenadas en el plano z; del haz real son, en vxrtud
de la (27)

X1: l1u1+)\1vl

. Vi=myuy+pyv.
!

En cambio, las coordenadas del- haz correspondiente pa-
raxial son : ‘

2= lyus+Xvy

Y1=Mg Uy + o ¥y

Ambos pares de ecuaciones se simplifican més por vy =0,
dando

'
X1: llul’ $1: lou:L-
Yi=myu,, yi=mpuy,

de modo que las diferencias que nos interesan toman los valores

Az, = (l, —1o) uy

(30)
Ay = (my—my) =t '

Resulta que para ¢l calculo de estas diferencias preclsamos
solamente las dos primeras ecuaciones (29). Por esta razén no
nos interesa la constante G, en (28), pues el primer término
de esa ecuacion no depende de X\ ni de p. Las otras cinco cons-

‘tantes dan, las fallas de un oanetwo y-cada una de ellas es ca-

racteristica de una. de las cinco’ fallas elementales siguientes:
aberraci6n esférica, coma, astigmatismo, curvatura de la ima-
gen y distorsion.,

Las variables de Seidel sou particularmente sencillas porque
en aproximacioén paraxial son constantes, las. constantes de in-
tegracién (el astrénomo dirfa los elementos de la trayectoria).
Por esta razén la funcién S (la funcmn de perturbacion del -
astronomo) es de 4.0 grado.

|




