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NOTA SOBRE LOS VALORES LIMITES DE 
FUNCIONES ANALITICAS 

A. P. CALDERÓN, A. GONZÁLEZ DmdNGUEZ, A. ZYGMUND. 
, 

1. Es bien sabido que en un producto de Blaschke de n 
factores 

-'B' ( ) -TI n a,c ' .a,~-Z' 
W-;- n Z - ----_-

, 1 la,,) 1-a,cz ' 

el afijo de Bn(él') recorre n veces la circun:f)eJ1encia Iwl=l, cuan­
do & varía elle ° a 2n. Es, pues, natural preguntarse si algo ;aná­
logo sucede en el caso de que el producto tenga .infinitos factor,es. 
En el Teorema n ele esta nota demostramos que ef,ectivament'e 
el' afijo del prim~r miembro toma en tal caso todos los l valor.es 
de la circunferencia unitaria infinitas veces; y es~a propi~dad es 
válida para una categoría mucho más amplia de funciones, según / 
queda establecido en el Teorema 1, del' cual es el 11 inmediato 
oorolario. . 

2. El 'Teorema 1 generaliza resultados ya conocidos que pa­
samos a ,enunciar. 

Sea w= f(z) una función regular en el interior del círculo 
unidad que cumple las condiciones: 

If(z) 1<1 para Izl<l, 

If(ei&) 1=llímf(r,eil}) 1=1, 
,'-+1 

.para casi todo & de (O,2n). Hossjer (1) demostró que en tales 
hipótesis, los afijos de' f( eilJ ) cubren toda la circunferencia con 
la posible excepción ele un conjunto de .medida nula. 

(1) G. HOSS,JER, U eber die Randwe?'te besoh1'aen7ater' F1¿n7ationen; Acta Lit-
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I Nevanlinna (2) generalizó el teorema antedor en los términos 
siguientes. Sea w 'f(z) una función regular en Izl< 1, talque 

, 
If(z) 1<1 paralzl< 1; If(ei&) I=!límf(rei&) 1=1 

r-+l , 
para casi todo & del arco a, < & <:. W. . 

, En tales condiciones, o bien los afijos de f(eif),) (a,<&<::B). 
·.cubr,en, la circunferencia 1 w 1 = 1 con la posible excepción de un 
conjunto de medida nula, o f( z) es prolongable analíticamente a 
través del arco. 

Finalmente" Seidel y Doob (3) generalizar~n el resultado .de 
, Nevanlinna, mostrando que el conjunto de medida nula que fi­

gura en el enunciado del teorema, es vacío. Es decir, que los 
afijos de f(e i &) cubren toda la circunferencia Iwl=l, sin excep­
ción. 

3. Teorema l., Sea fez) una función regular y de módulo 
menor que 1 en el círcqlo 1 z 1 < 1, tal, que 

If(\ei&) 1=llímf(reitl:) 1=1 
r+:f 

para c~si todo &. del arCQ (a,; B)' de la circunferencia Izl=1. En 
tales hipótesis, o bien los afijos de f( ei&.), (I¡ < & < B, cubren toda ' 
la circunf.erencia Iwl ,1 infinitas veces, o fez): es prolongable ana~ 
líticamente ~ través del are<;> (a,; B). 

Demostrflción., Sea r un complejo cualquiera de módulo t; 
demostraremos que existen infinitos & pertenecLentes al arco ( a,; B). 
para los cual'es . se verifica la relación f( ei&) = y; o que, en caso 

l' contrario, la función es prolongable a través del arco. Supondre~ 
mos, lo cual' no ¡',estringe la generaJjdad, que :y= 1. 

La función ' 

m( );_ f(z)+l 
'" z ,- f(z)-l ' 

terarum ac Sciential'um Regíae Univel'sitatis Fl'áncísco·Josephinae, 5, .(193CY) 
pág. 55. 

(") R. NEVANBINNA, Ueber besohriin7cte analytisohe Fun7ctionen, Oo=el1-
tationes in honol'em Ernesti LeoDardi Lindelof, 1929, p~ág. 28. 
, (3) w. SEIDEL, On the distl'ibution of values 01 bounded analytie funotions, 
Transactions of the American Mathemati~al Society, 36, (1934), pág.' 208. 
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tiene parte real negativa en Izl<l, y por lo tanto admite la 
representación . 

. 21t: 11 eitJ.+z 
<p'(z)~--2 'tJ. dtiJ(&), 

, 1[ el-z 
,o . 

con tiJ(&) acotada,no decreciente. Es bien sabido que la parte' real 
de <p.(z) , tiende radialmente hacia la derivada simétrica tiJ(&), en 
todo punto donde 'dicha derivada, finita o infinita, existe. 

Por lo tanto se verificará, para casi todo & de (ex.;~), 

P,ero, como por hipótesis es If(ei&) 1= 1 para casi todo & 
de (ex.; ~), r~sulta, para f( eitJ. ):-j= 1, 

lJJ'(&) =R (f(e~f)+lJ =0. 
, f( e l tJ.)-l 

En caso de que sea f( ei&) = 1 para infinitos valores de & .. 
el teorema está demostrado. Si así no sucede, es tiJ' (&) = O en 
casi todo punto de I ( ex.; ~); y como tiJ( & )es no decreciente, caben 
dos posibilidades: \ ' , 

a) tiJ(&) tiene infinitos p~tos de crecimiento; 

b) tiJ(&) tiene' sólo un número finito d~ puntos de cr,ecimiento. 

'En 'el primer caso hay infinitos puntos donde la derivada si-
métrica 'es infinita. Se verificál'á por lo tanto en esos puntos \ 

lím ~[<p.rei&)] = (Xl 

r-+ol 

y por lo tanto 

lím <p.( nei,&) = (Xl • 

'r~l 

P,ero como es 

fez) = cp(z) +1 , [1] 
cp(z)-l 
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r,esulta 

Hm f( rei!}) = f( ei!}) '-1 
"...".1 

para infinitos valores' de .& de (a; ~), 
En -el segundo caso, ,p(B') es' una ~unción en 'escalera con un 

número finito de puntos de discontinuidad; la función !P(z) es 
, , regular, y tiene parte real nula, en todos'los arcos de constancia de 

:tP(B'), y tiene polos simples en los puntos de discontinuidad da 
~i(.&), Pero fez) (véase la fórmula 1) es regular, tanto en los pun­
tos 'en que !pez) es regular y ~istinta de 1, como'e:o, los puntos en 
que !pez) tiene polos simples. Resulta, en definitiva, que fez) es ' 
regular 'en todos los puntos del arco (a; ~,) ,y por lo tanto prolori­
gabla analíti(1amente a través de él, con lo cual el teorema queda 
demostrado. , 

, 4.' Cu;ndo fez) 'es un product'Ode Blaschlm con infinitos 
ceros, se cumplen la.s hipótesis del teorema anterior, siendo el 
arco (a;~) la circunfer~ncia completa 'lzl=1. Como, además,. 
por lo menos un punto de la circunferencia es punto de .acumula­
ción de ceros, tál punto es necesariamente singular, quedando ex­
cluída la segunda: posibilidad del 'teorema. Resulta entonces el 

Teorema 11. Sea B(~). un producto de Blaschke con infilli­
..tos oeros 

00 

2::(l-la¡cl) <oo. 
ü 

Se verifica, entonoes qUe los afijos de 

B( ei&) = Hm B(reif}) 
• 1'+1' 

cubren, infinitas veces la circunferencia ¡w 1=1. 
.1 
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