NOTA SOBRE LOS VALORES LIMITES DE
' FUNCIONES ANALITICAS

A. P. CALDDR.ON, A, Gowziirz Domfnaurz, A. ZYGMUND

1. Es bien sab1d0 que en un producto de Blaschke de n
factores ’

° E )
w== Bn(Z) T "
Iakl 1—Clk

el afijo de Bn(ela) recorre n veces la circunferencia |w|_1 cuan-
do. 9 varia de 0 a 2m. Es, pues, natural preguntarse si algo ani-
logo sucede en el caso de que el producto ténga.infinitos factores.
En ‘el Teorema II de esta nota demostramos que efectivamente
el afijo del primer miembro toma en tal caso todos los,valores
de la circunferencia unitaria infinitas veces; y esta prop1edad es
" valida para una categoria mucho més amplia de funciones, segun
queda establecido en el Teorema I, del ‘cual es el II inmediato
corolario. ' o 4
2. El Teorema I generaliza resultados ya conocidos que pa-
samos a enunciar.

Sea w=f(z) una funcién regular en el interior del circulo
unidad que cumple las condiciones:

[f(z)|<l para = |z|<1,
(o) [={lim f(ret®) =1,

para casi todo & de (0,2n). Hossjer (1) demostrd que- en tales -
hipotesis, los afijos de-f(ei?) cubren toda la circunferencia- con
la posible excepcion de un conjunto de medida nula.
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' Nevanlinna (2) generaliz6 el teorema anterior en los términos
siguientes. Sea w=f(z) una func1on regular en |z|<1, tal que

IHE@)I<L para [21<1; If(e’*’)l—lhmf(re”})l—

| para casi todo & del arco o< TP

. En tdles condiciones, o bien los af1Jos de f(elﬂ) (a<&<[3)

.cubren. la_circunferéncia |w|=1 con la posible excepcién de un

conjunto de medida nula, o f(z) es prolongable analiticamente a

“través del arco.

Finalmente, -Seidel y Doob (3) generalizaron el resultado .de

. Nevanlinna, mostrando que el conjunto de medida nula que fi-
gura en el enunciado del teorema, es vacio. Es decir, que los

af1]os de f(ei?) cubren toda la circunferencia |w|=1, sin excep-
c10n . . . P

\

3. Teorema I. Sea f(z) una funcién regular y de médulo -

menor que 1 en el circulo |z]<1 tal que

lfOe

para czisi todo & del arco (a; B)' de_ la circunferencia |z|=1. En
 tales hipotesis, o bien los afijos de f(ei?), a<<9<B, cubren toda

la circunferencia' |w|=1 infinitas veces, o f(z) es prolongable ana-
liticamente a través del arco (o;B).

Demostraczén Sea y un complejo cualquiera de médulo 1
demostraremos que existen infinitos $ pertenecientes al arco («; B),
para los cuales se verifica la relaci6n f(e"‘}) Y; O que, en caso

confrario, la funcién es prolongable a través del arco. Supondre-

mos, lo cual no festringe la generalidad, que y=1.
La funcién :

1(2)4-1

Y=t .

terarum ac Secientiarum Regine Universitatis Francisco-J, osephinae, 5, (1930)
phg. 5. ‘

(®) R. NEVANLINNA, Uecber beschmnkte analytische Funktionen, Oommen-
tationes in honorem Iirnesti Leorardi Lmdelof 1929, pig. 28.

" (®) W. Sgwsr, On the distribution of wvalues of bounded analytic fumctions,
_ Transactions of the American Mathematical Society, 36, (1934), phg. 208.
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tiene parte real negatwa en |z|<1, y por lo tanto admite la

representacion

' (P(Z),:—— e K dd(9),

27: el& —2z

con (%) acotada no decreciente. Es bien sabido que la parte real
de ¢(2)" tiende radialmente hacia la derivada simétrica b(9), en
todo punto donde dicha derivada, finita o infinita, existe.

Por lo tanto se verificar, para casi todo & de (a; ),

(e -
lim R[¢(rei-&)]=R [f—ge;))){ﬂ =¢'(3).

_ Pero, como por hipétesis es |f(ei?)|=1 para casi todo ¢
de (o;B), resulta, para f(ei®)==1,

f (6‘ LT
"($)=R [__} —0.

WO =R e
En caso de que sea f(ei®)=1 para infinitos valores de 9,
el teorema estda demostrado. Si asi no sucede, es P'(8)=0 en
casi todo punto de ‘(a; B); y como tb(&) es no decreciente, caben
dos posibilidades: \ : / '

a). 119(&) tiene infinitos puntos de crecumento,
b) H(9) tiene sélo un ntmero finito de puntos de crecimiento.

‘En el primer caso hay infinitos puntos dondé la derivada si-
méirica es infinita. Se verificard por lo tanto en esos puntos \

| lim R[orei®)|=oo
o ral

y por lo tanto
lim (I)(hefﬁ) =00,

‘ral
Pero como es

A B2+
f(&)= o1 [1]
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resulta _
lim #(re®) = f(e®) =1
751 ) ) X
para infinitos valores'de 9 de (a3 B). e

En el segundo caso, $(9) es’una funci6én en -escalera con un
namero finito de puntos de discontinuidad; la funcion ¢(z) es

-, regular, y tiene parte real nula, en todos los arcos de constancia de

b(¥), y tiene polos simples en los puntos de discontinuidad de

~$(9). Pero f(z) (véase la f6rmula 1) es regular, tanto en los pun-

tos en que ¢(z) es regular y distinta de 1, como en los puntos en

que (])(z) tiene polos simples. Resulta, en definitiva, que f(z) es -
_regularen todos los puntos del arco («;B) ,y por lo tanto prolon-.

gable analiticamente a través de él, con lo cual el teorema queda
demostrado

4. Cuando f(z) es un producto de Blaschke con infinitos
ceros, se cumplen las hipétesis del teorema anterior, siendo el
arco (o;pB) la circunferencia completa ~|z|=1. Como, ademds,
por lo menos un punto de la circunferencia es punto de acumula-
cién de ceros, tal punto es necesariamente singular,” quedando ex-

- cluida la segunda posibilidad del ‘teorema. Resulta entonces el -

Teorema II. Sea B(z) un producto de Blaschke con mfuu- _

dos oeros .

w=B(z)=

/
H

ah—z
lal | l_ﬂk

oo
lgl<l;  Z(—ig]) <.

Se verifica entonces que los afijbs de

B(eit)=1lim B(rei®)
el

[

cubren -infinitas veces la circunferencia |w|=1.
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