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SOBRE LA VARIACION DE FUNCIONES
DISCONTINUAS Y MULTIFORMES
'DE UNA.  VARIABLE REAL

por M. CorLaR y E. RoxIN

Se trata el problema de hallar una formula para expresar la

'variacién de una funcién .discontinua de una variable, aniloga a
la que Banach di6 para funciones continuas. En el caso de ser
y= f(:x:) continua la férmula de Banach establece que la variacién

oo

» ktotal de f(x vale V= N(y) dy, siendo N(y,) el pimero de so- o .
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luciones de la ecuacion f(x)=y,.. En lo que sigue se establece que

para funciones discontinuas la variacion total se obtiene sumando

a la integral andloga otro término, que es la suma de las oscila-
ciones de f(x) en!todos sus puntos de discontinuidad; los resul-

tados se extienden al caso de una funcién' f(x) multiforme.

L.- Los. conjuntos flz], fl[J] y la funcidn asociada. Sea
v=f(z) una funcién real de la variable real x, uniforme o no.
En el caso de ser f(z) multiforme la notacion y,=f(xg) expresa
que el nimero y, es una de las determinaciones de f(x,), es decir
uno de los valores que f(x) hace corresponder a z,. Designaremos

‘con f[@o] al conjunto de estos posibles valores f(x,) y con |f{zo]|
-su medida, en caso de ser medible. Mds general,-si E es tn
" conjunto lineal indicaremos con f[E] el conjunto de los valores

£(x), donde z¢ E y con [f[E]| su medida. Sup. f[E] (inf. f[E])

designara el extremo superior (inferior) del conjunto f[E], y en

particular usaremos la notacién sup. f{z,] (inf. f{z,]). Finalmente '

designaremos con J; ¢(%y), >0, un entorno de ceniro x, y radio .
A la funcién f(z) dada le hacemos corresponder otra cp(a:)
definida de la siguiente manera: para que sea y,=(%,) es ne-

-cesario y suficiente que para todo &0 se verifique inf. f[J, (wo)]
<yo<SuP fle(@o) - |

e




e

L4

—39 — | |

Diremos que () es la funcién asociada de f(z). ¢(z) es .

" en general multiforme, atn en el caso de que f(z) sea uniforme.
De la definicion de ¢(z) se.deduce inmediatamente:

a) Bi yy=f(z,), es también yo=(w,), es decir yy€'fzy] -

implica y,¢ @[x,].
b) 8i y,==@(x,) existe un s>0 tal que el conjunto f[J(x,)]
cae ’u)talmente a la derecha o a la izquierda de, y,.

2. - Teorema: Toda ¢(z) asociada de una f(z) es darbouxiana.
Esto significa: si y;=¢(®), yo="20(,), existe, para todo ¥,

comprendido entre y, e y,, un ¥, comprendido entre x; y &5 -

tal que-yo=(x,), no excluyéndose el caso limite x;=uz,=u,.
Demostracion: Consideremos primero el caso z;7~;. Supo-
niendo lo contrario a la tesis, a todo x del intervalo [x,; #,] co-
rresponderd un entorno J(x) tal que f[J.(x)] cae de un solo lado
* de" yo. Como los entornos J(z) cubren el intervalo [#; ®,], existe
un ndimero finito de ellos, correspondler_ltes a uan numero finito de
puntos (0 tal que en la sucesién finita f[J(2)], f[J ()],
fI(=@)], f[J(23)], ..., fJ(x;)], cada dos conjuntos consecuti-
vos tienen. por lo menos un punto comin, de donde se deduce que
los conjuntos extremos f{J(x;)] y f[J(%;)] deben caer ‘de un
mismo lado de y,, contrariamenté a la hipétesis de que yo estd
comprendido enire y, e y,. En el caso de ser xy=u,, serd Y=

P(21); Yo=(®y), luego |
inf. f[Je(®1)]< y; = sup. f (wl)]

‘para. todo ¢, para i=1,2. y por lo tanto también para i=0,
pues ¥, estd comprendido entre y; e y,;. Segtn la definicién de
funcién asociada’ r-esulta pues yo= (p(a:l). :

- 8.-Oscilacion en intervalos y puntos. Para todo intervalo J,
sea abierto, cerrado o semiabierto (con un extremo, pero sin el

“otro), el namero oof(J)_sup flJ]—inf. f[J] recibird el nombre -

de oscilacién dé f(z) en J
En el caso de un punto z, definimos:

Mf(xo) = hm sup. fe(0)], m,(mo) = hm inf. f[J.(2,)]

Yy la chferencm Mf(:l:o)—mf(wo)_ m/(w0> re01b1ré el nombre de
oscilacién de la funcién f(z) en el punto .
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-4.-Teorema: Si cp(w) es la asoc{ad:a de f(x) se tiene

8) My(w) =M, (25) =sup. ¢[z;] = o (xy);
mf(mo)_mm(mo) =inf. p[zy| = (P(xo)
o (o) = 0 (20) =| @[]

'b) Si J es un intervalo abierto es sup. f[J ]_'sup ¢[/]; inf.
flJ]=inf. [J]; @(J)=cwy(J). Pero si J no es abierto
s6lo se puede asegurar que sup.f[J]=<sup. (p[J]; inf.

7]z int. o[J]; ofJ) < wu(J).

¢) Para cualquier intervalo J, cerrado, abierto o semiabierto,
7 : .

~ que también puede reducirse a un punto, es ¢[J] otro in-

* tervalo que es cerrado (puede ser un punto) cuya mechda

es [p[/]|= w0y (7).

Demostracién: Como toda determinacién de f(z) es también
una determinacion de ¢ () resulta sup. f[Je(%o)] < sup. @[Js(%)];
inf. f{J (wo)]> inf. ¢[J(2,)]. Por otra parte, como para todo
existe un «’' infinitamente prommo tal que f(2')=(z) —d para

cualquier >0, debe-ser sup. [J (xy)] < sup. f[Je(2)] y se con-

" cluye que Mf(wo) =M,(zy) y ana]ogamente m (%) _mm(mo)
Ademas, ‘para todo £>>0 es inf. f[J ()] < M(wo) < sup. f[Je(w,)]s
luego, . por definicion de funcién asociada, resulta que My(z,)=

M (z,) es un valor de ¢(z,), y evidentemente debe ser My(a,)="

M (o) =sup. ¢[x,]. Andlogamente serd inf.[Zg]= m (%)=
m[(xo) Como ¢(z) es darbouxiana resulta o (2,)=sup. ¢[(z,] —

—inf. pfz,]=|9(z,)|, lo que prueba la parte a) de la tesis. Si
J es un intervalo abierto, existe para todo'e>0 un par de puntos
@y, @y interiores a J tales que @(xy)>sup. ¢[J]—e, @(x,) <inf.

¢[J]+ €. Por definicién de @(x) existen z’, 2” infinitamente pro-.

ximos a &, &%,, respectivamente, y por lo tanto también interiores
a J, tales que f(«')>q(x) =90, f(&")<wp(xy)-4d; de esto se

deduce que sup.f[J]=sup. ¢[J], inf. f[J]=<inf. ¢[J]. Por ofra’

parte, como todo valor de f(x) es también un valor de ¢(z).
tienen lugar las desigualdades de signo opuesto, quedando de-
‘mostrada la parte b) de la tesis. El resto es consecuencia de la
propledad darboux1ana de 9(x)- ,

5. - Corolario. La oscllaczdn w,(J) es subaditiva en’J. Mas
“precisamente: si J=J; 4 J,, donde J, Jy, J; son intervalos abier-
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tos, .cerrados o semiabiertos, pudiendo algino reducirse a un punto,
se verifica w,(J) =0 (1) +94(/5). Demostracion: Es consecuen-
cia inmediata del punto c) del teorema anterior y del hecho que
el conjunto cP[J] estd contenido en el con]unto suma @[J;]+

CP[Jz]'_ L S '

I}

6. - Definicién ' de variacion total. Llamaremos conjunto-J

- a todo intervalo abierto, cerrado o -semiabierfo y también a un -
‘solo punto, s decir a todo conjunto lineal que tenga la propiecad,

que si 2, ST =<1, %,€J, TyeJ implica zeJ. Entenderemos por
subdivision . estricta o(J)={J,,...,J,} de J a toda descomposi-
cion de la forma J=J,+...-+J,, donde los J; son conjuntos-J
sin puntos comunes dos a dos; por lo tanto los componentes J;
de la subdivision o(J) pueden ser “puntos o intervalos cuales-
quiera, con tal:de que cada punto de J- pertenezca a uno y soloi -

~ uno de ellos.

Para cada subd1v151on d(] y={Js,...,J,} pondremos

' Z“’~f(Ji)=°°-f(Jl) oot or(la)

‘

y definimos la variacidn total de f(z) en J como'el numero V/( J)

=exiremo superior de las sumas Zoof( Tl) correspondlentes a las
o(J)

pos1bles subdivisiones estrictas c=o0(J). En caso de ser f(x) uni-
forme y continua nuestra definicién coincide con la ordinaria, en
la que se toman subdivisiones no estrictas, o sea de componentes

"no-rampantes. Pero en gl caso de funciones uniformes disconti-
~ nuas se llega a resultados distintos, segin se adopten subdivisiones
~ estrictas o no estrictas. Por ejemplo: tomemos la funcién defi-

nida en el intervalo [0; 2] d¢ la s1gu1ente manera: f(z)=1 para
z=1; f(x)=0, para x-/=1; la variacién total resulta ser 1 con
subdivisiones estrictas, pero 2 con subdivisiones no estrictas, '

Observemos que en. caso de¢ ser J un punto resulta V (/)=

c"/(J )= (J)-
7.-Teorema. Si ¢() es la asociada de f(z) es Vi(J)=V(J]).

Dempostracion. Como evidentemente para toda subclivision estricta =~

o=0(J) es Zw,(J;) = Zw(J;) por ser w,(J;)=w(J;) (ver teore-
o] c

ma 4), es también V(J)=V,(J). Probaremos que: también es

cierta la desigualdad contraria.-A cada subdivision estricta o(J)=
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{J3,...,J,} le asociamos otra. ¢’ definida asi: los J; que sean

intervalos abiertos o puntos los dejamos invariables, en cambio -

los que sean intervalos semiabiertos o cerrados los substituimos
por sumas de intervalos abiertos y puntos, de tal manera que los
componentes de o’ son o intervalos abiertos o puntos. Por otra
parte es o’ un refinamiento de o, es decir, todo componente de
¢ es suma de componenbes de d’. De lo primero resulta, segin
el teorema 4,

Zo(J})= Zog(]),

puesto que los J; de- o’ son intervalos abiertos o puntos, siendo,

por lo tanto, iguales las oscilaciones de f(z) y ¢(x) en ellos. De
lo dltimo, en cambio, resulta por la propiedad subaditiva de

@o(J)
Zag(/) 2 Zeo(])):

Por lo tanto, para ‘toda o ‘h-emos encontrédb una o tal qué
. Eco,_(])>2mm(.fl)

de donde resulta que Vf(J)>V (J) quedando demostrado el

"~ ‘feorema.

8.- Las 'fdnciones‘ L(y,J) y N(y.J). Slgulendo a Banach

pondremos para cada. conjunto J y para cada valor y,:

L(y,J) =funcién caracteristica del conjunto f[J]; :
Ny(yo,J) =ntmero de puntos zeJ tales que.y,=7f(z).

~ Evidentemente N(y,J)=L(y,J)., Ademés es Ny(yo, /).
. aditiva en J y Ly(yo,J) subaditiva, es decir J = Jl—l—Jz, Ji.Jy=0

implica Ny(yo.J) =Ni{rn 1)+ Ny (30.);
L(yo, J) = Li(yo, /1) + Li(¥o, I 5)-

9.-Teorema. 'Si ¢(@) es asociada de f(z) se tiene:

a) L,(y,J) es funcion' medible de y cuya integral entre —oo
y oo vale o (J)
b) Nm(y,J) es funcién medible de y, siendo q,_(y, J)=ex-
{

!

L P—
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tremo’ superior de ZL.(y,J) para las posibles o es-
trictas de J. N \

¢) Si o, es una sucesién monétona de subdivisiones estric-
tas (es decir tal que cada subdivisién es un refinamiento
de la precedente) de J, cuya norma (=longitud del in-
tervalo méximo de una subdivisién) tiende a 0 cuando n
tiende a ‘o, se verifica: '

ZLm(yOJ a) T ]\/ (:)0"])

OnlJ) >0

indicando la flecha ascendente que ;él primer miembro
tiende al segundo en forma creciente.

. Demostracidn: a) Es. consecuencia de ser darboux1ana la
(z), razén por la cual es '

| ;' f Lm,<yf;J> ay= 4¢[J']|=w;<J>

" tamb1én en el caso. , do que J sea un punto.
- Sabemos por una parte que si ZLy(y,,J;) =k, serd Ny (o, J)
Gn(J) .
~_\k pues en k conJuntos J; hay algin z tal que ¢(z)=y, ¥
estos J; no tienen puntos comunes dos a dos. Demostrar.emos aho-
+ Ta que, siendo o, la sucesion de subdivisiones estrictas de la parte
c),.si Noy(y0.J) >k es posible encontrar un n, tal que para todo
: ‘n>no se verifica -

ZL,(y0J) k.
Cn(J) . B

- En efecto, N,(yo,J)=Fk significa que existen en J por lo
menos & puntos z; que verifican la ecuacién ¢(z;)=1y,. Basta pues
tomar la norma de la subdivisién o, suficientemente pequefia. pa-
ra que cada dos z; pertenezcan a conjuntos J; distintos, de modo
que L(y0,J;) valga la unidad en k conjuntos J; distintos.

De modo que la ZL_(y,,J;) es una funcién creciente de n
on

(por. ser subaditiva la oscilacién respecto del mtervalo) que nunca
supera la cota Ny (yo,/), pero por otra parte supera a cualquler
’numero superado por esta u1t1rna, que por lo tanto es su limite
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para n— . Como este limite es a la- vez extremo superior de,

todos los términos =Ly (¥e,J;), pero por otra parte no depende
</

de la sucesion parllcular o, elegida, serd a la vez el extremo supe-

rior de todas las pombles sumas
Y SL(d). -
O(J)

' 10. - Teorema. Si ¢(z) es asociada de f(w), se tiene para
todo conjunto J:

Vol)= | Noly ) dr-.

1 ]

Demostmczon Hemos visto que con las condwmnea del teo-

© rema antermr es

lim ZLo(y, ;) = No (1, ).

7500 5 @

Como la vexpresion en el miembro izquierdo es una funcién
‘creciente de n, podemos integrar permutando la integracién "con
el paso al limite, resultando

lim | 2 Ly(y, J;) dy:f“Nco(yv’J) dy. ~
) on(h) Y.
El prim-er mienib'ro,_ vale

lim 2 Lo (3, d )dy_—hm Zaoy(J;).

>0 Gn (J) Y o =>0 gp (J)

~ Por 1o tanto el hmEoow(J ;) no depende de la sucesion o,
00 6 (7)
elegida (sxempre que cumpla las condiciones del teorema anlerlor)

y como todas esas ‘sucesiones dan sumas que crecen con n (por

ser- subaditiva la oscilacién con respecto al mtervalo) habra alguna -

* sucesién o, tal que

sup. Zcom(.fl)_hm P coq,(J,)

7330 gp(J)
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Por lo tanto el prlmer mlembro vale V. (), quedando de-
»mostrado el teorema. , Lo

P

11 - Los con]untos c ¥ D. Diremos que f(x) es continua en

@y st 0/(2,) =0, es decir si My(z,) =m(z,). Designaremos con

C{(J) l conjunto de los puntos de J en que f(z) es continua y
con Dy(J) el conjunto J—Cy(J). Del teorema 4 resulta que si
@(z) es. asociada de f(z) es C #(J)=C,(J), podemos pues escri-
bir G(J)=Cy(J) =Cq(J). Los conJuntosC (J) yD,(J) son me-

dibles por ser (z) darbouxiana. En'un punto ze C(J) serdn

- las funciones f(z) y @(¢) uniformes e iguales, por lo tanto

Ni(yo, C(J)) =Ny (y0, (/)

12. - Generalizacién de la férmula de Banach Teorema Para "

toda funcién f(x) se tiene , S /

I{f<J>=/ Ny(y: () drtZe@. )

donde la sumatorm se extiende a todos los puntos zel. Si f(x)
es un1f0rme resulta '

V=] MphdrtZe. ()

Demostracicn. Si los T, en que oof(x,;)>0 no son numei*ables
ambos -miembros de (I) son co. Luego basta suponer que {z,}=
_ D(J) es numerable.

Por lo visto més arriba es '

VD) =V,(/) = f No(y.d) dy = [ Nolr.CONdy+
Ny, D) dy=[ Ny, C)) dy+ [ Ny, D)) dy.
Para probar (I) basta demostrar qué-

[ No(y, D) dy=Zom)  fmd=DO)
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En virtud de lo visto en, (9) es o | o
; n - . Sy

N,(y,D(J)) =lim ZL(y,x,). | 4
- nrco =l ! ’ ; :

Al

n . . .
Como la "Zil-‘lm(y’ xz;) es funcion de y creciente con n, po- .’
N Pr= . :

demos escribir

f No(. D)) dy=lim & f Line)dy=

: = lim Z 0 (%;) =1lim Z o(z;) = Z mf(-”%)

n—5»00 1-=1 N~>00 fem

‘.quedando probado (I). S1 f{x) es ‘niforme y D(J) numerable |

serd f{D(J)] numerable, luego para todo y, salvo un conjunto nu-
merable ,serd Ny(y,C(J))=N(y,J) dé. modo que la integral
que figura en (I) puede reemplazarse por la de (II) y queda pro-
bado el teorema.
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