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SOBRE LA VARIACION DE FUNCIONES 
DISCONTINUAS Y MULTIFORMES 

.DE UNA. VARIABLE REAL 

por M. COTLAR. y E. ROXIN 

Se trata el problema de hallar una fórmula para expresar la 
. variación de una función .discontinua de una variable, análoga a 
la que Banach dió para funciones continuas. En el caso de ser 
y = f( x) continua la fórmula de Banach establece que la variación 

+00 . , 

total de f(x) vale V = f N(y) ay, siendo N(yo) el nú~ero de so- . 
-00 

luci9nes de la ecuación f( x) = Yo' .En lo que sigue Se establece que 
para funciones discontinuas la variación total se obtiene sumando 
a la iñtegral análoga otro término, que es la surDa de las oscila- ' 
ciones de f(x;) en 1 todos sus puntos de discontinuidad; los resul-. 
tados se extienden al caso de una función' f(x) multiforme. 

1. - Los conjuntos f[ x], f[J] Y la función asociada. S.ea 
y=f(x) una función real d~ la variable real x, uniforme o no. 
En 'el caso de ser f(x) multiforme la notación Yo= f(xó) expresa 
que el número y~ es una de las determinaciones de f(xo), es decir 
'uno de los valores que f(x) .hace corresponder a: X o' Designaremos 
con f[xo] al conjunto de estos posibles valores f(xo) y cou If[xo]\ 
su medida, en caso de ser medible. Más general,' si E les en 
conjunto lineal indicaremos con f[E] el conjunto de los valores 
f(x), donde XE E y con If[E] I su medida. Supo f[E] (iní. f[B]) 
designará el extremo superior (inferior) del conjunto f[E], y en 
particular usar,em~s la notación supo f[xo] (inf. f[xo])' Finalmente 
designaremos con J~(xo), e>O, un entorno de centro Xo y radio e,' 

A la función f(x) dada le ,hacemos corresponder otra cp(x) 
definida de lá siguiente manera: para que sea Yo = cp (xo) es ne

. cesario y suficiente que para todo e> ° se verifique inf. f[Js( xo)] 
< Yo <supo f[Js(xo)]. . 
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Diremos quecp(x.) es la función asociada de f(x). cp(x) es , 
en general mUltiforme, aún en el caso de que f(x) sea uniforme. ' 

De la definición de cp (x) se. deduce inmediatamente: 

'a) Si Yo=f(xo), es también Yo=Cp(xo), es decir YoE'f[Xo] 
implica YoEcp[xol ' 

b) Si Yo=/-= cp( xo) existe un e> O tal que' el conjunto f[le( xo)] 
cae totalmente a la der·echa o a la izquiet.da de/yo. 

2. - Teorema: Toda cp ( x) asocüiJda de una f( x) es darbouxiana. 
Esto significa: si Yl=CP(Xl)' Y2 ' :cp(x2), ,eXiste, para todo Yo 

compr,endido entre Yl e Y2' UJl Xo comprendido entre Xl y X a 
tal que Yo= cp (xo), no excluyéndose el caso límite Xl = X 2 = X o' 

Demostración: Consideremos primero el caso Xl =/-= X2' Supo
niendo lo contrario a la tesis, a todo .x del intervalo [xl; x2] co
rr,esponderá un entorn<? J e( X) tal que f[Je( x)] cae de un solo lado 
de' Yo' Como los entornos J(x) cu~ren el intervalo [Xl; x2], existe 
un número finito de ellos, correspondientes a un número finito de 
puntos xW tal que en la sucesión finita f[J(xl)]' f[J(x(ú)J, 
f[J (X(2»], f[J( x(S)], ... , f[J( x2)], cada dos conjuntos consecuti
vos tienen, por lo menos ún punto común, de donde sededuceqU!e 
los conjuntos ,~xtremos f[J(xl )] y f[J(x 2)] deben caer ,de un 
mismo lado de Yo, contrariamente a la hipótesis de que Yo 'está 
comprendido entre Yl e Y2' En el caso de ser Xl = x2' será Yl = 
cp(xl ); Y2= CP(Xl)' luego 

inf. f[Je( Xl)] < Yi < SUpo f[Je( Xl)] 

para, todo e, para i=1,2 Y por lo tanto también para i=O,. 
pues Yo está co~prendido entre Yl e Y2' Según la definición de 
función asociada' resulta pues Yo = cp (Xl) . 

3. - Oscilación en intervalos y puntos. Para todo intervalo J., 
sea abierto, cerrado o semiabierto (con un extremo, pero sin 'el 
otro), el número rof(J)=sup.f[J]-inf.f[J] . recibirá el ,nombre 
de oscilación dé f( x) en J. 

En ",el caso de un punto Xo definimos: 

Mf(xo) =lím supo f[Je(xo)], mf(xo) = lím ~nf. f[Je(xo)] 
_o . ~o 

, y la diferencia M.f( xo) - mf( xo) = ror( xo) recibirá el nombre de 
oscilación de la función f( x) en 'el punto xo. 
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4. - Teorema: Si cp (x) es .la asoc{.ada de ¡(x) se tiene 

a) Mf(xo) =M(¡)(xo) =sup. <p[xoJ' <p(xo); 
mf(xo) = m(¡) (xo) = inf. cp[xo] = <p(xo); 
rof( xo) = rocp( xo) =1 cp[ xo] l· 

. b) Si J es un intervalo abierto es sqp.¡[J]=sup. <p[J]; inf. 
¡[J]=inf. <p[J]; rot(J) =ro~(J). Pero si J no es abierto 
sólo se puede asegurar que sup: ¡[J] -< supo cp[Jl; inf. 
¡[J] > inf. <p[J] ;rot( J) < rocp( J). 

c) Para cualquier intervalo J, cerrado, abierto.o semiabierto, 
que también puede r,educirse a un punto, es <p[J] otro in
tervalo que es cerrado (puede ser un punto) cuya medida 
es 1 <p [J] 1-:- ro cp( J) . 

Demostración: Como toda determinación' de ¡(x) es tambiéil 
una determinación de <p(x) resulta 'sup.¡[.Je(xo)]< sup.<p[.Je(xo)]; 
inf. ¡[Je(xo)] > inf.<p[.Je(xo)]. Por otra parte, como para todo x 
existe un x' infinitamente próximo tal que ¡(x') > <p(x) - 1) para 
cualquier 1»0, debe·ser supo <p[Je(xo)] < supo ¡[Je(xo)] y se' con
cluy,e que M f( xo) = 111 cp( xoY y análogamerüe m¡(xo) = mco( xo). 
Además, 'para todo.E > O es inf. ¡[Je( xo)] < M/( xo)< supo ¡[.Je(xo)].. 
luego, . por definición: de función asociada, resulta que M/( xo) = 
M cp( xo) 'es un valor de <p'( xo), y evidentemente debe ser M f( xo) = 
M(¡)(xo) = sup. <p[xo]. Análogamente será inf. <p[xo] = mcp(xo}= 
mf(xo)' Como cp(a:) 'es Clarbouxiana resulta ,ro(¡)(xo)=sup.<p[(xo]
- inf. '<p[xo] =1 <pe xo) 1, lo que prueba' la parte a) de la tesis. Si 
J 'es un intervalo a,bierto, l(xiste para todo' e> O un par de puntos 
Xl' xI! interiores a .J tales que <p(xl»sup. <p[J]-e, <p(x2) <inf. 
<p[J] + e. Por definición de <p(x) existen x', x" infinitamente pró-. 
xÍmos a Xl' x2' respectivamente, y por lo tanto también interior,e~ 
a J, tales que ¡(x') > <p (Xl) ~ 1), ¡(x") < cp (x2) + 1),; de es10 se 
deduce que supo ¡[J] > supo <p[J], inf. ¡[J] < inf.<p[J]. Por otra' 
parte, Como todo valor de ¡(x) es también un valor de <p(x),. 
tienen lugar las desigualdades de signo opuesto, quedando de
mostrada la parte b),' de la tesis. El resto es consecuencIa' de la 
propiedad darbouxiami de <p ( x) ., 

5. - Coro~ario. La oscilación ro(¡)( J) es subaditiva en' J. Más 
,precisamente: si J=Jl +J2, donde J, Jl , J2 son intervalos abier-
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to.s,oerrado.s o. semiabierto.s, pudiendo. alguno. reducirse a un punto., 
se verificacoC(J (J) <roC(J (J 1) +,O)co (J 2)' Demo.s.tración·: Es co.nsecuen
cia inmediata del punto. c) del teo.rema anterio.r y del hecho. que 
.el co.njunto cp[J] está co.ntenidú en el co.njunto suma cp[J 1] + 
cp[J2]· 

6. - Defirdci~n ' de' variación total. Llamaremo.~ conJurilo-J 
a todo. intervalo abierto, cerrado o.semiabierto y también a un 
so.lo. punto, ,es deoir a to.do. co.njunto. lineal que tenga la pro.piedad, 
que si xl< x <x2, Xl E J, x2 E J implica x EJ. Entenderemo.s po.r 
subdivisión, 'estricta d( J) ,{J l' .. . ,J n} de J a to.da descompo.si
ción de la fo.rma J = J 1 + ... + J n' do.nde lo.s Ji so.n co.njunto.s-J 
sin punto.s comunes dos a do.s; po.r lo. tanto. lo.s co.mpo.nentes Ji 
de la subdivisión d (J) pueden ser "punto.s o. intervalo.s cua les
quiera, con tal ¡,de que cada punto. de J, pertenezca a 'uno. y sólo.; 
uno. de ello.s. 

Para' cada subdivisión d(J) jJv "" Jn} po.ndr'emo.s 

I.cor(J i ) , cor(J1) + ... + cof(Jn) 
,a(J) 

y definimo.s la vari~ción total d~ f(x) en J co.mo.el número. V/(J) 
=,exttemo. superio.r de las sumas I.cof(.li) oorrespondientes a las 

a(J) 

po.sibles subdivisiones estrictas d = d( J). En caso. de ser f( x) uni
fo.rme y continua nuestra definición co.incide co.n la o.rdinaria, en 
la que se to.man subdivisio.nes no estrictas, o .gea de co.mpo.nentes 

'no-rampantes. Pero. en el caso. de funcio.nes uniformes disco.nti
nuas se llega a resultados distinto.s, según seado.pten subdivisio.nes 
estrictas o no e~trictas. Po.r ejemplo.: to.memo.s la función defi
nida en el 'intervalo.[0;2] de la siguiente manera: f(x)=l para 
x=l;· f(x) =0, para x:-¡=l; la variación to.tal resulta ser 1 co.n 
subdivisio.nes ,estrictas, perú 2 co.n subdivisio.nes no. estrictas. ' 

ObserVlemos que en caso de ser J un punto resulta V C(J (J) = 
co/(J) = coC(J(J). 

7. - Teorema. Si cp(x) es la asociada de f(x) es Vf(J) = V q¡(J). 
Dem:ostración. Como évidentemente para to.da subdivisión estricta ' 
d= d(J) 'es I.coco(J¡) > I,cof(J¡) por ser coC(J(Ji ) > cor(J¡) (ver te()re-

a a 
ma 4)" es también VC(J(J) >Vf(J). Pro.baremo.s que, también es 
cierta la desigualdad contraria. ,A cada subdivi~ión estricta d(!) = 
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{Ji> ... , Jn} le asociamos otra o' definida así: ,los Ji que sean 
interv3¡los abiertos o puntos los dejamos invariables, en cambio 
los que sean intervalos semiabiertos o cerrados los substituímos 
por sumas de intervalos abiertos y puntos, de tal manera que ,los 
componentes de d' son o intérvalos abiertos o puntos. Por otra 
parte es d' un 'refinamiento de d, es decir, todo componente de 
d es suma de componentes de d'. De l? primero resulta, según 

, el teorema 4" 

puesto que los Ji' de 'd' son intervalos ;:¡.biertos o puntos, siendo, , 
por lo tanto, iguaLes .las oscilaciones de f( x) y (P (x) en ellos. De 
lo último, en cambio, resulta por la propiedad subaditiva de 

, oocp( J) 

I.rocp(J¡) >- I,oocp(J¡). 
a' a 

Por lo 'tanto, para toda dhemos encontrado una o' tal que 

I.oo¡I.Ji)? I,ooC{)(Ji), 
a' a 

.de donde '.resulta· que Yf(J) > VC{)(J) , quedando demostrado el 
"·~eorema. 

8. - Las f~nciones L(y,.1) Y N (y.."1). Sigui~ndo a' Banach 
pondremos para cada .. conjunto J y para cada valor Yo: 

L¡(y,J) = función característica del conjunto f[J]; 
N ¡(yo,J) = número de puntos x E J tales que Yo = f (x) . 
Evidentemente N ¡(y, J) > Lf(y, J). ! Además es N teyo, J) 

adili vacn J y Lf(yO' J) subaditiva, es decir J = Ji + J 2 ; Ji. J 2 = O 
implica' N teyo, J) = N teyo, Ji) + N I(Y~' J 2) ; 

Lr(yo, J) < Lf(yO' Ji) + Lr(yo, J 2)· 

9. - Teorema.' Si cp(x) es asociada 'de f(x) se tiene: 

a) Lcp(Y,J} es función' medible de .y cuya integral entre - 00 

y +00 vale ooC{)(J). , 
b) NC{)(y,J) es funciÓn medible de y,siendo NC{)(y,J) = 'ex

( 
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tremo superior de ZL;'(y,J) las posibles 
I 

para á es-
o 

trictas de J. 
Si á n es una sucesión monótona de subdivisiones estric
tas (es decir tal que cada subdivisión es un refinamiento 
de lá precedente) de J, cuya norma (=longitud del in
tervalo máximo de una subdivisión) tiende a O cuando n 
tiende a '00, se verifica: . 

indicando la flecha ascendente que el primer miembro 
tieJ?de al segundo en for,plaereciente. 

I Demostración ~ a) Es. consecuencia de ser darbouxiana la 
9 (x), razón por la cual es 

+0;; . f L~(y,J) dy' jcp[J]I=COep(J) 
-00 

también 'en el caso. de que J sea un punto. 

Sabemos por una parte que siI.Lw(YO,Ji) = le, será Nep(Yo,J)" 
On(J) 

:?k, pues en k conjuntos Ji hay algún x tal que ep'(x):-yo, Y' 
est~s .fi· no tienen puntos comunes dos a dos. Demostrar,emos aho
ra que, siendo á n la sucesión de subdivisiones estrictas de la parte 
c), si Nep(Yo,J) > k 'es posible enContrar un no tal que para todo. 
n >no se veri~ica 

I.Lep(Yo, Ji) > k. 
On(J) 

. En ,efecto, Nep(Yo,J) > k significa que existen en J por lo 
menos le puntos Xi que verifican la ,ecuación cp ( Xi) = Yo' Basta pues 
tomar la norma de la subdivisión á n suficientemente pequeña, pa
raque cada dos Xi pertenezcan a conjuntos Ji distintos, de modo 
que Lep(Yo, Ji) valga la unidad en k conjuntos Ji distíntos. 

De modo que la I.Lw(YO,Ji) es una función creciente de n' 
On 

(por. s-er subaditiva la, oscílación ~especto del intervalo) que nunca 
supera la cota Nep(Yo,J), pero por otra parte supera a cualquier 

'número superado por esta última, que por' lo tanto es su límIte: 
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para n ~ oo. Como 'este límit0< es a la vez extremo superior de. 
todos los términos I.Lcr,(YO,Ji) , pero por otra parte no depende 

o,. 

de la sucesión particular C5n elegida, será a la vez el extr'emo supe
rior ,de todas las posibles sumas 

10. -T,eorema. Si cp(x) es asociada de f(x), se tiene para 
todo .. conjunto J: 

00 

VQ)(J) = J N~(y,J) dy; 
-00 

Demostración. Hemos visto que con las condiciones del teo
rema anterior es 

Como la 'expresión en ,el miembro izquierdo es una función 
'creciente de n, podemos integrar permutando la integración 'con 
el paso al límite¡, resultando 

00 00 

lím! 2]' LCI)(Y.' Ji) dy= J'N~(y,J) dy. 
n-+oo On(.J) 

-00 -00 . 

El pri~·er miembro" vale 

00 

lím ~ ;f'[,JCI)(y,Ji) dy=lím I.roco(J i ). 
11.-+00 On (J) n-+::o On (J) 

-00 

Por lo tanto :el lím I. roco(JD no depe'nde de la sucesión C5n 
11.-+00 On (J) 

elegida (siempre que cumpla las condiciones del teorema anterior), 
y como todas esas 'sucesiones dan sumas ,qUe crecen con n (por 
ser' subaditiva la oscilación con respecto al intervalo) habrá alguna 
sucesión C5,.¡ tal que 

supo I.ro'c¡)(Ji ) = lím I. ro~(Ji)' 
. o 1<-+00 o,.(J) 

) , 

J 
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Por lo tanto el primer miembro vaie V (j) (J), quedapdo de
mostrado 'el teorema. 

, 11. - Los con junt¿s C y D. Diremos que f( x) es continua en 
Xo si· rof( xo) ~ 0" es' decir ,si M f( xo) , mf( xo)' Designaremos con 
Cf(J) dC~)lljunto de los puntos de J en que f(x) es continua y 
cOn Df( J) el conjunto J - Cf( J). Del teorema 4 resulta que si 
<p(x) es, asociada de f(x) es Cf(J) , G(j)(J) , podemos pues ,escri
bir C(J) = Cf(J) =C(j)(J). Los conjuntosCcp(J) y Dcp(J) son me
diMes por ser q:> (x) darbouxiana. En un punto x E C (J) serán 
las funciones f(x) y q:>(x) uniformes e' iguales, por lo tanto 

N¡(yo, C(J» = Ncp(Yo, C(J»). 

i2. -Generalización de la fórmula de Banach. Teorema. ,Pp.ra ' 
toda función f( x) se tiene ' 

00 

T:,f(J)=! Nf(y, C(J» dy + I.ro¡(x), 
"':'00 'o: , 

(1) 

q.onde la sumatoria se extiende a todos los puntos x E J. Si f(x) 
es uniforme, resulta 

00 

Vf(J)=f Nf(y,J) dy+ I.rof(x). 
-00' al 

_ (11) 

Demostración. Si los 'xn en que rotCXIl»O no son nmnerables 
ambos, miembros de (1) son co. Luego basta suponer que . {x~} = 
D( J) 'es numerable. , 

POr lo visto más arriba 'es 

00 00 

Vf(J)=V(j)(J)=f N~()',J)dy , f lVcp(y,C(J»dy+ 
-00 -00 

00, ,00 00 

f Ncp(y,D(J» dy= f Nf(y,C(J» dy+ f Ncp(y,D(J» dy. 
, -00 -00' -00' 

Para probar (1) basta demostrar que, 

. \., " 
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En virtud de lo visto en, (9) es 
/ n 

Nco(y,D(J» =,lím Z,LqJ(y,x¡). 
- 71)000 i-1 ' 

n 
Como la .z, LqJ (y, Xi) ,es función. de y creciente con n, po- , 

i=1 . 

demos escribir 

00 00 

J 
Nrp(y,D(J» dy=lím ~ J.Lco(y,Xi) dy= 

n+oo 1-1 
-00 -00 

n n 00 

= lím Z, COco (Xi) = líni Z, COf( X¡) = z: COt( Xi) 
n~ i=l n-+oo i-l ;-1 

quedando probado (1). Si f( X) es 'uniforme y D( J) numerable 
será ¡[D(J)] numerable,. luego para t9do y, salvo un conjunto nu
merable ,será Nf(y, CCJ» =N((y, J) dé. modo que la integr'al 
que figura en (1) puede reemplazarse por la de (11) y ,queda pro-' 
bado ,el teorema. 

CRONICA 

EL JUBILEO DE MAURICE FRÉOHET 

Oon motivo del jubileo del matemático francés Maurice Fré<¡het (n. en 1878) 
la Unión Mátemática Argentina ha resuelto adherir al homenaje que el m~do 
científico rinde al eminent~ creador de la teoría de los esp~cios abstractos 
que hoy domina a la matemática toda. " 

Oon ese objeto y por voluntad expresa de Fréchet, la ,Société Mathéma
tique de France creará uno o dos' premios a otorgarse a' comienzos de 1950,S: tra
bajos originn.les de .Análisis geneml (Teoría de espacios abstrn.ctos, transfor
mn.ciones de. elementos n.bstra.ctos entre sí) y sus n.plicn.ciones. Se' admitirán , 
tra.bajos en lengua extranjera con resumen en francés. 

Ln. Unión Mn.temáticn. Argentinn. confín. en el aporte pecunin.rio de' todos 
sus miembros para tan noble fin, habiendo sido encargada por In.. comisión 
especin.l formada por la sección de Geometría de ,la Academia de París, inte
grada para este objeto con algunos colegas de Fréchet de la Ecole Polytech
nique, para efectuar la colecta en la Argentina' y países limítrofes. Se ha 
fijaij.o una cuota mínima de' $ 20, moneda argentina. 

La lista de adherentes será publicada por la Soeieté Mathématique de 
'Francia, patrocinadora. del merecido homenaje a una de las figuras máximas 
de la' matemática del siglo XX. 
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