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ZUSAMMENTASSUNG: Fuer den Hauptteil eines weitgehend beliebigen Sig-
nals gegebener Dauer werden enge obere und untere Schranken angegeben, die
nur von der Dauer und nicht vom Verlauf des Signales abliaengen. Insbeson-
dere wird berechmet, welcher Bruchteil-der Gesamtenergic eines Signales gege-
bener Dauer hoechstens auf TFrequenzen w innerhalb eines Bandes gegebener
Breite |w|==Q entfaellt. Die Kiipfmiiller’sche Regel ueber den Zusammen-
hang zwischen Bandbreite und Einschwingzeit eines Filters wird in verallge-
meinerter Form bewiesen, Ferner wird bewiesen, dass die Durchlasskurve eines
Filters mit monotonem Einschwingvorgang auch mnicht angenihert rechteckig
sein kann, sondern ungefaehr Glockenform hat. Genauer kann man zeigen, dass
hei einem Tilter mit' monotonem Einschwingvorgang die saemtlichen Ableitun-

gen des Uebertragungsmasses nach der Frequenz ihr -absolutes Maximum bei.

der Frequenz Null haben und dass ebenso die geraden Ableitungen der qua-
dratischen Durchlasskurve nach der Frequenz jihr absolutes Maximum bei der
Frequenz Nu]l haben. -

Ec la técnica de telecomunicaciones se debe a menudo esta-
blecer relaciones entre una sefial u(f) que es una funcién del
tiempo y su espectro f(jo), que es una funcién de la frecuencia.
Cada una determina completamente a la otra estando ambas vin-
culadas por medio de integrales de Fourier. En general es difi-
cil ver lo que implican tales integrales para los problemas prac-
ticos. Sin embargo existen resultados sobre las relaciones entre
sefial y espectro que admiten aplicaciones directas 'y cémodas y
que por lo tanto se usan muy a.menudo en la técnica de las
telecomunicaciones. Ejemplo de ellos son los teoremas sobre la
relacién entre la. velocidad de grupo o el tiempo de retacdo de
una sefial y su espectro [1], la regla de Kiipfmiiller sobre la
relacién entre el tiempo de formacién de una sefial y el ancho
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de banda de su espectro [2] y las reglas sobre la forma de la
curva de seleccion de un filtro con tfransitorios monétonos, como
las formuladas por Wallman, [3]. Una parte de estos resultados
han sido establecidos en forma rigurosa mientras la regla de
Kiipfmiiller y las de Wallman son extrapolaclones de ejemplos
particulares.

Nos hemos planteado el problema de establecer reglas mane-
jables y rigurosas a la vez, analizando los espectros de las sefiales
de duracién finita, las sefiales con espectros de «ancho finito» y
los espectros de sefiales monétonas.

Existe una ley bésica de la transmisién de seiiales en los sis-
temas lineales que satisfacen el principio de superposicién: para
que no existan distorsiones serias de sefiales de duracién t en
sistemas lineales, el ancho de banda de la transferencia del sis-
tema debe ser del orden 1/v. Esta ley posee gran unportanma
préactica, porque el ruido de fondo y el precio de los equipos
aumentan con el ancho de banda. Nuestro anélisis de las rela-
ciones entre sefial y espectro nos permitira precisar laley general.

I. - Teoremas J

Una sefial arbitraria (con un ntmero finito de puntos de
discontinuidad) u(f) de duracién finita t admite una represen-
taciéon por medio de su espectro f(jo) de la forma

u,(t),=§1; [ f(jo)eiotdo con f{jo)=

T

=f u(t)ejotdt y u(t)=0 para |t|>—1:2—.

T

3
Llamamos energia total E de la sefial a la magnitud

T

2 [>2]
, 1 [,
‘E‘l\:f U.2 dt:z'—ﬂ— f 1f* dco. | )

T
7
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El asterisco indica -el imaginario conjugado. Llamamos den-
gsidad espectral de la energia a ff*. Llamamos energia parcial .

en la banda [o|<() a la integral . -
Q : ‘ .

1
| BQ)=;5 Qf ff* do.

Teorema 1. :

La densidad espectral de la energia ff* de una sefial de dura-
cién finita vy de energia total E, admite la acotacién superior

. B .E .

o e TS

con n(0)=1=n(wt)<2=n(x). .

i

A

Para =0 el signo igual es valido sélo en el caso de la
sefial rectangular (u(t):const. para |t|§%) . Tal sefial rectan-
gular posee la densidad espectral

fir=m [0

0t/

., . b - o e
expresién que en el intervalo |ot|<m no es muy distinta de la
cota superior.

Teorema 2. \

Para |wt|<= la densidad espectral ff* de una.sefial no
negativa (#=0) de duracién © admite la acotacién inferior 2

«

Frzf(0) cos? (w1/2); ot -

En vez del espectro f(0) para la frecuencia © =0 podemos

introducir el valor medio de la sefial ﬁ=?1 udt:%f(O). El
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signo igual es vilido sélo para una «sefial» de dos picos iguales

N . T
en los instantes t=:|:T2— .

Teorema 8. :

Para |ot|<m la densidad ff* de una seiial no negativa y

du
= > <0 *
dt’v=0 para t=0 ¥y

‘i—':go para tg_O) no es menor que la densidad de la sefial rec-
tangular de la misma duracién y del mismo yalor medio

con un solo méaximo en el instante t=0 (

I 0) [—Sezf;;/ ‘] "

El signo igual sélo vale para la sefial rectangular.

Teorema 4. L
Entre todas las sefiales de duracién finita t y de energia
total E hay una U(f) con la energia parcial méxima E.,,. (Q)
en jel intervalo |o|<€). Esta sefial satisface la ecuacién inte-
gral .
T
? 1 sen Q(t—s)
, _ 1 senQ(é—s) .-
U(t)_}\f R U(s) ds.
T
2
La energia parcial méxima es una funcién del producto Qe
e igual al reciproco del primer valor propio A; de la ecuacién
integral.

Este valor propio lo hemos calculado numéricamente. Como
demuestra la tabla siguiente, en la parte esencial del espectro no
es posible mejorar mucho la concentracién espectral con respecto
a la correspondiente sefial rectangular.




<

—144 —

La énergia parcial méxima se encuentra entre los valorés
E<E.. <E. La energia parcial de la sefial rectangular-la Ila-
mamos E

re

Q< 0 1 2 3 4 45

T 0 0,313 0,574 0,777 0,994 1

E 0 0,313 0,571 0,758 0,935 0,965
Er 0 0,310 ) 0,571 - 0,753 0,850

v

Teorema 5.

>0
<0
un filtro de transferencia T'(jw), resulta la tensién de salida u(t)

1
Si excitamos con la tensi6n escalén e(t)= o Para t

1 77
u(t):z—ﬁ; f%epldp v>0.
._jm+v

Kiipfmiiller define el tiempo de formacién © de la seiial u(t)
en la salida del filiro por medio de la tangente méxima

s —_— 1‘

T -
o (D

o 1
y deruestra que para el filtro ideal con T(jm):{ o para

| o] {;’8 se verifica la relacion
T= _ﬁ‘ -

Este resultado lo generalizamos para filtros arbitrarios:

du
dt

P F
_5_2?_/ 17| do.
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El signo igual vale s6lo en el caso de una transferencia con
fase lineal, o sea

T (jo) =|T | e-jooe,

Teorema 6.

En una comunicacién presentada a la decimotercera reunién
de la AFA, A, Gonzédlez Dominguez ya ha demostrado que «si
la transferencia de un circuito lineal pasivo es tal que su médulo
|T| vale la unidad en un intervalo finito o, <o <<w,, la res-
puesta del circuito a la tensién unitaria no es mon6tona [4].

Ademéas hemos obtenido férmulas que; implican la regla de
Wallman. Para que la respuesta de un filiro a la tensién escalén
sea mon6tona, la transferencia T(jo) debe satisfacer para todas
las frecuencias las desigualdades ' -

drT drT d2n|T'|2| _ |d*|T|2
don|= | dwn|y—o’ dwo2n = do?n |y—o .
La desigualdad particular ‘
d2|T|2| _|d2|T|2
<
do2 | = . do? w=0 "

implica que la curva de seleccién |T'|2? de un filtro tiene curva-
tura mixima para la frecuencia ©=0 y, por lo tant6, no _puede
ser aproximadamente rectangular como la del filtro ideal, sino que
es campaniforme. La definicién precisa de la seleccién y la mo-
notonfa de los transitorios no son propiedades compatibles.

I1.  Sefiales de duracidn finita.

Para demostrar el teorema 1 debemos analizar una sefial de
duracién © y de energia total - E. Descompongamos tal sefial en
su valor medio (componente continua) y su parte alterna

-

u(ty="0-+u,(t).
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Con estas definiciones resulta

’

T T

2
E:f u2dt=f uy? dt 4 1u2 = 2 )
T

T

o -2
O sea .

£2(0) <-E.

El signo igual vale s6lo para u2;—=0, es decir para la sefial
rectangular. '
1

La sefial rectangular u= para [t
0

<X
posee el es-
>

oA ) a

'pectro
T
2 /2
. . sen ot
= ~jol —_——,
f(]co) f eriotdt @t/2

T

2

Esta primera desigualdad admite una .generalizacién para
frecuencias arbitrarias, la cual constituirdA nuestro teorema 1.
Formemos la expresion

a—2 f(jeo) efost

<
u,(t):= para |¢|
>

oA A

0

I Obtenemos asi Ias ecuaciones

T
2
f u, ejotdt=0

T

"3
y .
[wurdi=[ uuprdi 2 ftjoq (o) 2L fjmn) G0

\
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La dltima desigualdad vale para funciones complejas arbi-
trarias u(t), que se anulan para |t|>%, y en particular para u,(t)

Y su espectro f,(jo):

S

| n (o—owy)T/2
fr(joYi= f u, e-1ot dt=f(jo) — f(jeoo) 3 M

2,

‘ fr(—Joo)=f*(joo) — f(joo) ———

sen coo‘l:

Sustituyendo en la dltima desigualdad obtén‘emos

T

en
f u*di=> —{ fr* [ il \@0(:)01 ] [f2+ f*e] Se:,:iot}

2

1 sen w,T |y 2
> ppef] — |20
= T ff (1 ©,T )
o sea
1 senytfy2 1
Tss T ff% — — ffE
Ez— ff*(1 o ) +—

lo que equivale al teorema 1.

La comparacién de esta cota superior con el especiro de la
sefial rectangular demuestra que no es posible mejorar mucho la
cota para |wt|<m.

Para demostrar los teoremas 2 y 8, es decir, para establecer
cotas inferiores para la densidad espectral de la energia, modifi-
caremos las condiciones que deben satisfacer las sefiales. En vez
de prescribir la energia total, prescribiremos el valor medio &
de la sefial lo que ya nos fija el valor del espectro para la fre-
cuencia O:

J f(0) =u.

Nos preguntamos entonces con qué rapidez puede disminuir
la densidad espectral en la proximidad de la frecuencia 0.
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-

L)
Si no imponemos a la sefial ninguna otra restriccién, la

densidad espectral puede anularse para frecuencias arbitraria-
mente ‘pequefias, segin lo demuestra la consideracién de un pro-
blema de. antenas formalmente equivalente al nuestro. La de-
pendencia funcional entre el diagrama y la distribuciéon de la
corriente en el alambre viene expresada por una integral de Fou-
rier del mismo tipo que la que establece la relacién entre una
sefial de duracién finita y su espectro. Es sabido que tal dia-
grama de antena puede poseer ceros para angulos arbitrariamente
pequeiios si la corriente en el alambre cambia de signo. Esto nos
indica que para establecer cotas inferiores de la densidad del
espectro, debemos imponer a-la sefial condiciones suplementarias.
Admitiremos que no cambia el signo de la sefial u(t):

u(t)=0.

Para establecer la cota inferior empezaremos por plantearnos
el problema de encontrar el valor minimo de la parte real del
espectro:

T
2

u(t) cos oatdt—]f u(t) sen oot dt.

T

) 2

~~

~~

<

e

vg‘_
d\wl.—l

Sélo la parte esencial del ®spectro depende poco de la forma
precisa de la seial. Por lo tanto resultard una cota inferior para
aquellas frecuencias o para las cuales el cos ot bajo la integral
no es negativo, o sea para las frecuencias |ov|<<w. Con esta con-

2

. T
€0s ot = cois © E =0.

- dicién resulta para |t|< =

Como por hipbtesis el valor medio de la sefial esta fij.;ado,“
resulta el valor minimo de la parte real del espectro para las
sefiales que se .anulan para todo ¢ con excepci6n de sendos en-

tornos infinitesimales correspondientes a los instantes tzzE—;—

N
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£

Resulta asi la désigualdad

- . -

ol A

ucosmtdt>cos?fudt—f(0 COSE_
: T

R
ol ol

P
y con ella el teorema 2):

, . f* 2 f(0) oos - para ot

Como una sefial de dos picos iguales a distancia t todavia
no es una sefial en el sentido de las aphdacmnes, serd natural
imponer mas restnccmnes a estas sefiales; admitiremos que la
5 sefial posee un’' solo miximo en el instante ¢=0.

du du _ -
< — < >0.
m_O para t=<0 Yy ldt=0 para =0

Descomponemos tal sefial en su parte alterna y su valor
medio y obtenemos asi

1(jo) f*(jo) = f [Tt ()] [Tus(ty) ] ereles) dt1' diy
. sen? wt/2 sen ot/2 s o '
=f30) —5r (@7/2)? +2f(0)—mt/2 /2 05 tdt—l—[/uzeJ ldt]

A los efectos de obtener una cota inferior, es legitimo supri-

mir la parte impar de u(t), la que s6lo contribuye al tercer tér-
mino aumentindolo.

Con nuestras condiciones para la sefial, la integral

- no es negativa, lo que nos da el teorema 3:
&

sen? ot/2

. ‘ -—f2() ( 1.‘/9)0
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El signo igual vale s6lo para una parte alterna idéntica-
mente nula, es decir, para la sefial rectangular.

Para demostrar el teorema 4 .tenemos que analizar la energia
parcial de una sefial de duracién t:

P

T
2

‘ E(Q)——— f ff*dm— f f [ u(tl)utg)e—me-tz)dtldtzdg

1 sen Q(t,—t .
= [ [ =) u) e )

—— —— i

2 2

Se comprueba que para toda sefial es valida la desigualdad
1

0<E(Q)<E()=E.

Es sabido por la teoria de.las ecuaciones integrales, que entre
todas las sefiales de energia ‘total E existe una U(t) para la cual
E(Q) toma su valor miximo E,., (Q) y que esta U(¢) satisface

* la ecuacién integral

T
1 sen Q(tl tz)
t—ty

U(t,) =X U(t,) dty.~

T
\ -z 'i.

Con la normalizacién E =1 resulta

. 1

Emnx=m =3 '
1

ll AY

siendo z; el primer nimero caracteristico de la ecuacién y Xy

el primer valor propio. Es posible calcular z; por métodos
numéricos con aproximacién arbitraria. Como el nicleo .

- (s, )= 1 senﬂtg —s)
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es positivo definido [0 <E(Q)], todos los nimeros caracteristicos
son positivos; obtenemos cotas superiores para x, por .medio
de las siguientes desigualdades:

l 1>.’D1 . i 4
B m '
S1=/lc(t, t)dt= 21 Z, >3y
o]
=/ k(t,s) dtds= Z 3,2 > x,2
1

S, = %—‘ S,2 = ;12_[20_181'(2(2:) —2sen? QrCi(2Qr) —C — In 2Qr]

(C-=constante de Eulér-Mascherbni).

En nuestra tabla hemos puesto E=S, para S;<1y E=1
para S;>1. Para obtener una cota inferior comparamos

oo
(Do f=(S—ap |
con : ' .
<o
2
lo que nos da
[Si—2 2= Sp? —x,2.

Como cota inferior F' obtenemos

|

siempre que la raiz sea real.

Los teoremas 1 a 4 demuestran que una sefial de duracién t
y de una forma utilizable en la técnica de las telecomunicaciones
posee un espectro que en el intervalo |ot|<m depende poco de
la forma de la sefial y en cambio depende de su duracién. Es
sabido que para frecuencias mayores el espectro depende mucho
de- los detalles de la sefal. '

Mg
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III. La regla de Kipfmiiller

Para el filtro ideal T'(jo) = {(1) para |o| {; g

Kiipfmiiller ha calculado la siguiente respuesta u(f) a la tensidén

1 1. 1 >0 .
escalén e: u(t):—z— + — 8i(Qr) para e(t):{o para t{ e
Con su definicién del tiempo de formacion t de la sefial .

resulta
1 T

\ NET

dt max

' . ¥

Es féacil generalizar este teorema para fillros arbitrarios.
Representemos la tension escalén por medio de la integral

v} joo .

- L ept 1 >0 ’ .

e(t):—_f_-d —{ para t{ A ]

! N on 0 <0 i
]y._jmp r R

v>0

Siendo T(jw) la transferencia de un circuito lineal arbitra-
rio y -no necesariamente pasivo, obtenemos

\ 3
’ . ©vtjoo . q
2mnj J p b

v—joo . K

y para la derivada de la respuesta 3

v+joo
' ) =~ z '[
v()=oz [ T ertdp. .
v—joo b L
g | q
i ’ .- Suponemos que para p—o T(p) se anula por lo menos co-
mo 1/p?, lo que no es una restriccién para los filtros de buena
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seleccibn. Entonces podemos poner v=0 en la dltima integral,
lo que hace evidente la desigualdad siguiente:

f IT(Jm)

La integral del segundo miembro es igual al 4rea de la
curva de seleccidon del filtro, la cual en el caso del filtro ideal
de Kiipfmiiller toma el valor de 2Q. En el caso de una fase li-
neal, vale el signo igual. Siendo lineal la fase, obtenemos

do.

f T(jo) eiot dw

T (jo) =|T|esom,
3
de manera que en el instante {={, resulta

T(joo) eiot=|T.

Con esto demostramos el teorema 5.

IV. Filtros con transilorios mondtonos

Wallman ba enumerado las reglas s1gu1entes sobre filiros
con transitorios mondtonos:

La curva de seleccién de un filtro debe ser campaniforme:
y la fase debe ser lineal para que los transitorios sean mondtonos.

Las obtuvo como generalizacién de muchos ejemplos par--
ticulares.

La primera condicién necesaria que debe cumplir tal filtro,.
publicada como resultado riguroso es la de A. Gonzalez Domin-
guez.

Las siguientes férmulas rigurosas implican que la curva de:
seleccién debe ser campaniforme por ser monétonos los transi-
torios. o

Una condicién equivalente a la monotonia de los transitorios-
es la que la derivada de la respuesta sea no negativa. Usando la
inversion de nuestra representacién de la respuesta a la tension
escalon es facil ver las consecuencias de esta desigualdad para la:
transferencia:’ -

v -
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. oodu oL 7e. QU \A N
T(]CD): "CE@ ) [dt, dz 20. N %
. 0
Obtenemos I o
| e - 5
|T (jeo|= fu’(t) e—jotdt | gf w'(t) dt=T(0);
0 b

el signo igual vale sélo para ©=0. Para todas las derivadas de
la transferencia resultan desigualdades anélogas siendo legitima la
derivacién bajo la integral por ser u/(f) una funcién que dis-
minuye para {—s>o exponencialmente.

o o) )
drT . . o |drT
= 4 — —jol - 4 e .
: T If w'(t) (—jt)r e—jotdt | ;f u'(t) tndt ldwu -
0 - 0
i ‘ T
x Para la curva de seleccidén resulta
1) e=| [ [ e wis) e, | =
ey 00
. ,, e ee) =T ano |
| 4 . {
i , .
e y para todas las derivadas pares ) ;
ri (.ii’ T2 v @ 0o ' ‘
- n
- du|)2n| ‘:I / / w(ty) ' (ty) (b—tp) " ittt diy diy | <
0 @
oo o \
den|T |2 C4
4 4t —+t \2n =l . . b
of 0/ uf,ﬁ)”(%) (8—tp)% diydiy dotn |,y . ,

»

b ' Usando sélo la desigualdad con n=2. ya resulta que la curva
de seleccion debe ser campaniforme. Buscando la curva que sea
la més semejante al rectngulo del filtro ideal, ponemos el signo
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igual en esta desigualdad. Esto demuestra que la correspondiente
curva de selecci6n que debe empezar con el valor 1 para la fre-
cuencia ® =0 y terminar con el valor, 0 para frecuencias gran-
des, se. compone de dos trozos de pardbola. Esta curva posee el
drea minima compatible con su curvatura inicial para ®=0. Su
drea es (). su tangente maxima es Q! y su derivada segunda
es Q2.

Es una consecuencia de las otras desigualdades que en reali-
dad la tangente méaxima de la curva de seleccién de un filtro con
transitorios monétonos es menor que la tangente maxima de

nuestra curva formada de dos arcos de pardbola; es decir, la cur-

va de seleccion de tal filtro es muy distinta del rectingulo, es
una curva campaniforme. . .

bl
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