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SUMMARY, This paper deals with eertain aspects of the mathematieal theory
of linear systems. In the first part we study those systems whose transfer fume-
tion is a Laplace —Stieltjes integral with a veal generator— the inditial ad-
mittanee of the system — of bounded variation in. every finite interval. The
stable systems are obtained when de total yariation in (0,c0) is bounded. Ge-
neral theorems of Wiener-Pitt on TFourier-Stieltjes integrals, 'and their analo-

gues for Laplace — Stieltjes integrals enable one to immulate simple and ge-

neral stability entena, in particular for feedback systems of one or several
meshes.

The second part deals with de ‘¢ Wiener transfer 'funections’’, that is, those
whose admittanee han a derivative of integrable square. Due to the essential
faet that the eclass of these functions is identical with the class H, of Hardy
in a half plane, it is possible to establish a canonical representation of these

transfer functions where their modulus on the real axis and their zeros im -

the 1-ight half plane figure as parameters (formula’ 27). It is shown how this
formula can be made the basis of a theory, in a certain semse complete, of
these transfer funetions, generalizing antomatically “the important coneept of
‘‘minimum phase-shift’’ transfer funetions due to Bode, and of ‘‘all-pass’’
transfer functions. Formula (45) determines the pase of a Wiener transfer

funetion as a function of its modulus, and viee-versa, under conditions which.

are more gfaneral than the usual ones. Results are also obtained when the phase
or the modulus are known only in a finite frequeney interval.

In the third part we study the synthesis of circuits whose transfer fun-
ction is preassigned. ZBy means of formula (77) it is possuble to synthetize 2
transter funetion as a product of simple, maximum modulus transfer funetions.
Theorems 26 and 27 contain results on the possibility of synthesizing transfer
funetions ‘'when the modulus and the phase are simultaneously given,

\

(*) Este extenso trabajo del doetor ALBERTO GONzALEZ DOMINGUEZ re-
presenta la contribucién del autor a los homenajes cientificos tributados a los
doctores Ricardo Gans y Teéfilo Isnardi.



Estudiamos en la primera los sistemas cuya transferencia es una:
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Nos ocupamos en este. trabajo, que consta de tres ‘partes, de

ciertos aspectos de la teorfa matematica de los circuitos lineales.

integral de Laplace-Stieltjes con generatriz real —la admitancia
indicial del sistema—, de variacién acotada. en todo intervalo

fmno Dentro de esta amplia categoria — que  comprende natural-
mente. las transferencias de sistemas constituidos _por un nuamero

finito de constantes condensadas, que son funciones racionales —,
los sistemas estables corresponden a aquellas integrales de Laplace-

‘Stieltjes, cuya generatriz tiene variacidn total acotada en (0,).

Teoremas generales de Wiener-Pitt sobre 1ntegrales de Fourier-

Stieltjes y sus analogos para_ integrales de Laplace-Stieltjes de-
mostrados por Pitt, Beurling y- IIllle (cfr. Hille, 1), permiten

formular criterios generales y simples de estabilidad, en particu-
lar para sistemas con redlimentacién, de una o varias mallas

Estudiamos en la segunda parte las transferencias de ‘Wiener,.
es decir, aquéllas cuya admitancia tiene derivada de cuadrado -

integrable. Gracias al hecho —esencial para nuestro objeto -=,

/

de que estas funciones coinciden, segtn un teoroma de Paley—\
Wiener, con las llamadas funciones de.la clase H, de Hardy en

el semiplano, se puede establecer una representacién candnica de

-estas Lransferencms, en la que. intervienen como paramcl,ros su

modulo para las frecuencias reales y sus ceros interiores al semi-
plano de la derecha, (formula 27). Mostramos como .esta for-
mula permite elaborar una teoria en cierto sentido completa de

“estas transferencias, generalizdndose automaiticamente el concepto
~importante de transferencia de defasado minimo debido a Bode,
y el de transferencia «pasa-todo». Sefialemos la formula (45),

que determina la fase de una transferencia de Wiener en funcién de
su médulo y viceversa, en condiciones més generales que las
usuales. Obtenemos también teoremas sobre la ‘determinacion de
la fase en funcién del médulo y viceversa, en el caso muy comiin

“en la practica de que alguna de éstas caracteristicas se conozca s6-

lo. en un intervalo finito de frecuencias. _
Abordamos en la tercera parte el. problema de la sintesis

~_de circuitos de transferencia prefijada. Damos en primer lugar.
un método que permile, en casos muy generales, sintetizar una
- transferencia de médulo prefijado por medio de una exprési(’)n
' (férmula 77) constituida por un producto de transferencias sim-
' ples de médulo méximo. :
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Los teoremas 26 y 27, con que termina la memoria, con-
tienen resultados sobre la posibilidad de sintetizar transferencias
de médulo y fase simultdneamente prefijados.

La mayoria de los. resultados contenidos en esta memoria
han’ sido dados ya a conocer en comunicaciones presentadas en
las reuniones 72, 82, 92, 10a, 112 y 132 de la Asociaciéon Fi-
sica Argentina, realizadas la primera en La Plata, ¢l 19 de abril
de 1946, y la tltima en Buenos Aires, el 23 de mayo de 1949.

. PRIMERA. PARTE

TRANSFERENCIAS DE LAPLACE-STIELTJES

1. Definiciones. Sistemas lineales.

Los sistemas que consideraremos. serdn lineales, con para—
métros Fisicos 1ndependlentes del tlempo y admitiremos que
para ellos el principio- de superposicién se traduce en la for-
- mula fundamental ' b

R(t) = fE(t—T)dG(T). L

En esta formula, R(f) es la «respuesta» del sislema a la:
«excitacion» E(t); G(t), que supondremos de variacién acotada
en todo intervalo finito, normalizada y desprovista de parte sin-
gula<r (1), es una funci6n caracteristica del sistema, llamada cad-
mitancia indicial». E(f), G(t) y R(t) son nulas para {=0. De
la férmula (1) se deduce inmediatamente que G(t) es la res-
puesta del sistema al. «escalén», o funcién de Heaviside

<
Uty = 0 para t__.__Ov

- 1 para ¢>0. .

* E admitir que G(t) earece de parte singular no restringe la genera-
lidad en vista.de las aplicaciones; en efecto las funciones singulares (esto es,
de variacién acotada, continuas y de derivada nula en casi todo punto) no
han tenido hasta ahora trasecendencia en la fisica, y en cambio simplifica mo-
tablemente el tratamiento matemditico el suponerlas inexistentes en G(t), se-
gﬁn. veremos dentro de poco, cuando estudiemos los sistemas estables.
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De entre. los sistemas que cumplen la relacmn (1), sélo es-

'tud1aremos aquéllos. cuya admitancia. indicial es. tal que la in-

g(p):f@"Pth(t), p:.’v—}—Lco [2]

es convergente para p ‘de parte real- suflcwntemenbe grande En

tales sistemas, la «transferencia compleja» g(p) determina univo-
camente 'a G(t), y puede ulilizarse para - caracterizarlos, con
iguales titulos que esta ultima. Si la integral (2) converge para
z=0, la funcién g(zm) coincide con el ccociente de la srespuesta
por la excitacién en régimen sinusoidal puro». Hay, pues, razo-
nes fisicas poderosas para definir la transferencia de un circuito
lineal como lo hemos hecho, por medio de una integral dé¢ La-
place—StleltJes En todo este trabajo, con la locucién « Lranaferen-
cia de Laplace-Stieltjes» -desigharemos, ‘pues, las integrales de
Laplaoe-SheltJues convergentes, de generatnz real.

2. Sistemas estables.
Caso " particular de los-sistemas cuya transferencia tlene la

expresién (2), son los sistemas estables. Son aquéllos en los
que toda excitacion acotada origina respuesta acotada (2). Los sis-

“temas estables se caracterizan por tener admitancia 1nd101a1 de

variacién total acotada en (0,0) (3).

He aqui algunos e‘]remplos, ilustrativos de las dehmclones
que preceden, que consignamos para,futura referencia.

. : o p— »
1 =L~ g real . v 3
) | 9@) e . [3]

(*) Usaremos indistintamente las palabras ‘‘sistema’’ y ‘‘circuito’’.
(®) Cfr. el teorema de Hildebrandt, (HILDEBRANDT, 1, phg. 868), segiin el
éual toda funeional lineal definida en-el espacio de las funciones medibles aco-
tadas en (—oo,oo) , adoptando como mnorma. ¢l extremo superior de lX(t)|,

se’ expresa por una mtegral de Lebesgue-Stieltjes

P = [t da(D),

y la’ var1ac16n total de a(E) es la norms, de-la funclonal
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efecto;
.g(p,).l:‘/ erdGD), K
0 . : ‘ C

Yy la variacién total de

\

G(t)= U(t) — 2 [ e dr,

0

es acotada.

'2)* | “Pth(t)

-~

Como la variacién total de '

L
 H)=U(t)+2a [ e de
, o 9 .

no es acotada, el circuito es inestable.

[o0]

.0

B gp=ew=[endleal ()

;-

el circuito (que es una linea de retérdo)_ es, pues, estable.
4) : g(p) =e®, a>0. ‘ , (52)

Esta funcién no es una transferancia, segun nuestra defml-
cion, pues no es representable por una integral de Laplace-
~ Stieltjes del t1po (2). :

-

5 g(p)=p=[ end[uU) C

0

Este circuito «p‘asa—todo» (lg(iw)]=1) es estable. En
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g(p) es la transferencia de un «amplificador ideal» de constante
de amplificacion p. El sistema es estable. Para abreviar, llama-
remos transferencias estables a las correspondientes a sisternas
estables. i

v
‘

8. Criterio general de estabilidad.

Es un hecho muy interesante el que, en condiciones muy
generales, las funciones holomorfas de transferenczas estubles son
transferencios estables. En términos mds precisos vale el si-
guiente ' S

Teorema 1.-Sea g(p) una transferencia estable, y. sca
cp(z) una funczon holomorfa en un cierto recinto R. La condi-
cidn necesaria y suficiente para que la funcion

i

M) =9(0(r) NG

sea .una lransferencia estable, es que R contenga la adherencia
del conjunto de valores .que J( p) toma en el semiplano conzplvto
de la derecha. '

Esta proposicion, que es la transcripci(')n, en términos de
transferencias, de un teorema que figura en el tratado de Hille (4),
tiene su raiz en un clisico teorema de Wiener, segin el cual
si una funcién que no se anula admite un desarrollo en serie de
Fourier absolutamente convergente, su rec1p10ca admite un desa-
rrollo semejante.

El teorema 1 tiene numerosas aplicaciones. Pomendo por

' »eJemplo @(2)=1/z, resulta que la reciproca de una transferen-

cia estable, distinta de. cero para Rp=0, es una transferencia es-
table; y como el producto de-dos transferencias estables es tam-

"bién una transferencia estable, (cfr. D. V. Widder, 1, pp. 83 Y,

siguientes), se llega al siguiente

Teorema 2.-El cociente de dos transferéncias estables es

_una transferencia estable, si el denominador no se anula en el

semiplano completo de la derecha. '
Bode llama «complementarias»; dos transferencias cuyo pro-

() E..Hig, 1, pig. 314, Lemma 15.5.1.
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v

ducto es una constante real (5). Del Teorema 2 se deduce como

caso muy particular, Iel siguiente

Teorema 8.-Toda iransferencia estable, sin ceros en el

semiplano completo de la derecha, tiene una transferencia com-

plementaria cuyo producto por ella es igual a la constante posi-

tiva prefijada A. Lo

‘Este. - teorema extiende, para transi‘erencms de Laplace-
Stieltjes, un teorema formulado por Bode para transferencms
racionales ().

4. Criterio general de eslabzhdad para szstemas con reali-
mentacion.

Del teorema 2 se deducen criterios: generales de estabilidad
para sistemas con realimentacion. En el caso més simple consi-

derado por Nyquist, en que el sistema consta de un amplificador-

de constante p (ejemplo 5 de pag. 279) y de un circuito pasivjo
de transferencia B(p), la transferencia total del 51stema tiene,
segn es bien sabido (%), la forma

il
|

g<p>\—-'—& o [7]
—pB

Si se repara en que el denominador de g(p) es, como dife-
- rencia de dos transferencias estables, una transferencia de la mis-
ma clase, obtenemos del teorema 2, sin necesidad de calculos, el

Teorema 4.-Si tanto el circuito W como el circuito B
son. estables, la condicidn ‘necesaria y suficiente para que el
circuito con realimenlacion de transferencia (T) sea estable, es
que sea : ' -

(PERFL g

para todo p de parte real = 0.
En el caso mas complicado de circuitos con varias mallas de

(*) Bopg, 1, pig. 249.
(") Bobpk, 1, pig. 249,
(") Bopg, 1, pp. 31 y siguientes.
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reaccion, la transferencia serd, en la ~:(grenreralid‘ad de los casos, un
cociente en que el numerador y denominador constan de varios
sumandos, cada uno de los cuales es a su vez el producto de un
ntmero finito de- transferencias, y el criterio general de estabilidad
sigue siendo aphcable El sistemia serd o no- estable, sequn que el
denomjinador sea o no distinto de cero en el semiplano com-

- pleto de la derecha.

Quedan asi precisados, y extendidos al caso general de trans-
ferencias de Laplace-Stieltjes, los teoremas consignados por Bode
para transferencias racionales. , : :

5. Sistemias de admitancia mono'tonaQ

Caso particular -de los. circuitos estables son aquellos cuya
admitan¢ia indicial es acotada no decreciente: Los HNamaremos
«sistemas de admitancia monétonay: Su interés reside en que la
“monotoneidad de la respuestaes Jpropiedad deseable (ausencia de

sobretenswones). Vamos a ver que es facil obtener sobre ellos -

multitud de resultados a poco precio. En efecto, su transferencia,
que supondremos normalizada, es decir, g(O)—i (lo cual no,
restringe la generalidad) (%), coincide en el eje imaginario (a
menos de una inesencial diferencia de signo en el integrando), -
con la_funcién caracteristica de -una varlable aleatoria no nega-
tiva. A continuacién mostramos, con algunos weJemplos, el part1d0
que puede sacarse de esta correlacion. .

Cabe preguntarse si existen filtros de respuesta monétona.
La respuesta es negativa. Més precisamente, la mera transcrip-
cién de resultados conocidos sobre variables aleatorias infinita-
mente pequefias, conduce al siguiente

Teorema b.-Sea g(p) la transferencia normalizada de
un circuito de admitancia mondtona. Si existe un w,>0, tal que

parq todas las frecuencias menores que w, en valor absoluto se

~verifica lo igualdad |g(iw)|=1, serd necesariamente

, g(p)=ecicw, az=0.

(®) En efecto .
| o | o |
o)z [ o-m a1 6()]1=o [ o= aH(®), 0=0(0)..

0 0

e

e b L
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- Es decir, que .l tnico circuito ‘de. admitancia mondtona que
. tiene las propivedades exigidas en el teore’ma, es la linea de retai‘d‘o.

6. Relacwnes enire el tiempo de formacwn de la senal y- el
mddulo de la transferencia. .

Dos ntimeros caracteristicos 1mportantes ligados con la ad-_

mitancia indicial, son el «tiempo de retardo» y el «tiempo de for-
maci6n» de la sefial (%). Se han dado diversas definiciones de
esstas dos caracteristicas, semiempiricas, y por fanto inadecuadas
para un ftratamiento teérico general. Es por ello intergsante com-
probar que, para circuitos de admitancia mondlona es posible,

dejandose, guiar por la analogla con las, variables aleatorias no-

negativas, dar de estos dos nimeros ,uni “definicién satisfactoria
desde el punto de vista de la teoria. Es facil comprobar, en
“efecto, que el tiempo de retardo y el tiempo de.formacién son
conceptos correlativos de «esperanza matematica» y «desviacién
standard», respectwamente.

Dado, pees, un circuito de admitancia monétona G(t), de-
finiremos los dos «tiempos» mencionados de la manera siguiente:

Tr:/th(t> A T V (9)!

sz:‘[ (=) d G(t). | “ (10)

Son de gran trascendencia ‘en la técnica de las comunicacio-
nes las relaciones que ligan el tiempo de formacién de la seiial
con el moédulo..de la transferencia; una de ellas es la llamada
regla de Kupfmiiller, segin la cual el ancho de la banda pasaute
es aproxmladamente reciproco del tlempo de formacwn (10)

(™ In inglés ‘‘delay time’’ y ‘‘build up time’’, respectivamente.

(*) La regla de Kupfmiiller, euya validez aproximada comprob6 su autor en
el caso de un filtro ideal, ha sido justi:fic:ida. con rigor, para una categoria
bastante general de’ sistemas, por el Dr. Kurt Friinz (efr. K, Frinz, 1).
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He aqui un teorema que pertenece a ese orden de ideas.

Teorema 6.-Sea

oo -/

apy=emdGy BTy

[=}

la transferencia de un circuito de admitancia monotona que cum— '
ple la condicidn :

/ I ldo <. e
Se verifica ?IltOIlceS
=y de—ig@r. ¢ Gy
En efecto, .

4'Tf2+lg’(Q)]2;—-'/.t2dG(t)v :/tf'}dG(t)./ et dp =
: CHE o .

; =fclw/e—w5 t3d G(t) :/[—g"’(x)] de < .—%‘/lg’”(ico)'mco.
o, 0 ' 0 R . moo T

La inversién del orden de integracién estd Jusl11'1cada por la
positividad, y la ultima desigualdad es consecuencia de un teorema

de M. I’uesz (1).

(*) M, Risz, 1.
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SEGUNDA PARTE ™ .

TEORIA DE LAS TRANSFERENCIAS DE WIDNDR

7 Sistemas de excitacion disc ontznua

Objeto principal de este trabajo es el estudio de las transfe-
rencias de Wiener. Asi llamaremos a las transferencias de aque-
llos sistemas cuya admitancia indicial tiene derivada de cuadrado
sumable en (0, ) (12).

. Bl estudio y descubrimiento de las propiedades de los sis-
temas de Wiener, se facilita por la observacion de que tales
sistemas son correlativos «continuos» de los sistemas «de exci-
tacién discontinua» (13). Designaremos asi aquellos sistemas li-
neales tales que entre | Ja excitacién, la admitancia y la respuesta,

.que son sendas sucesiones '{E, } {G,} y {Ry}, subsiste la re-

lacién (analoga a la;(1)):

R Z En_\,G ' .- (14)

- y={

La transferencia del circuito de adm1tanua AG,} no es otra

cosa que la seriede Taylor
[e 0]
g(z)=2= G,z (15)
n=0 .
La teorfa matemdtica de ;estos circuitos coincide, pues, con

la de las series de polencias de coeficientes reales convergentes -en-

(*) Los teoremas 9, 16, 18, 19 y 20 figuran en un memorindum redactado
por encargo de la Compafiia Phillips, en el afio 1945. Agradezeo al ingeniero
Alberto Doiman, director de la empresa, su amable autorizacién para reprodu-
cirlos aqui.

(*) Es justo llamarlas asi, pues Wiener ha sido el pumelo en utilizar,.

para fines de sintesis, la representabilidad de transferencias por medio. de
integrales de Laplaee econ generatriz de cuadrado sumable. Cfr. Y. W. LEg, 1;
‘WiENEr-LEg, 1, 2; LpE-WIENER, 1.

(¥ Mae "Coll los llama ‘‘sampling eirenits’’; efr. MAc Cory, 1, pg. 88;

‘James, Nichols y Phillips (1, pg. 231), los llaman ‘filters with pulsed data’’.
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el-circulo unidad. Los circuitos discontinuos estables corresponden,
asi, a las series de potencias-(15) absolutamiente convergentes en
|z|=1; y los circuitos correlativos ‘de’ los corresponchentes a
transferencias de’ Wiener, son aquéllos cuya adm1tanc1a es tal que

'

EfGt<a  ae

‘

Es bien sabido que la familia de Ias funcmnes 9(2), Tegu- .
lares en z< 1, cuyos -coeficientes cumplén. la relacién (16), coin-
cide con la familia de las funcmneq regulares en |z|<1 y tales’
que

2n

f l,g<rei**> v < 6 0=r<1, o=reit;

es decir, con la . clase H de Hardy ,

En definitiva: «los sistemas de Wiener de exciticion discon-
tinua son aquellos cuya tr ansferencm es und funczon de la clase
"H,, de cocficientes reales». ,

8. F orma candnica de ‘las tr ansferencms de Wiener, cor es—,
pondientes a circuitos de:excitacicn ‘disconlinua.

La observacién recién consignada permite elaborar la teoria
completa de tales sistemas, que dejamos para otra ocasién. Nos
limitaremos a hacer dos observacmnes que nos serdn necesarias
més adelante. .

La primera .es que "las func10nes g(reit) de la clase H, de
Hardy son las :funcmnes)regulares en ]’|<1 tales que lg(rel”)lp
tiene, en el mismo recinto, una mayorante harmoénica. El interés
~de esta propiedad caracteristica de las funciones H, reside
que es invariante con respecto a ‘transformiaciones conforrnes, y
permite por lo tanto definir las clases #, no-sélo para: el circulo
unidad, sino para todo recinto snnplemenle conexo.

La segunda es que, de una representacion canénica de las
funcioges. de la clase H, dada por Smirnoff (*4); se deduce la
siguiente representacién canénica delas transferencias de siste-
mas de Wiener, de excitacién discontinua, que designaremos como

&) v . ‘SMIRNOFF, 1.
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14

Teorema - 7.-Toda transferencia de un sistema de Wie- S
<L ner de excitacion d1scont1nua admite la- representacmn canénica ‘
" 51gu1ente - o § :

€

'_g(z) B(z) exP{ il—;ifﬁ(g dt}

) | ‘exp{n (1—22)ds(t)}. .(17)'.

1--22 cos {22
§

En esta f6rmula, B(z) es el «producto de Blaschke» formado
con los ceros z, de g(z) interiores al circulo unidad:

L T
- z)——zHI y L 18)
' ( vV = |Zv| . . (
zZy -
debiendo los z, cumplir la condicién |
M|z, |<oo; o (19)

M(t) es una funcién medible no negativa, tal que [M({)|P y
lg M(t) son sumables; finalmente s$(¢) es una funcién acotada
no decreciente, cuya derivada es nula en. casi todo punto del
intervalo de definicién. '

Se comprueba facilmente que M(t) es, en casi todo punto, el
moédulo de la transferencia limite, y este hecho cogi‘lﬂre a la
férmula (17) evidente importancia para fines de sintdsis.

. S 9. Las funczones de la clase H, .de Handy en el semiplano
' de la derecha. -

Consignamos en. este pardgrafo algunos resultados acerca de”
las funciones de la clase H, en el semiplano de la derecha, qua -
necesitaremos luego .en varias ocasiones, y en particular para
establecer la forma canénica de las transferencias de Wiener (15).

(®) Véase la memoria de KriLorr, 1, donde figuran teoremas méis gene-
raled referentes al semiplano superior.,
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Diremos que ﬁna funcién g(p) (p==+iw), regular en el

‘semiplano x>0, pertenece a la clase de Hardy-Kriloff de orden

X, o mas brevemente, que g(p)eHK,, si |g(p)|* tiene en ese
semiplano una mayorante harmonica.

De lo dicho en el parag. 8 se -deduce que ‘estas funciones

‘no son sino las funciones de la clase H, trasplantadas del circulo
. unidad al semiplano de la derecha por med10 v.g., de la trans-

formacién
e 1—_p’ p= 1—z
. 14p 14z

T 1ol 14e®

9=—2arclgw, w=— tgi, d9 _-—2doo.

2 o 1-}-c0? (20)",

Resulta asi, sin necesidad de calculos, que la forma general

N

9p)=Za (1"—”)" @
—0 l—l—_p '
con
w i .
Zlan|2<oo. - (22)
n=0 i .

Poco miés trabajo exige el obténer, aplicando las transfor-
maciones (20) a la férmula general (17), el siguiente

Teorema 8.-La forma canénica de las funcion2s de
la clase HK, reales para p real, es

o9 =g {2 MO ) (2 (00}
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Los simbolos que  aparecen en esta i'ormula tienen el si-
guiente significado:

- @ es una constante no posmva B(p) es el «producto de

Blaschke» formado con los ceros pv de. g(p) mtermres al semi-
plano positivo:

14p,| 11—p,|
B _prvlva ol 24
2 v=1 p+py 1+p, 1—p, . @

debiendo cumplir los p‘,, la condicién
‘ . \
3 R o, L@
v=1 1+|pv12 o

M (¢) es una funcmn medible no ncgauva tal que las fun-

ciones
' BLOTL. lg M (1)
14 142

* son sumables; finalmente,

s(f) es una funcién no creciente, de variacién acotada en
(0,), cuya derivada es nula en casi todo punto del intervalo
de definicion.

10. Forma paramétrica de las transferencms de Wiener..
Las funciones regulares en el semlplano de la derecha que
cumplen la condicién

a

=

[lg(@tio)pdo<e, 0<o<w (26)

—co

\ 5,
son tales que |g(p)|7‘ admite en .ese semiplano una mayorante
harménica (16); constituyen, pues, una subclase de la clase HK,.

Las llamaremos funciones de la clase de H ille-Tamarkin, y escri-

h1remos, mas brevemente, g(p)eHT, (17). Estas funciones des- .

(), - Véase, por ejemplo, KriLorr, 1, pig. 98.
(") Hille ¥ Tamarkin han sido, en efecto, los primeros en estuduulas sxs-
temAticamente en una conoeida memoria. Cfr. HILLE-TAMARKIN, 1.
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" empefiaran un papel fundamental en lo que sigue, 'gradias al he-
-cho, esencial para nuestro fin, descubierto por Paley-Wiener (18),

de que la clase de las funciones HT, es idéntica.con la clase de
das’ integrales de Laplace con generatriz de cuadrado sumable.
Por lo tanto, las transferencias de Wiener no son sino las fun~
ciones de la clase HT, reales para p real.

Como las funciones de la clase HT, poseen todas una fun-
cidh limite g(io)e L} (19), de la formula (23) se ‘deduce el
siguiente = = -

Teorema 9.-Toda transferencia de Wlener adm1te Ia

‘ SIgulente representacmn paramélnca

e plgM(t)dt} {E/pds(t)} oy
g(p) = B(p) exp{ 2 [PEROd o 2 =

: 0 :

En esta formula o es una constante' no negativa, y B(p) est4
definida- por la férmula (24), deblendo los p,- cumphr la con-
dicién. (25); ' :

s(t) es una funcién no.creciente, de variacion acotada en el
intervalo de definicién; finalmente M(Z) es una funcién medible
no negativa, que cumple las condiciones

[
o) :

f|M<t)|2dt<o‘o, S (28)
] : o '
g M(e)\dt _

(29
142 (29)

0

"

11. Relaciones entre las iransferencias y las funciones de

la clase ﬁK

Antes de entrar a estudiar la representacién paramétrica, lo
wual va a permitirnos hacer la teoria completa de las transfe-

’

(®) . PALEY-WILNIR, 1, pig. 8, Theorem V. Cfr. también G. Domrscm, 1, phg.
272, SATZ, 1, quien da’ del teorema una demostracién especialmente interesans

~te para el fin que nos interesa, apoyfindose en resultados -de Hille-Tamgrkin.

Otra demostracién del teorema figura en Hiris, 2, pig. 99, Cfr, nota 22.
(*®) Ver HirLe-TAMARKIN, I, pig. 338.

s
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rencias” de ' Wierer, _consignaremos algunos. resultados que -nos
~ seran utiles mas adelante, sobre todo en los problemas de sintesis,
-acerca de las relaciones existentes ertre las funciones HK, y HT,.

Teorema 10.-El producto de una funcidn ¢(p), regular
y acotada en el semiplano >0, y real para p real, por una
transferencia de Wiener g(p), es una transferencia de Wiener.
 Este teorema se demuestra observando que ¢(p)eHK,; si
se efecta la mult1pl1cac10n expresando’ ¢(p), by g(p) por sus re-
presentacmnes canénicas, el teorema resulta sin dificultad (20)

Teorema. . 11 El producto de tma funcLon cp(p)eHKn,
real para p real, por una transferencia de Wiener g(p) tal que

g(iw) =0 (l) , es ung transferencza de Wiener (20)

Tamblen neste teorema se demuestra sin chflcultad recurriendo
a la representamon ca.nomca de los factores

Téorema *12. - Condicidn necesaria y suficienie para que

una funcién ¢(p), regular en x>0, pertenezca a la clase HEK,,
es la s1gu1ente. :

!
/

(Ti"g—g/l BT, (30)

Este teorema se demuesira, igualmente, recurriendo a la re-
presentacién canénica de ambas clases (21). ,

Para p=2 se obtiene del teorema anterior, teniendo en
cuenta las formulas (21) y (22), el siguiente corolario, que enun-
ciamos como

’

(”5 El teorema es vAlido, naturalmente, sin la restriceién de que ¢ (D)
¥ g(p) sean reales para p real, y se demuestra de igual modo.
(™) De todo teorema sobre representabilidad de funciones de Ila clase
HT) por integrales de Laplace se deduce, pues, en virtud del Teorema XII,
una,"proposicién anfloga sobre representabilidad de funciones de la clase HE),
Teoremas de los mencionados en primer término han sido dados por varios au-
tores; .cfr. CATON-HILrE, I, pig. 236, donde se demuestran resultados muy ge-
nerales de este tipo.- Cfr. también G. DoErscH, I, donde por primera vez figu-
ran demostraciones completas de teoremas sobre representabilidad de funciones
de 1a clase HTj por intermedio de integrales de Laplace.
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Teorema 13(22).-La clase de las transferencias de Wie-
ner es idéntica con la clase de funciones :

_°° (1—p)" '
9(p)= W .. (3

donde los coeficientes a, son reales, y

a2 <. . (31

g ne=(

Teorema 14.-La reczproca de una ]‘unczon g(p) de la
clase HK, sin ceros interiores y lal que g(io) —/—O es una fun-
cién de la misma clase.’

Este - teorema es consecuenc1a de la formula canonica.

- Teorema - 15.-La condwmn necesaria y sufwlente para
qiie una funcidn F (p), reqular en el semiplano de la derecha,
sea la reczproca de una transferencia de Wiener que no se anula
-para ninguna frecuencia real, es que esa funcidn sea el producto
de (14p)? por una transferencia de Wiener sin ceros en ¢l se-
miplano =0. "

La condicién es necesaria. En efecto, si se cumple la tesis.
serd, en virtud del Teorema 12:

F( )_1-I-p - R(p)7=0, para Re(p) =0,
P hip) h(p) e HK2. : o

Aplicando el Teorema 14 resulta pues

F(p)=(1+p) g(p) = (L+P)*(p),
con f(p)eHT? y no nula en Re(p)=0.

Invirtiendo los pasos de la demostracion se comprueba que
la condicién es también suficiente.

(**) De igual manera se demuestra que la (81), sin la restriccién de que
an sea real, cs la forma general de toda funcién f(p) eHT., Un teorema
equivalente ha sido demostrado por Hille (HILLE, 2, pig, 99), con método
completamente distinto del texto. Digamos' de paso que la lectura de -esta
memoria de Hille es la que nos sugiri6 apliear la teoria de las funeciones HT,
a problemas . de sintesis de eireuitos. ‘

,/
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.

12, Consecuencms de la. representaczon parametrwa el cri-
terzo de Paley-Wlener : :

1

Daremos comienzo al lestudlo de las propmdades de las trans—

ferencias de Wiener a partir .de su' representacion icanonica. Con~ - -

viene .en primer- lugar referirse al ‘significado de las- esenciales

condiciones’ (28) y (29).' La primera afirma que .el médulo de.

una transferencia no puede ser demasiado grande; la segunda; que
no puede ser demasiado pequefio (28). En particular, el médulo

no puede anularse en un intervalo arbitrariaménte pequefio sin -
. anularse 1denllcarnentu (24).- Otra .consecuencia inmediata del ele-

gante criterio que se traduce en las férmulas (28) ¥ (29), y que
", es adecuado Tlamar <criterio de Paley-Wiener» (), es que no

existé transferéncia cuyo rnodulo se anule Ie\nponﬂncmlmenlc en

el infinito. .
Escrlblremos la transferencla de Wlener general en la forrna

: o= Apue), e
B - ds | L
A(p)__ie apB(p) e\p{ _/pp2-[—(ti)’}’ o | (33)-

]

P

(®) La aserci6n (29) constituye el teorema ecorrelativo, para las furcio-
nes AT, del teorema de Szegd para las funciones H,, segin el cual el logarit-
mo.,de la funeién limite de una funclén de esa clase es integrable. Cfr. T.
Rizsz, 1, phg. 91. . : . ’

.(*) Bsto explica las contra dlccmnes a que da lugar la consideracién de
Jos llamados ‘‘filtros ideales’ ’, ¢l médulo de cuya transferencia ‘es idéntica-
mente nulo fuera de la banda pasante. De acuerdo con nuestra definicién, tales
filtros mo sbélo mo existen en la 1eahd‘1d sino que no existen como entes de
razén,

i

de la representacién canémica de la funciones de. la clase HT,

’

o é(é)-:exlg{é_fw}. o m
o ‘ Tod ; o

" Asi lo Tama tamblén Wullman (cfl YALLEY-WALLMAN, pag. 721).
Cfr. el teorema XII de Paley-Wiener, I, pig. 16, que se deduce sin dificultad.
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" Conviene observar que, de estos dos factores, sélo u(p) es’
una transferencia de Wiener. En efecto, e=*p es la transferencia
de un trozo . de, linea defasadora, de ‘admitancia indicial U(i—a);
cada uno de los factores del producto de Blaschke es también
(cfr. féormula (8)), la transferencia de un sistema estable. En
cuanto al ultimo factor de A(p), vamos a suponer de aqui en
adelante que la funcién s(t) carece de parte singular, y se reduce
por lo tanto a una funcién en escalara Sera, pues,

[pds <t>} {_E “_P?_} :
s(p)= exp{ f Vs exp - "i e _(35?,
- con ¢, =0, Z:c},<0° | 0_2&,{<°°.

=]

No estd demis comprobar quc cada uno de los factoress

1)
. . T on=1 p2-t,2

~ es una transferencia de ‘Laplace-Stieltjes. En efecto, si en la
"formula conocida (26)

R :
L_l[ ex {——ap}]:fj 2V (t—)7) . J 2]/;1; d
| M o no< V; %) - To(2 Vo).
ponemos
a:ifﬁ,
T iy,

y efectuamos un cambio lineal de variable, obtenemos la integfal
de Laplace, convergente para p>-0 '
o]
exp;{ 2 _P } Py / e-pt H (1) dt, (36)
7 p--{—t\ 2 AN '
. ;

n

——

(*) Vr, por gjemplo, G. DoErscH, 2, pig. 107, férmula 27. -
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t,

H<¥> _ / To[2Y (tt—)7] Ty [ 2V3—t—] d

'No entra en la formula el caso t,=0 (que se presenta cuan-
do la funcién G(t) de la férmula (14) se reduce al escalén de
Heaviside con salto ¢). Pero también este caso se reduce a una
integral de Laplace, obteniéndose sin dificultad (27)

A

A {;Ei} jo—ptd [U(t)+JO(2 ] | @70

T p

Las transferencias (36) y (87) corresponden a filtros limi-

tes de filtros regulares. Podrian llamarse filtros «supresores de .

raya», pues el modulo de la transferencia vale la unidad para to-
das las frecuencia menos una sola, para lacual ¢l médulo es cero.

12. Significado fzszco de A(p). F iltros generales « pasa todo» .
! L

Estudiemos con un poco de detalle la transferencla A(p)-
Puede comprobarse que A(p) es la forma mas general de fun-
cién regular, de moédulo menor que uno en el semiplano de parte
real positiva, real para p real y tal que A(iw)=1 en casi lodo
todo punto del eje imaginario. A(p) es ‘pues. la transferencia ca-
nénica del filtro «pasa todo» mas general (28). o(p) es, por su

parte, la transferencia mas general de un filtro pasa todo sin.

ceros en el semiplano de parte real positiva. Segtin hemos dicho
‘en (12) las transferencias o(p) corresponden a filtros. singulares
y conviene disponer de un criterio de ausencia de transferencia
" singular en un sistema.

(*) Cfr. CamMPBELL-FOSTER, I, pig. 79, Pair, 654.2,
(®*) Con esta locucién traducimos, a falta de otro mejor, la expresién in-
glesa ‘¢

nominaecién conespondelia g6lo a la transferencia e¢—% que aparece como fae--

tor en 4(p), pues cl médulo de ella es estrictamente igual a uno para todas

las freeuencias reales (p=iw). En eambio, B(p) yo (p) tienen médulo limite °

igual a la unidad sélo para casi todas las frecuencias,

all pass sectlon”. Conviene observar que, en sentido estricto, tal de-
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v Teorema 15.-Una transferencia de Wiener que no se
anula para ninguna frecuencia real (o mds general, una funcidn
- de la clase HK,, que no se anula en el eje lmagznarw) carece de

parte singular o(p).
Este teorema ha sido demostrado (para el caso del cu‘culo)
por HOSSJer—I‘rostman y por Seidel ().

14. Los factor.es de - B(p) letros « pasa todo» propmmmte
dichos.

La transferellcla B(p) tiene la _parhcularldad de ser la Tinica

" ‘de las componentes de la transferencia de Wiener g(p) qua se

anula en el semiplano de la derecha. Cada cero de, g(p)," con-

‘tado_con su respectiva multiplicidad, corresponde a- uno de los -

factores .

p__ljv Il‘]“‘pvl Il_pv|_..-._ " S (38)
p+pv l4p, 1—p, '

/ P
Estas _ lransferencms estables son las que Bode llama «all
pass sections»; en efecto; lienen médulo uno para todas las

frecuencms reales, de modo que permiten modificar la fase de . *

una transferencia sin modificar -su médulo (30) y (31) ‘

v Como toda transferencia de Wiener es real para p real, se

deduce que sus ceros p, o bien son reales, o bien aparecen @
pares .complejos conjugados (32). | . :

. Cada una de las transferencias (88) transforma  conforme-
mente el semiplano de la derecha en el circulo unidad. Por lo
tanto, cuando p recorre el eje imaginario desde —io hasta i o,
la transferencia (38) recorre la circunferencia unidad en sentido
negativo. Si son n-los ceros interiores, el argumento del producto
de Blaschke dard n vueltas en sentido negativo, y puede. demos-

—_—

(*®) TrosrMmaN, I, pig. 107, y SEIpEL, pigs. 205 y 213.

.(®) s sabido que- B(zw) =1 para casi todo w ; ‘efr. NevANLINNA, I,
pig. 196. _ ’ )
» (™) Véase ‘el parigrafo ‘‘Properties of all pass structures’’, del libro de

" Bode (BopE, I, pig. 239).

{(*) Por eso dice Bode (loc. ecit., pig. 240): “An/y all-pass network is

.eqmvalent to a number of first and second degree all-pass networks in tandem’’.
. Este resultado, demostrado por Bode para transferencias racionales, queds pues ex-

tendido para toda transferencia de ‘Wiener, sea o no finito el ‘nimero de ceros.

i
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‘trarse que en el caso general de ‘infinitos céros; el aflJO de: B(z)

‘toma efectivamente todos los valores de la mrcunferencm ‘unitaria
infinitas veces (33 Queda asi generahzada para transferencias
generales la asercion de Bode (3%) sobre transferencias racionales:

«we' see that the phase: characteristic' of “an’ all—pass structure :

must always have positive slope». T
. g

'15 Las tlwalzsﬁe_rellcias‘ de' mo’dulo‘ rria’ximo (of d’e 'clefcc.sado
mmlmo) ' 5
-Ocupémonos ahora de la h‘ansl'erencm u(p) que flgura en el
‘ 'segundo miembro de (32). : :
'Es ésta una transferencia de Wiener sin ceros en &l semi-
‘plano " de la derecha’ (todos los ceros de g(p) han sido '« alsladow
en el factor B( P), y, como- de acuerdo con lo dicho en pag.. 293,

A(p) tiene médulo menor que la unidad’ en ‘el interior del semi- -
plano de la 'derecha; y médulo uno en casi. todo punlo del e]e'

4mag1nar10 resulta,” para Re(p)\

il

<@l )

~es . decir, vale el

Teorema 16.-Enire -todas lus transferencias de Wiener

de midulo M(w) en el eje imaginario, lo dada por la formula .

(84) es la de mddulo mdzimo en el semiplano de la derecha.
‘Paréce pues natural Ilamar a las. transferencias de la forma
(84), transferencias de mddulo mdzimo. La propiedad més inte-
resante de estas trans[erencms, desde el punto de vista de las aph—
caciones, reside en que, segtn lo demuestra su forma canénica
(34), estdn unfvocamente caracterizadas _por su mddulo.
Supongamos que A(p) se reduce a un producto de Blaschke
con un namero finito:de factores (segin sucede en el caso de
transferencias racionales). Tomemos argumentos en ambos mlem—
bros de la 1gua1dad (32) Corno el argurnento de. B(zw) e del—

v

(™) Cfr. A; CALDERON,’ A -Gowzirrz DomiNaUEz y A.rZ&GMUND; 1.
(*). Boom, loc. cit., phg. 241. Téngase presente que Bode llama ‘‘phase
shift’’ al argumento, con signo negativo, Nosgotros tladuclremos phase 'shift

por defasado, y en cambio -emplearemos las palabms fage o mgumento 1ndls- b

tintamente.

iy
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/

creciente, se ve'que hay razones para llamar a las transferencias
(34) transferenmas de argumento mdzimo, o sea de defasado
minimo. :

, La férmula (34) constltuye en efecto, la generalizdciéon na-
tural de las transferencias racionales que Bode llama «de defa-
sado. minimoy, de las cuales hace en su libro importantes apli-
caciones. '

. De cuanto acaba de decirse, se deduce que el contenido fisico
de la formula (32) puede expresarse como sigue:

Todas las transferencias de Wiener de mddulo M(w) se ob-
tienen multiplicando la correspondiente transferencia de mddulo
mdximo por la seccidn pasd todo mds general.

La férmula’ canénica (27), puede a su vez, interpretarse co-
mo sigue:

El circuito mds general cuya transferencia tiene mddulo
M(w0) en casi toda frecuencia, se obtiene poniendo en cascada
una linea defasadora, un nimero arbitrario (finito o infinito)
de circuitos pasa todo, un filtro supresor de raya y un circuito
de transferencia de médulo mdzimo, correspondientz a M(w).

Puede decirse, en resumen, que la férmula candnica, apli-
cada a las transferencias de Wiener, permite generalizar de ma-

nera natural, y sin hipétesis adicionales «ad -hoc», la teoria de-

Bode de circuitos de defasado minimo de transferencia racional,
y sus teoremas sobre estructuras pasa todo.

16. Relaciones entre la parte real y la parte imaginaria de
transferencias de Wiener.
Sea u(w) una funcion de la clase de Lebesgue L* (—oo, o),

En tal caso existe, para casi todo ‘o, la «transformada de

Hilberts de u(w) (35):

' v(co)— P f ”(t)dt | - (40),

t—w

y si v(®) es también una funcién de la clase L* ('lo‘_ cual sucede
siempre si A>1), su’ transformada de Hilbert es igual en casi

(*) Con el gimbolo P. / designamos el ‘‘valor principal’’ de la integral,
en el sentido de Cauchy. '

I
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todo punto a —u(co):

v(t) dt (41

u(oo) =

Este- teorema ha sido .demostrado por Hille-Tamarkin, y
generaliza un clésico resultado de M. Riesz (36). )

Sea g(w)=u(w) +iv(w), la funcién limite de una funcién
de la clase. HT,. Se demuesira que u(o) y v(w) estin ligadas
por las relacmnes (40) y (41). Mas precisamente, subsiste el
teorema siguiente (37): :

Condicion necesaria y suficiente para que una funcién com-
pleja u(o)+iv(w) de Ly(—o 4 o) sea la funcidon limi-
te, para x—0 de una funcién de la clase HT,, es que u(w) y
~v(w) sean transformadas de Hilbert de la clase L, (—®, o).

Las transferencias de Wiener son funciones de la clase HT,,

reales para p real; por lo tanto, la parte real de la funcién limite
serd una funcién ‘par, y la parte unagmana una funcién impar.
De esta simple observacién se deduce, sin necesidad de calculos,
el siguiente teorema, 1mportante para las aplicaciones.

* Teorema ~-La parte real u(o) 'y la parte imaginaria

v(w) de la funcwn lzmzte g(») ‘de una transferencza de Wiener,
estdn lzgadas por las formulas, vdlidas en casi todo punto:

'U(CD)— P foo u(t) dt’

' (42)

.2 oc;,‘vt dt
. 0 ’

Estas férmulas aparecen por primera vez en la literatura téc-

*) Cfr HiLLE- TAMARKIN 1 pég 344; M. Rmsz, 1 pag 218.
(“’) TI'I‘C'HMARSH, 1, pig. 128,
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nica en la memoria -de, Bayard (38) Despues han sido- rodestu-

_biertas varias veces (39); . es curioso que nmguno haya notado

que las formulas (42) no son sino las clasicas formulas de’ Hil-,
bert, ‘para el caso u par y v.impar, a pesar de que ya Lee en
1932 (49), consigna la observacion  fundamental, (debida a N.
Wiener) de que «the conductance and the susceptance of the ad-

‘mlttance of a network, are Hilbert transl'orms or conJugatc inte-

grals of each other» ('11) L
Por lo demis, las férmulas (42) tienen, ya més do cien anos

'Hﬁrd‘y que las consxgna sin dcmostracmn en 1909 (‘12) se las
.atrlbuye a Schlonulch (43) o

i

17. Relaciories modulo—fase para. transferenccas de W iener

'de modulo mdmzmo D

Las formulas. (42) resuelven completamente para lransfe—

réncias de Wiener, el problema de la determinacién de la parte -
imaginaria en funcién de la parte real, y viceversa (), Pero estas

formulas, importantes cuando g(w) es una 1mpedan01a no lo

~ son tanio cuando g(co) 'es una transferencia. En’ este caso, lo.

que tiene real importdncia es la delermmaclon del modulo en fun-

‘cion del argumento, y viceversa.

* Ya sabemos' que el problema tiene solucién univoca solo

para. las transferencias que ‘hemos llamado de médulo miximo.

Tomando logantmos el problema queda reducido formal-

" mente al caso anterior. Pero sélo formalmente, pues el log antmo

!

de una transferencia de médulo maximo no es una transferencia
de Wiener, y por lo tanto las férmulas (17) no son aplicables.

(®) BAvARD, 1, pAgs. 661 y 663. Bayard flo considera i;rans,ferencias, sino
impedancias; w(w) es la ‘‘registencia’’ del dipolo; w(w) .la ‘‘reactancia’’.

(®) T. Murakr y M. S. CORRINGTON I, dan una b1bhogmfm bastante
completa al respecto.’ )

() Y. W. Leg, 1, pig. 87.

(**) Esta observaci6n de Wiener: es ‘una Fazén més para consulerarlo el
creador de la moderna teoria matem&tlca, de los circuitos lmeales .

() IIARJ)Y I, pig. 204. :

(#) 0. Scmrdmivcw, 1, vol. 2, pag 156. .

" (%) Se.logra que las f61mulas ‘(42) valgan en todo punto, 1mpon1endo‘
restricciones adecuadag; por ejemplo, admitiendo. que u(w) satisface unifor-
memente a -una condlclén de' Lipschitz; cfr. TITCHMARSC‘E[, I pig. 145. Theo-

rem 106. N ~ o o
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A fin de obtener férmulas de inversién que restrinjan menos
_el comportamiento de las funciones en el infinito, lo'mas cémodo

“es partir de las clas1cas férmulas de Hilbert -para el circulo:
v(fp)~_——fu(9 cotg (~—"- ’d9+——/(9

!

e | u((p) —'——/U(S) colg dS —I——/u(S)dS

Lasz_funcic'mveé u(cp) y ‘v(p) son las partes real e iTI:n‘aginaria'
de la funcién limite ‘de una funcién regular en |z|<1; y las

férmulas son vélidas en casi todo punto si u(9)e L2 (49).

- Estas formulas se transforman, segtin se comprueba sin d1—'

flcullad e el caso de que u((p) sea par (y v((p) impar), -

las s1gu1entes , : ’ ;
e "u(9) sen p d9
S : » .'U_((p) - —/‘u—,

: oos%)-—_—cos‘cp

Ry . = ., . 0

c0s 9—cos ¢

Pasemos del circulo al semlplano de la derecha por la lrans-
formacmn hneal (a>0)

a—p 1—z .
T=— pP=a s
» a+p 142 '
| e » $ 28
v 3-=’—23rctgg, o=—atg—, d&:—idm.
T P AP X
. (%) Pumsswmm, I, phg. 9. -
] o ‘

(43)

, , (44)
N U(S) sen 9dY : A
u(e)=1 +1 (e)d& R

e L
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Obtenemos asi, partiendo del par (44), el siguiente:

o) = fco u(t) dt’

2—?
0

4

o(t) [a?] dt 4 u(t) dt

u(m) = —
' (2—w?)(a2+-£2) —H?
v 2
Estas férmulas-valen en casi todo punto si tanto (t) u(t)
T T

son integrables; y valen en todo punto si u(f) satlsface uniforr-
memente a una condicién de Lipschitz de orden @« positivo.

Sea M (oo) el médulo de una transferencia _de moédulo ma-
ximo en el eje imaginario. Si ponemos, en las formulas (4b)

u(w) =lg M(w),

y admitimos que lgM(w) satisface a las hipdtesis recién con-
signadas, ellas permiten calcular el médulo en funcién del argu-
mento, y viceversa. Resulta asi que el argumento estd determi-

nade univocamente por el médulo, y que en cambio el Prlmero

determina al segundo a menos de una constante.

18. Casos particulares de las relaciones modulo—fase las
formulas de Bode.

Vamos a comparar las férmulas (46) con las férmulas que
dan.Bode y otros autores para el calculo del médulo en funcién

de la fase y viceversa. A tal efecto, escribamos la segunda mtegral

© (45) del s1gu1ente modo:

'u<m>=— 0[( P ] dta—-“’;ﬂoz@#"i (46)

12—  q2f¢2 a?+2

~ Si admitimos que la primera integral puede descomponerse. -

L

i
Lt Tl L mam
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en dos sumandos c’onvergentes, obtenemos

n
0

u(m)_ p [ tv(t)dt 2ftv(t)dt+2_a u(t) dt (a7

a2 ) a2’
.0 ) )

- para lo cual es suficiente que se verifique, por ejemplo

[ho ., =

Si tomamos limites ahora en (47), para a— o, la segunda
. integral tiénde a cero, y resulta, si la ultima integral tiene limite
finito (46): - : - : \

' [

()= =k “’“)dt+<> BT

0

En efecto, la funcién harménica en-el semiplano .de la de-

recha que toma en el eje imaginario los valores u(w), se expresa
;por su integral de Poisson

oc’9a'u’(t) di
) tapetar

u(a: )-_—

S1 hacemos en esta formula = a, o= O obtenemos, s1
' ex1ste el limite y u(w) es par,

u(a,0) = ?/‘Mﬁu(m, 0).

1202 a0

La férmula (49) es equlvalente a las formulas 14-21, pg-

320 del libro de Boda Ellas engen, ‘entre otras cosas (segin el

—

(“) Si u(oo) 0,y la mtegral converge, so obtiene la segunda férmula (42).
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mismo ‘'Bode lo dice, loc.. cit. pg. 321),-que- u{ ), o sea el
- logaritmo del médulo de ‘la transferencia para o=00, sea finito.
Esta condicién no se cumple ‘en general; més bien lo comtrario .
es la regla en ‘efecto, en todo sistema fisico, la ‘transferencia cae -

a cero tarde o temprano Las formulas (45) tienen sobre la (49)

la ventaja de no exigir la acotacidn de u(w) en el infinito, y sus .

condicioness de validez se cumplen en todos los casos :de . la
prdctica. , |
-Si tomamos limites, para ©—0 en la 1gualdad (49) y ad—

‘m1t1mos que existe la mtegral

0

(para lo cual bastard que, ademas de cumplirse la condicion-
(48) v(t) sea derlvable en el or1gen) resulta S

u(oo.)"—-u(O):EfU_dt;
. T t
.. v

o'sea, con el canibio de variable ="z

o) @=L [odaa. (@)

. L - ‘ . )
‘Esta férmula figura en la pagina 286 del libro de.Bode;
aunque muy | util por su sunphcldad (segtin lo prueban:las apli-
caciones’ que de ella hace el mismo Bode) nuestra demostracion

- prueba cudn restrlngldas son sus condiciones de validez.

19. Relaciones modulo-fase en un mtuvalo Jfinito de fre- -

cuenclas. - o . )

"Hemos visto en el pamgrafo anterior que si se conoce el
moédulo de una transferencia ‘de médulo méximo para todas las -

frecuencias reales, 1a fase esti dnlermmada umvocamentq (JQue

puede decirse de ella si "el médulo se conoce s6lo en un “intervalo -

finito de i‘recuencmsD A esto responde en cierta manera el s1-

guiente Conma R S : D
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, Teorema 18.-8Si el mddulo M(co)<1 de una transfe-
rencia de médulo mdximo 'se conoce en el intervalo-{a, b), su fase

- estd determinada, en ese intervalo,.a menos de una funcwn de-

" creciente de la frecuencia.

Dlemostracmn Escribdamos

| (=R +S@, (6D

donde _herﬁos puesto

[lgM(co) en a<o=<b,.

R(m) = , . /
L l .0 - en el conjunto complementario;
| 0 - ena<o<b, .
S(m): o L .
' 'lg M(0)  en el conjunto complementario.

La expresién de la fase sera, pues, de acuerdo con la pri-
mera formula (45)

b

t2

. v'(m)':%:f colgM(t)dt + A(o) . (52).;’.

a

{2—o?

" =2 fmS(t)dt fco‘S(t)'dt‘l- e

Para las frecuencias comprendidas entre ¢ y b-la funcién
es derivable, y la derivacién puede efectuarse baJO el s1gno con
lo que se obtlene ! :

Ae)= f(t2+°°2 S( dt f (t2+°°2)s(t tco, (s

(e2— mz)z (1P—w?)2

. ya qué es S(t) =0 por h1potes1s, y el teorema estd demostrado.

A
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En el caso particular de que el circuito sea un Filtro de ban-
da pasante (a,b), es decir, que sea M(w)=1 para a<ow=b,
y M(0)<1 en el conjunto complementario, resulta inmediata-
mente de las férmulas (52) y (53) el siguiente corolario, que es
la legalizacién matematica de un hecho b1en conocido de los
técnicos: o

Teorema 19.-En la banda pasante de un letro de

transferencia (de médulo de mdzimo) de médulo menor o igual
que 1, la fase es decrecwnte

Es interesante observar que el Teorema 19 es la localizacién
del teorema ya mencionado, segin el cual la transferencia de un
circuito cuya transferencia vale la unidad para todas las frecuen-
cias, es funcion decpecwnte para todas- las frecuencias. Es po-
sible incluso ir méis lejos en esa localizacion, pasando de un
intervalo de frecuencias a un punto. He aqui el teorema, cuya
demostracion omltlmos por brevedad.

Teorema 20.- Si el mddulo de una transferencia (ﬂe '

mddulo mdximo) vale la unidad para la frecuencza w=a, y es

‘ " convergente la integral

flog M {t) dt

(12—w?)2 ’
0 v o

' la fasees decrecwnte para la ]'rn,cuencza a.

Sefialemos que los teoremas 18, 19 y 20 t1enen correlativos

- para impedancias; y que (segin nos hemos enterado’ reciente-
mente por boca de su propio autor), dos de estos correlativos (los

correspondientes a los teoremas 18 y 19), ya habian sido demos-~
trados por el Dr.. Kurt Friinz (47).

—_—

(") KXurr FR;;:NZ, 1.
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TERCERA PARTE

SINTESIS DE TRANSFERENCIAS DE WIENER

a) Un metodo de sintesis a base de la expresion. de la transferen-
cia como producto de otras.

Como aplicacién de los teoremas generales demostrados en
la segunda parte, expondremos un método de sintesis de circuitos
de caracteristicas prefijadas (48). Este método es correlativo de un
método de sintesis de impedancias, que hemos expuesto en otro
lugar (49). :

v 20. Algunos teoremas sobre representacion de funciones
positivas. : .

Los correlativos y anéalogos para el semlplano del siguiente
teorema de Féjer-T. Pues7, desempeiian papel 1mportan’re en
nuestro método de sintesis.

Sea g(9) un polmomro trigonométrico de coeﬂcwnles reales,
no negatwo para todo valor real de 9. Eziste entonces un poli-
nomio p(z), del mismo grado que g(%), tal que, para z=eil
se verifica '

a@O=lp@lE ()

Reciprocamente la expresion |p(z)|? representa siempre, pafa
z=e% | un polinomio trigonoméirico no ne Jatzvo en'9, del mis-
mo grado que p(z) (50)

Si esta proposicion se transplanta del circulo unidad al semi-

plano dela derecha por medio de la tr ansformacién (20), se ob-
tiene el

Teorema 21.-8i la funcidn M(w), no negatwa en —o®
<o<» admite la representacion

(*#) Hemos explicado este método en una ponencia leida. en la reumén de -

la, Asociacién Fisica Algentma, reahzada. en Cérdoba el 20 de setiembre de 1948.
(*). A. GONzALEZ DOMINGUDZ 1
) L. FﬁJm 1.

vt
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existe una funcicn raczonal g(p) reqular en el semzplano de la -
derecha

/

1t P . - ,

- 9(p)= %C“(H ) : (57)

- tal que, para piioi '.se_;”ue‘rifica’; C | |
M(o)=lg(p)[* ‘ (58)

Importa observar q'ue‘la representacion de M(w) en la for-
ma (58) no es tinica. En efecto, si o es un cero de g(p) de parm :

" real positiva, la funcién

i (p) =g (p) P
91(p) J(P)p_a

’ U /
es tal que -se verifica

M () =|gy(w) 2

Es posible PueS,‘multiplicando g(p) ‘por el nfimero necesario

 de factores-de la forma

eliminar todos los ceros de g(p) de parte real pos1t1va, lleoan— "
dose asi al ' , ‘

T:eorema 22 ~Si M(w) cumple las thoteszs del “Teo- .

.- rema 21, existe una funcidn racional ¢(p), reqular y sin ceros en
el semiplano de la derecha, tal que g(1)>0 que cumple la

relacion (58). Esta funcion racional es tinica. En caso de que
M () sea una funczon par, la correspondiénte funczon g(p) tiene
coeficientes reales

e
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Corolario inmediato del teorerha anterior es el siguiente:

- Tneorema 23.-8i la func10n M (cn) no n'egauva en —oo,

) <co<oo admite la. representacmn

7

M(u) 1 Ea (1_@) , ~ 4y real, —'ﬂgvgn,"” {59)

, 1—|—co2 —n l—l—zm

ex1ste una funmon racmnal g(p), holomorfa en .el, sem1p1ano de
parte real: posmva '

" (I+pyra

’,

“fal que, para p_zoo se verifica

S Me=er ey

Tneorema 24.-Sea P(w) un. pollnomzo de - coeficientes
‘reales par, ‘no. negatwo pard todo w; existe entonces un polinomio

. Q(p), de coeficientes ‘reales, tal que, para p='iw, se verifica
. . : R - e .

P@IOEE o (o)

!

1

‘Este teorema ha sido demostrado por Verblunsky (°1), a par-

7 tir dé uno anterior de - Polya—Szego (%2). :
Procedlendo como en el caso dél teorema 22, puede lograrse .
que el POlanIIllO Q(p) no se.anule en el sémiplano de la\ derecha. -

Consideremos, por ejemplo, el polinomio positivo

. N

En este caso se comprueba d1rectamente sm d1f1cultad que
el pohnom10 Q(p) -tiene la mpresmn

O = 2 (p—ahy) (paly) .. (p—ak); (69

.

®

() 8. VERBLUNSKY 1, p{l,g 721.
(*) G. Porya y G SZEGO, vol. ‘II, pig. 82. Cfr. tamblén G Szego, 1,
pﬁgs 3, 5.

:P(w).zl—i— (;)2n’l,a>0.' o N ' (63.).

9(17) 0 M,' |  (60)

Vo
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(

i . :
‘en esta férmula ,con ky, ks, ..., Ky, se han designado las rai-

ces de orden 2n de (—1)»H, de parte real negativa (5%). Este

- caso simple del teorema 24 nos serd Gtil mis adelarte.

Del teorema 24 se :dediice el
Teorema 25.-Sea N
P(oo)

R.(.m)‘ S(o \ )

(65)

donde P(w) y S(w) son polinomios pares, de coeficienles rea- -
les, no negativos para todo ®; existe entonces una funcidn racio-
nal g(p), regular y sin ceros en el semiplano de la derecha, tal
que se verifica, para p=iw :

Ro=g)l (66

Este teorema tiene importantes aplicaciones a ciertos pro-
blemas de sintesis, que expondrembs en otra ocasién. Baste decir

‘aqui que permite simplificar notablemente la exposicién de los

métodos de sintesis de cuadrlpoloq reactivos, deb1dos a Darhng—
ton (*) y a Cauer (55)

. 21. Sintesis de un circuito de cuya tr.ans]‘erencm se prefija

el modulo (55 a).

- Los métodos generales- de sintesis creados por Wiener y
Lee (56) se basan en el desarrollo de la transferencia en serie de
funciones racionales; la cual se realiza ,pues, como suma de
transferencias Ielemental.es\ (®M).

(*®) Cfr. V. D. Lavpon, 1, pig. 350; VALLEY-WALLMAN, 1, pp. 176 y
siguientes.

() DARLI’NGTON 1; RAGAN' 1.

() W. CAUER, 1. .

(%) Hemos expuesto este método en una ponencia presentada en la 123
Roeunién de la Asociacién Fisica Argentina, el 20-de septiembre de 1948. (Rev.
de la Unién Mateméitica Argentina, vol. XIIIL, (1948), phg. 169).

(®) Y. W. Ler, 1; N, WieNer y Y. W. Lig, 1, 2 7 3.

() Todo desarrolio de una integral de Laplace en serie de funciones ra-
cionales es, potencialmente, un método de sintesis. Los resultados de Hille
(1) 'y Caton-Hille (1), son, por lo tanto, de gran interés para la teoria de la-

) sintesm Sobre esto volveremos en otro lugar. . i

|

.
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En el método que exponemos a continuaci6n, en cambio, se
sintetiza la transferencia como ‘producto de otras; es decir, que
el circuito que-la realiza consta de circuitos parciales en cascada
(desacoplados por tubos). La idea ha sido ya utilizada en casos
particulares, para el disefio ‘de cierto tipo de amplificadores (°8);

- nuestro método tiene, en camblo, teoricamente, validez general.

Sea, pues, M(w) una 'funcién par, no negativa, y continua
en [—o, o] Nuestro problema es determinar una transferencia

-de Wiener estable, de mdédulo mdximo, formada por un producto -

de transferencias simples del mismo tipo, tal que su mddulo di-
. fiera arbitrariamente poco de M(w) en un intervalo arbitrario,
prefijado.

Para resclverlo, comencemos por formar la funcién

q;(si):{M (—tg%)r: (67)

que es continua y. par en (—=, 7). Llamemos a, a sus coefi-
cientes de Fourier:

a, = %fcp(ﬂ') cos vd d9. l (:68)

En-virtud de la continuidad, ¢(%) podrd aproximarse uni-
formemente por sus sumas de Féjer, que serdn ademds, no ne-
gauvas

(8)——6 (9)_a0—|-22,1z71ﬂ——a cos v = 0. © (70)

Supondremos que 6,,(9) es efectivamente un polinomio fri-
* gonométrico de grado m, es decir ,que @, no se anula.

—_—

(®) Ofr. VALLEY-WALLMAN, 1, pp. 176-200 y™274-300.

|9(3) — o (3)]<e Lo (89)
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Con la’ ndtacién

ao =0y
. ; m+l—v
c . m--1 v v

formemos el polinomio .- , ' _ \

'p‘(z)": Oyt oo agzm T - 205 zm - a zmtl -, .+ Oy 22m, ('71)

Sean 2y, 2z, ..., 2y las raices del polinomio (71) situadas

en el interior o 'sobre la circunferencia del cn'culo unidad.. Puede
mostrarse (59) que, el po]1nom1o

()= V' .t |z|r.r[ 3:] C o

‘es precisamente aquel cuya existencia demuestra el teorema de '

I‘eJer es decir, que verlflca la relacmn

(9)-IP<Z)12 e=ei. (73)

Ademas, p(z) no se anula en el interior del circulo unidad. .

Dé¢ la formula (72). obtenemos, por la acostumbrada trans-
formacion -lineal, la funcién racional, regular y. dlstmta dne cero
en el semiplano de la derecha

.g<p)‘=1/',°°’"""|‘zll|'z'21.-_--|zm|11’(—p—i).- oy

1-|-p z,,
De . (67), (69), (73) y (74) se mflere que ol modulo de g(p)
en el eje imaginario, difiere arbitraria y uniformemente poco de .

Ia funcién dada M(w). : "

© 22. Obtencién de una transferencia de Wiener estable, a

\ﬁartzl de una de Laplace-Stieltjes.

La funcion g(p) que acabamos de fabricar, es una transfe-

—_——

() Cfr. G. SzE60, 1, pp.-3-4 y L. Frrfr, 1.

N

o
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rencia de Laplace-Stieltjes estable, como producto de un nimero
finito de .ellas; pero no es una transferencia de Wiener. Es facil
sin embargo construir, a parlir de g(p) una transferencia ra-

cional -de Wiener estable de médulo méximo, cuyo médulo en el
_eje imaginario aproxime tanto como se quiera a M(w) en un -

intervalo finito arbitrario.de frecuencias.

Bastara para ello, muluphcar a g(p) por una transferencm
de Wiener esstable de médulo méximo, cuyo médulo dlflera de
la unidad arbitrariamente poco en [—a ,a). '

Por @Jemplo, podemos elegir la transferencia ' {
' ke =g (m)

- Qp)

donde Q(p) viene dada por la férmula (64). En efecto, se com-

prueba en segulda que el modulo de h(p) para frecuencias

reales
N

1 N | . (76),

-difiere, para n suficientemente grande, uniformemente poco de
la unidad en —ate<w=a—e (a y ¢ arbitrarios, positivos,
fijos) (). |

’ Obtenemos, en def1n1t1va la transferenc1a A

Ihio)|=

_ 1p 17, 1 .
h(p)= a—n}LL - ] (p_a,fv)—ghxp) (77)

donde [ es el mayor de los numeros n, m, y

v ' lo‘m| K |
c= ZyliZols + o |Zm|-
. V 2 | 1|| ol -+ |2m] o

» La: significacion de k%, es la consignada inmediatamente
&e_spués de la férmula (64), y, si es n>m, el primer factor

(*) OCurvas de médulo del tipo (76) han side estu(ha.das por LANDON 1;

cfr. VALLEY-WALLMAN, 1, pig. 176 y siguientes.

/
i
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de cada término del producto (77) debe considerarse igual’ a 1
para v=m+1, m+2, ... . En cambio, si es m>n, seran

1guales a la unidad, por dehmcmn, todos los factores ———1-7— .
p—ac

para v=n+1, n+2, .

La transferencia (77 re%uelve completamente el problema
‘enunciado; cabiendo observar la sencillez de ‘cada una de las
transferencias h, que la componen. ‘

b) Algunos resultados sobre sintesis de transferencias de modula
y fase simultdneamente prefijados. :

23. Aprozimacion de una funcidn arbitraria por una trans—
ferencia estable, a menos de una fase lineal. B

1

En pagmas anieriores hemos visto c6mo se construye, con
aproximacién arbitrariamente grande, una transferencia de mé-
dulo prefijado. No plantea problema esericialmente distinto el
prefqar la fase, segln demuestran las férmulas (45); y lo
mismo. se diga si se prefija el médulo en ciertos 1ntervalo,s, y
la fase en los intervalos complementarios. Es éste en efecto, un
problema «mixto», de aparicion reciente en la teoria de las

~ comunicaciones (1), aunque- antiguo y muy estudiado en la Hi-

drodinamica (62); demostrandose, en hipétesis muy generales, que
el problema tiene solucién twnica.

- No es posible, en cambio, segiin se deduce nuevamente de
las formulas -(45), prefijar simulldneamente el médulo y la fase;
y los explicables deseos del -disefiador chocan aqui contra una

insalvable dificultad de pr1nc1p1o (89). N

Puede en cambio construirse, con aproximacién arbitraria-
mente grande, una transferencia que, a menos de un ‘factor de -

(™) - COfr. Bobx, 1, pp. 328-336.

(®) Cfr. DEMTCHENEOQ, 1, pp. 1-15 y SIGNORINI, 1 )

(“’) He aqui lo que dice LEE (1, pig. 84), acerca de la trascendencia pric-
tica del problema: ‘‘It is sometimes -desirable to synthesize a mnetwork with
two or more specified properties. T'or instance, a network possessing a design-

able admittance both in modulus and in phase would find many applications - '
“which are increasing in importance as the problem of the improvement of qua-

lity in eleetrieal transmission draws the attention of the eleetileal - emyineer
more and- more,’’

\

Y
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moédulo. uno y fase lineal, tenga médulo y’ fase prefijados (64);
asi lo afirma el s1gu1ente

Teorema 26.(%)--Dada una funczon flio) [—o<
© < ®], continua en todo intervalo finito, que tienda a cero para

|o|—ow y tal que f(—iw)={f(iw), existe un circuito estable cu-

-ya transferencia difiere,’a menos de una fase lineal, arbitraria y
uniformemente poco de f(io) en todo el eje imaginario.
En efecto, existe una funcién integrable G(f) tal que la
igualdad
.0

lo)= [ G ditnio), o)<

—Q0

se verifica pard —m < ol®, ton € arbllrarlo prefljado (66)
Eligiendo % >0, de manera que sea, para todo o,

-~ e
—k . .

eiut G(t) dt |,< €,

resulta pues

o : ' .

)= [ G(t) ditmy(u),  [na(w)|<2e;
—k ,

o sea, con el cambio de variable u=t-F,

" oo

- entok f(w) = [ G(i—k) di4n(a),  [n(u)]< 2,
' 0

con lo que el teorema queda demostrado.

[N

(*) En log circuitos de transmisién de sefiales, una fase lineal se traduce
meramente en un retardo, tolerable dentro de eciertos limites. Para estos eir-
cuitos, el problema-de sintesis mencionado hace un momento admite pues, so-
lucién completamente satisfactoria. A

() Este resultado pertemece a mi amigo el ingeniero Alberto ~Caldérén.
Véase VILLE, 1, pig. 72, donde figura un teorema muy similar al XXVI, aun-
que menos preciso, :

(®) Véase H. KoBER, 1, pig. 144,
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' 24. Aprozimacidn de funczones arbitrarias por transferen—
cias de Wiener estables a menos de una fase constante.

Veremos a continuacién que, a. partic de una frecuencia '
suficientemente elevada en -adelante, la- apr0x1ma01on puede efec:
luarse a menos de una fase no sélo lineal, sino practlcamente
constante.

Sea en lefecto g(Lco) la funcmn que se desea aprox1mar

[9(—iw) =g(iv)], N
y supongamos que para 'fco_—.r'oo

?(0) =g (iv) [1-+io] 0. 3 .

’
-

‘Del teorema de We1erstrass [se’ deduce, utilizando la trans—

'formacmn (20) que existe ‘una funcmn racmnal

1—i -,
R<w)_ (1+le) T

tal que vale la igualdad .

P@)=Zc, (; +“”)”+n<w>, n(@)|<s, —@<o<o.
Por lo taﬁto~ o o

S ledeoyn 1—ic - :
g(l.co)( l“’) — c_;n W—I—nl(u) |n_1(u)|,,_~<e.

Es decir, que.la aproximacién de g(i®) por la transferencia
estable del segundo miémbro se efectia a menos de la fase
—2n arctg @, la cual tiende a la. fase constante ~—nm, con lo que
el teorema queda demostrado

25. Apromunaczon de funciones de L2(——oo ‘), por trans-
ferencias de Wiener, a menos de una fase lineal.

Para comodldad del lector - consignaremos el siguiente teo-
rema de T1Lchmarsh (67), que enseguida utilizaremos.

“a
' '

"y L. C. Tmbmmscn, 1, p‘ag. 129,

P .
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Condicion necesaria y suficiente para que una funci'on
g(w)eLy(—,) sea la funcidn limite, para :1:——>0 de. una
‘ funczén g(p) r.egular para x>0y tal que

| f g(otio)Fdo0fct], )

es que la transformada de Fourier de g(w) se anule para t<—k..

Admitamos, en efecto, que g(p) satisfaga a las condlcmnes

,del enuncmdo Poniendo
. \

9P =b(p) elp

se verifica

A

A

[ lo(atio)2do=ete [|g(otiv)|2do=0[1]

Seré, por lo fqnfo, .en virtud del ‘teorema de Paley-Wiener.
i e ,

/

co

g(p):e’fl’/e‘PiG(t) dt, G(t) eL,. (79)

0

Se tiene, por otra parle llamando F(t) a la transformada de -

Fourrer de g( ®) . ;

F(t)_l 1 m. -————febmig(co)dco_ﬁ

‘@

~Li. % (o) ekt dco——G(k—l—t)
a—>w T

resulta, pues, G(t) =0 para {<—1, con lo que el teorema queda
- demostrado, pues el razonamiento es revers1ble .

' ~Basandonos en esta proposicion, demostraremos finalmente
el siguiente correlativo del Teorema 26 para transferencias gene-
rales de Wlener
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Teorema 27.-Toda funcion g(io) (en general com-
- pleja) de cuadrado sumable -en (—ow,®), puede descomponerse en
dos sumandos,

tales que

1) gi(io) y g4(io) .son‘ambas de cuadrado sumable;
2) g,(io) es limite, para z— 0, de una funcién g,(p), re-
gular en el semiplano >0, de la forma

gu(p) =i [emG(yds; (81)
0 : ,
' 8) gs(iw) es limite, para x— 0, de una funcién g,(p) re-

gular en el semiplano de la izquierda y

[lgz(m)]_2dw<s. i
(- '
~ Si g(iw) es tal que g(im):g(ico), G(t) serd real.

" Demostracion. Sea’ G(f) la transformada de Fourier de

g(io); dado ¢ positivo arbitrario, fijemos & por la condicién

fm /;imi G(t) dt | do<e | (82)

— —a

para a>k, formemos las funciones. ‘ '

"

» —— L u,)g— t' ; . . 133 7
qﬂmfﬁﬁﬁi‘?£xwﬁ" )
) gz<p>:V12—_ﬁ [ e )

9(0) = gu(iw) + gaio) - (80)
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la primera devrella's.qs vegular en ¢l semiplano de la derecha, y
- -la  segunda lo es en el de la izquierda. Sus respectivos limites

gu(@)=limgy(p)=Lim. — [ e Gr)dt (z>0) (85)
©—>0 a > VZ-‘II S
~k

\

o L |
Go(@) =lim gy(p) =L i.m. —— f it G(t)dt (>0 (86)
. -0 3o \]/271: n ; "

cumplen la igualdad (80); ademés g,(p) tiene, en virtud del
teorema de Titchmarsh recién demosirado, la forma (81). Final-
mente, se verifica en vn‘tud de (86) para un cierlo A suficiente-
mente grande ' -

f|92(‘*’) — "1=f ot G(t) dt|2 do < g3
' Y2n

T —t0 L _A \ -
desigualdad que, en Co"n_'junci()n con la (82), nos da

Jlga(@) o<,

con lo cual el teorema queda demostrado..
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