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' SUMMARY. —. Tle computation of transition ‘probabilities for ramative

processes can be considerably simplified by the use of the hypercomplex for-
malism, which accounts inmediately for all intermediate states due to diffe-
rent spin orientations and charge signs. As an example, the ease of two pho-
ton and two electron states is considered, which contains both the Klein-Nis-
hina formula for Coémpton scattermg ahd Dirac’s formula for pair annihi-
lation.

1. Introducccion.-La probabilidad de transicién de un pro-
ceso de segundo orden estd. determinada por el elemento de-

matriz

1)

4

donde A y I’ indican los estados inicial y final del sistema: I,
los estados intermedios; E4 y Ej, las energias del sistema en el
estado inicial e intermedio, respectivamente. La suma se extiende
a los estados intermedios posibles, caracterizados por las dos po-
larizaciones posibles de cada fotén y los dos signos del spin y;
de la energia del electrén. En tanto que la energia en los estados
inicial y final tiene el mismo valor, la E; de los estados inter-
medios difiere de él; en cambio, el impulso correspondiente  a

.Jos estados inicial, intermedio y final, en el caso de electrones

libres, es el mismo. Para el spin del electrén se adopta, en el
estado inicial, una direccion determinada.

Al utilizar el formalismo hipercomplejo, podemos incluir .

en el calculo, simultineamente, las dos direcciones del spin y




REE R anlt

i

1
-
i
’
-

— 324 —

los dos signos de la enei'gia del electrén en los estados inicial .
-y final, representando los elementos de matriz por matrices de

cuatro filas y columnas,
H = [/-FA*‘;PA Ubr Iy dv dy
HAF='/.H.4I'dt'HIF ' , —"

donde las matrices dependen 'explicitam-ente‘.del tiempo.

LI representa las autofunciones del campo de radiacién en
funcién del namero de fotones presentes y de las. fases de las.
ondas correspondienbes

CFPee z)‘(e,,n,,lcct—e,,n,‘{)k—l— ln21c) (3)

N
"¢, es el signo de la energia del fotén F,. g2=1.
¥ es la autofuncién del estado del electron libre de 1mpulso

->
p en el dominio de lado L, .

X L 21:1, : :
Dg--me— el (0 ct+p7) ,

lbl: -
Vis2 po(po%mc)

- ———— > >

Po,=j: VP2+m2 ¢ y=Pfa.

Ues la parte del hamiltoniano del sistema que corresponde -

al acoplamiento entre el electron y e campo de radiacién

he |

i (1 1) [Nz '3’&"111-1-'6 “’"\/N; w] -

s +—‘]2._ (1+Elc)[ mG € —iﬂ(‘ Uy +§ei&k Vﬁ/c u*k]} » ‘ (5) .

s

=(0/i 0%) es el operador del ntmero de fotonea,1 a,

e

el vector de polanzacmn, uk:ez e T L8,
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~La expresion (2) es univoca sélo para, transiciones de pri-
mera clase (transicidn‘es entre estados del electrén, .gon .el mismo
signo de energia). Para dar un significado univoco a las partes
de segunda clase de (2), establecemos, para todas las expresiones
que seguirdn, que el factor dependiente del tiempo, en los ele-
mentos de matriz, estard siempra escrito a la izquierda (*).

. 2. La nmlrLz de la transicion de segundo orden'-ConSk
deramos ahora, la matriz (2), indicando los estados- inicial y
final, més explicitamente, asi: A— (A, k), F—(F,I), es de-
cr que admitimos en el estado inicial un fotén k presenle, en
el esstado final un fotén k. Distinguiremoss, ademads, dos esta-
_ dos’ intermedios posibles, uno sin fotén (absorcmn del foton ),
otro “con dos folones (emision del foton k'),

I; 11— (II k, k’)

\

Dlsungumndo entre las partes de primera y de segunda

clase de H=9"H —{— @H, obtenemos L v
o 1
g dt g
f A1 BEA‘l'Ek Ck_BEl . Al 1
1
(2 (2) L
j fIA’C: I- dt BEA—I—Ek C]f—i—BEI ‘HAkyI ) . /6)i

1 )
wH rodt=— £/ ’
f Ak,,z.r{c . "B ( Fa— EIJ)—Ek' ol Ak, 1111

1-
(2)
B(EA+-E11)+ep el

f(g)HAk’ Tk - dt =— I:IAk, gk’

Para poder 1ntroduc1r (6) en (2) debemos fijar, primero,
los. signos de ¢, en. cada caso. Para ello, tomamos en cuenta la
condicion de conservacion de la. energia en los estados inicial y
final del sistema, la cual se expresa, adoptando la regla men-

(*) Ver G. BECk, Phys. Rev,, 6'4,: 336, 1943, donde, sin embargo, el com-
portamiento de los ex no ésth.completamente determinado.




- d

— 326 —

'

cionada acerca del factor dependiente del tiempo que escribimos
a~la izquierda, mediante las relaciones

en primera clase: B(EA—Ep) +¢, ck—sgpck’=0

en segunda clase: ’B(E A+Ep) + ¢, cke —ep ck’ =0;

e manera que obtenemos:

en primera clase: e, =¢p =0, Eg+chk=Ep+ ck’

en segunda clase: g=—rgp=—048, N —}—"EI; =ck 4 ck’'. (7)

De (7) fluye, inmediatamente que, segin el formalismo hi-
percomplejo, las partes de primera clase hacen intervenir fotones -
de energia positiva solamente 'y corresponden a un proceso de
difusién de un fotén (efecto de Compton), mientras que en la
parte de segunda clase el fotén inicial figura, formalments, con
energia negativa, describiéndose un proceso de an1qu11ac1on (0
produccién) de un par de electrones de distinto signo, por emi-
sion (o absorcién de dos Iolones)

Consideraremos, en lo que sigue, estos dos casos por - sepa-

. rado.

v

3. El efecto de Compton.- Como vimos mis arriba, el efec—-
to de Compton se describe mediante la parte de primera CldSB
de la matriz (2) WH 4 pp-

Introduciendo (6) en (2), tomando en cuenta las conse-
cuencias (7) y separando la parte de primera clase, obtenemos

BOH 4 /Y rpge  BOH gy e H e, i
Epteck—E; Ey—E —ck'

OH gy, o1 = —

S ®
_ BOH g P H e BPH g gy P Hazige e
Etel+Eg EA—{—E a—cl’

-Comparando (8) con las transiciones conocidas, repnescu—
tadas en las figuras'a) y b), se ve claramente cémo, segin el
formalismo lnpercompleJO estas transiciones corresponden a los
términos de la prlmera y de la segunda fila de (8) respecliva-
mente.
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Fig a) ' kig. )

Fig.d)
1

. Para hallar el valor de la expresion (8), elegimos un sis-
~tema de referencia en el que el electrén, en el estado inicial, se
-5
encuentra en reposo, [ =mc?, -”p =0; introduciendo las no-
taciones ‘ ‘
hle . hi
2nme’ - 2mme
>
n.y.me,

> >

1 ar
p=n.y.me; “p=

l

: > > .
donde n y n’ son los vectores unitarios normales a las ondas

primaria y difundida, y siendo -

. Y . 9 ->—>’
,Y—m,.'cos =nrn,
obtenemos
. —Pe2h2? 1 { L D R L e e
HA,,.’:': = e A0 q) (ad') + (e a) (aa]+
ol 4nL3m.‘~’c‘~’VY\"V2A(A—I) I )-< . )+ (ad) (ea]
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s G R SR
FH x> > > (aa)(an)(aa (u.n’)

ri(@aren) (o) @an) LR (©)
EHEn @6 e s
con 'A:1+]/1+(YZ—7'Z')2; . f:l—{—y(l—épé&).
El cuadrado absoluto de la matriz'(9).‘ es
| etht 1 ' o
lHl 16n2L6mlciW 2A(A 1) {4A2( o )2+
e [+ o) (n 1) —(ar) _<a'3'>1(i‘— 1) +
\ —{—ZY( -+ 7 ) [1—{—(a-a') (7-1);:) ( la)(a n)
(an’) - (ua’/\n) ((a/\a’) A (a/\n))] : N (10) -

\ .
]]fccluadas las sumas’ sobre los spins y uL111zando Ia ‘rela- .

cion que v1ncu1a |[H|2 con la seccmn eflcaz de choque '

4TtL

ao= "L oo

-

; donde pp indica el namero de estados fmales por intervalo de

energia, se obtiene la intensidad 'de 1a radiacién difundida bajo el
angulo & con una direccién de polarizacién dada, cuando’ la ra-
diaci6n prunana tiene una direccidn de'lermmada de _polaruacmn

dd) _ el i 1 . *
T dm2et [14-y(1—cos 9)]2
{ 114y (1—cos 9) ]2
l—I—Y( 1—cos 3)

44 cos?0 — 2}dQ - (11)

> > '
.’ =cos® (B=4ngulo enire las polarizaciones)

: (11) representa la formula de Klein-Nishina (¥).

(*) Zeits. Phys. 52, 853, 1929. -
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4. La aniquilacién de pares. - Introduciendo (6) en (2) uti--
~ lizando (7). y separando la: parLe de segunda clase, se obllene

¢

v

B(l)HAI I(z)HI Pl B(l)HAI IIIclc’( H TR, FI
A-EA——FI‘-v—'Ck E l'—,E.II—"C]C

H Ak;l1 K= ==
| | (12
_ BOH OH e BOH g e H e, i -,

B A—}—E,—ck . EgLBy—cl!

Los termmos de la pnmera y de la segunda fila de (12) se
.identifican con las transiciones indicadas en las figuras c) y d) ‘
nespecuvamente

Para -evaluar Jas. e*{presmnes (12) escogemos, esta vez, un -
sistema de_referencia en el que el cenitro de gravedad de las -
partlculas consideradas estd en reposo. En esle caso, por refe-
- rirse a transiciones entre. estados electronicos de distinto s1gno de .
energia, es ~ : ’

e S R e L
P p= P .
Ademas, les impulsos de los estados intermedios valen:

N T S - - >

Ip:A “,—‘]f} u :A +ky W=-—1k.

Adoptando la notacién p,—=E/c para las energias de los
" distintos estados del nelectron se obtiene, l‘malmentc como resul—
tado del célculo ‘de la expresmn ( 12)

g Beh 1 X |
S Alc,F'k'—_'L:%]f. AZAPO(Apo”}‘mC)A | .

—>—>->->—>-> > >

(r 2{< po+mc>2< @) ('p) (e ) — (a* P)(ea) ('P) () (2 Ap)+

'++ > L S>> >-x

+m0( potme) [(va) (M)(@ P)+(°° P) (W) (wa)}+

g {(Aputme)? (54 (ap) (we) — (u"‘p) (o) () () (44) +

+me (* prtme) [(ad) (aa) <a p>+<oo ) <aa><aa>]) (1)
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Formando el cuadrado absoluto de (13), que, pc\>r ser ung

-expresion larga, no serd reproducida explicitamente, sumando

sobre los spins y las polarizaciones, promediando sobre las di-
recciones-iniciales de los spins, llegamos a la f6rmula de Du‘ac *)
par la seccion eficaz de la an1qu11a(:1on de pares

{lc2—|—p2+p2 sen?d - 2pt sent &
4kp ( k2—p2cos?d  (k2—p2cos? 9)2

d= } . (14) -

5. Discusidn. - El formalismo hipercomplejo conduce, en con-
secuencia, a las férmulas conocidas de los procesos radiativos de
segundo orden, estableciendo una relacion mas estrecha entre dis-
tintos procesos, tales como el efecto de Compton y la aniquila-
cién de pares. Una relacién semejante se encuentra entre el efec-
to de Cherenkov y la formacién espontinea de un par por un
fotéon en un medio de indice de refraccién distinto (inferior),
de uno; entre el efecto de «bremsstrahlung» y la produccion de
un par en la _prommldad de un nécleo, etc. El métode permite,
ademas, seguir durante el calculo, de manera muy cefiida los
procesos fisicos: -

Para los procesos de primera clase, este método no difiere

- esencialmente de los otros métodos conocidos. Para los procesos
~ de segunda clase, en cambio, la representacion adoptada necesita,

contrariamente a las otras teorias, la intervencién de estados foté-
nicos con energias de distintos signos, anidlogamente a la teoria
del electron. Desde el punto de vista formal, la diferencia no es
esencial: en efecto, el elemento de matriz de una transicién
radiativa no cambia si, durante la transicién, estin presentés un
nimero arbitrario de fotones de energias p0s1t1vas o negativas,
sin participar en ella '

‘

Hyp= HA(ﬂIc),B(n'k)

y, en partlcular la absorcién de un fotén negativo es equlvalnnte
a la emision de un fotén positivo

HA'];,B :‘ HA,B;]c' . ’ N

—r———

(*) Proc. Camb, Phil. Soe. 26, 361, 1930,
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Sin embargo, desde el punto de vista fisico, la admision
de fotones de enefgia negativa no puede ser incluida en un mo-
delo del tipo de la teoria de las lagunas, ya que tal modelo no
puede ser extendido a particulas que obedecen la estadistica de

Bose-Einstein. Solamente criterios mas amplios que este pro--

* blema restringido de que nos hemos ocupado podrin decidir si
los fotones negativos pueden ser admitidos o no por la teoria.
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