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‘SUMMARY. CONTRIBUTION TO -FERRORESONANCE THEORY

~ This paper considers the equilibrium and stability of the ferroresonant
circuits (series and parallel), which obey non-linear differential equations
of the form . -

d®m
dt

+RI+(1/0) f Idt= U, sen ot.

The series circuit has been considered in the literature for small non-k-
nearities. A similar limitation is generally used in those problems of Non-
* *Linear Mechanies in wich the time appears’ explicitly in the differential equa-
tion. Here, strong non-linearities are also considered, although the results are
limited to points of the characteristic curve not too far from resomanee.

To study the equilibrium of the series circuit, the basic idea is to try as
a solution of the differential equation, a Fourier series in which the coeffi-
cients of the higher harmonies are assumed to be small in comparison with
the coefficient of the fundamental oscillation. The valiGity of this solution is
later disecussed. With this metod an expression for the characteristic curve is
obtained, which also can be used to estimate the accuracy of the Zenneck and
Schunck studies. These authors have not considered the higher harmonics of
the current.

In addition, two methods are given to show that there are mo subhar-
monics near resonance (the second method considers only the subharmonic 1/3).

Afterwards, a method is developed for considering the stability of the equi-
librium solutions of Zenneck and Schunk, even for strong non-linearties. The
basic idea of this method is to modify the equilibrium solutions by replacing the
amplitude and phase constants of the current by slowly varying functions. With
the ordinary methods of linearization, results: are obtained which justify that
solution exaetly in the regions of the characteristic where the jumps take place.
This stability method shows that the equilibrium solutions are unmstable in




the falling region of the characteristic curve and stable elsewhere. Further,
the possible advantages of this stabilily study in comparison with the ordi-
nary method of the Hill’s equation are discussed.

Finally, the parallel ferroresonant cireuit is treated. With a similar accu-
racy to that of the Zemmeck and Schunck method, an expression for the cha-
racteristic is obtained. The stability of the equilibrium solutions is discussec
and they are shown to be unstable in the falling region of the characteristiz
and stable elsewhere. ‘ '

In this manner, even for strong non-linearities, theoretical characteristi s
are obtained, which account for the jumps experimentally found in the ferro-
resonance phenomens. o

I. Descripcion de la ferroresonancia; problemas que se plantean

El circuito ferroresonante seriz (fig. 1) es un circcuito LG R
serie cuya bobina posee un nucleo de hierro. Si este circuito es
alimentado poruna f.e.m. alternada U=U,senwi, la cur-
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Fig. 1. — Circuito ferroresonante - serie

va experimental obtenida es del tipo de fig. 2, donde se re-
presenta U, en ordenadas y en abscisas la intensidad eficaz de la
corriente. Al aumentar U, a partir de U,=0, la corriente au-
menta de 0 a R, salta luego hasta N y sigue después crecien-
do hacia T.

e



— 08 —

Ue

T

f M N S

0 — l¢y
Fig. 2. — Curva caracteristica experimental del ecirenito
ferroresonante serie.

Si ahora hacemos decrecer U, desde T, el punto represen-
tativo recorre el tramo T N S, saltando hasta M y decreciendo
luego hasta 0.

Consideraremos ahora el circuito ferroresonante paralelo
constituido por las ramas I y II de fig. 8.
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Fig. 8. - Circuito ferroresonante paralelo

Si la resistencia exterior () es muy grande, de modo que la
intensidad total de la corriente I sea pricticamente independieate
del comportamiento del circuito L CR, podremos considerar
que variando la f.e.m. imponemos I, y que ésta serd sinusoidal

de amplitud 7 %% donde G, es la amplitud de la:f.e.m. del

generador.

>




La curva caracteristica obtenida experimentalmente es del
tipo de fig. 4, donde en abscisas se representa I, y en ordena-
das las tensiones U entre los bornes de la bobina. En el caso en
que Q es pequeiio impondremos al circuito U (en vez de la in-
tensidad I), y la caracteristica obtenida serd del tipo de fig. 6,
donde es adquirida la zona descendente.

La no-linealidad de las curvas de figs. 2 y 4, y los saltos
que ellas presentan son debidos, como veremos, -a la imantacién
del nicleo de la bobina.

et 1o

0

Fig, 4. - Curva caraeteristica - experimental del circuito ferroresonante
paralelo ( Q grande).

Al tratar teéricamente los feriémenos esbozados, nuestra ta-
rea podra dividirse en dos partes. La primera que llamaremes
de régimen, consistiri en hallar las soluciones de las ecuaciones
diferencidles que rigen los dos circuitos mencwnados, estas so-
luciones nos daran curvas caracteristicas de los tipos de figs.
b y 6 para los circuitos ferroresonantes en serie y para]selo res-
pectivamente. °

La segunda Ap‘al-'te, que ,llgmareﬁlos de estabilidad, estudiaré
para cuales puntos de dichas curvas las soluciones de equilibrio
'son estables y para cuales otros son inestables; o sea daremos
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Fig. 5 4

un criterio para discernir cuales puntos pueden ser adquiridos
experimentalmente y cuéles otros son imposibles de adquirir.

s

Fig. 6

Llegaremos, de esta manera, a explicar los saltos, fenémeno
caracteristico de la ferroresonancia.

I1. Trabajos de otros autores

Sobre estos problemas se han elaborado numerosos trabajos.
El de Zenneck y Schunck (1), sobre el cual nos detendremos.

(*) ZeNNECR y SomUNCE, Jahrbuch fir Drahtlose Telegraphe, 19, 1922.
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mis adelante, estudia el régimen del circuito ferroresonante en
seris cerca de la resonancia de la arménica fundamental.

Ellos no consideran, sin embargo, la influencia de las armé-
nicas superiores, eventuales subarménicas y no tratan la estabilidad.

Aparte del trabajo mencionado, estos problemas han sido en
general abocados aceptando limitaciones que importan reducirse
a pequefias no-linealidades, vale decir a ‘intensidades muy pe-
quefias respecto de la mtensndad que produce saturaciéon de
la bobina.

Para relacionar el flujo magnético @ con la corriente I, s
han empleado-en general expresiones potenciales del tipo I==a$—
bd® en que a y b son constantes determinables empiricamen-
te (?). Con el objeto de poder aplicar los métodos analiticos de
la mecénica cuasi-lineal (desarrollados especialments por Poincaré,
K.ryloff y ‘Bogoliuboff y Van der Pool) (¥), en dichos ‘trabajos
se supone pequeiio el coeficiente b. De esta manera se introduce
la no-linealidad como un pequeiio factor correctivo, lo que na-
turalmente no puede ser cierto cerca de la saturacién.

Nos abocaremos al estudio de estos problémas atn para fuer-
tes no-linealidades; en compensacién, nos ‘deberemos limitar a
la zona de resonancia de la ariodnica fundamental.-En ella sin
embargo, tienen lugar los interesantes fen6menos-de salto.-

III. Régimen del circuito ferroresonante en serie

a) Introduccidn.

_ Para hallar la curva caracteristica utilizaremos una férmula
empirica para la curva de imantacién del hierro, dada por Drey-
fus (+) segin la cual en forma simplificada

(1) -- B=H+8M,, arctg H/H*

donde M., es la.imantacién de_ saturacién y H* otra constante
-earacteristica- del material- ferromagnetlco que- mide la -duaraza
del - mismo. :

(’) Ver por ojemplo CUNNINGHAM, Amer. Journal of Phys. 16‘/382/1948, KE—
LLER, Mathematics of Modern Engineering, vol, 2, pég 274; STOKZIR, Non li'
.aear V'Ibratwm, 1950, -eap. IV,

(*) TUnsa recopilacién e tra.baJoa de Kmrmm Y. —Boeomorr, 88 ha.lla. en:.
Introduction to Non Linear Mechanics, Princenton, 1947,

(*) ~ DrevEws, Arehiv fir Elekirotechnik, 25 1913, 343, -
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: En virtud del alto valor de M, para valores no demasiado
grandes de H podemos simplificar (1) poniendo

(2) . B=8M_arctg H/H*

"Siendo I=1I(t) la intensidad de la corriente en el cu'culbo
definiremos - : :

dé , 1 do
L,= (’jf) y @ Y= I, dr

: donde § es el flujo de induccién. L, representa_la self-mduo—
" ci6n de la bobina. para corrientes muy débiles.
“Derivando (2) se obtiene

®
< donde () I*= ﬂ

=1y (I/-”")2

siende I la longitud. mecha del nticleo de la bobina y N el nd-
mero total de espxras
La ecuacién general que rige. el fenémeno es

4

©) | d¢+Rl+C 1dt=U,sen o,

Dividiendo (6) por Lyo, definiendo B:-I%, 0= L_],;E

e introduciendo la variable adimensional ©=of, tendremos

sen T.

dI U,
lb(t)d —}-61—[— [Idr._Lom

Iniroduciendo la constante [* dada por (5) (o cualquier otra
constante con las dimensiones de una intensidad), definiendo

U
— J/T*% __0

podremos escribir nuestra ecuacién en la forma adlmensmnal

. .2 . ’
™ ¢(y>y+6y+:—§fydf=1’osenf-
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En‘el caso de la funcién de Dreyfus, utilizando (4) se obtiene

. <
2
(®) sty + 2 [yde=Vyseas

Zenneck y Schunck (op. cit.) integraron (8) ensayando
(9) y=20,,90sv1:+S,,senvr

donde C, y S, son constantes. Estos autores supusieron luego
que cerca de la resonancia de la oscilacion fundamental, zona de
particular interés, es posible limitarse al primer término de (9),
teniendo con ello ’ ‘

(10) y=Cscost+8S;sent=c,cos(t+9%)=¢,c089; p=1+9%

Reemplazando (10) en (8) se obtiene

cySen @ ' 0,2 .
~ Treg? oosts +Bclooscp+;; c,sen 9 =Vysen (¢ —9).

El sentido de la aproximacién de Zenneck y Schunck es que
cerca de la resonancia puede reemplazarse el primer término del
primer miembro de (11) por la arménica fundamental de su
desarrollo en serie de Fourier. Vale decir que siendo

T

‘ 1 senlep 2 —
f12) q1(er) =;f1—+md<? Y [Vite2—1]
-

reemplazaremos la (11) por
2 .
61 [— gy sen ¢ +5 cos ¢+~ sen ] =V sen(p — 9)
o, separando los coeficientes de sen¢ y cosq.

2
151 (“h‘*’gg—): Vocos
(18) @
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resultando

o}
W0 o= 19 |/ (as(e0 — ) + 2=V,

La funcién g,(c,) dada por (11) es del tipo de fig. 7, y la
curva caracteristica que representa (15) es efectivamente del tipe
de fig. 5 (5).

(]

Fig. 7

Zermeck Schunck realizaron .ademds. experiencias (para va-
2 o 2
lores de ﬂ%‘- cercancs a la unidad, p. ej. 31 =0,9) que con-
O (D
-cordaban ‘con los resultados obtenidos, con excepcién de la parte
descendente de la curva sobre la cual solamente decian que no
éra realizable.

b) Discusidn de la curva caracteristicea-de Zenneck y Schunck.

Estudiaremos algunas propiedades de la curva caracteristica
Vy=Vy(c;) dada por (15). Definiendo

] (Ver fig. 7)

® .
< _1.[ cos’pdp _ 2 [ 1
("‘6) pl.(ci) - f1+021 GOSzQP 01? 1 '/1+612

—x

(%) g, figura en la tercera columna de tablas IT y IIL
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y teniendo en cuenta que p, y g, (definido por (12)) estan li~.
gados por

‘ d
(17) P1=q1+¢ E‘Z—i

es facil demostrar derivando (15) que

18 % = ( q— ) (Pf‘ —) 122
_( ) de, V—(‘h—;,—z) o

La formula (18) nos muestra que para pequefios valores

de d la curva caracteristica posee dos valores extremales, que -
. ; ©,2, @g?
para & — 0 estan dados por Q1(C1)-=——— (mlnlmo) y pi(ey) = 7
(méaximo). Para 5=0 el minimo de la curva degenera en un
vértice sobre el eje de las abscisas.
Puede demostrarse, ademas, que es condicidén necesaria para

que exista parte descendente de la curva caracteristica que

: . 2
52<0,0294 y lo que es mucho mais evidente m—‘;'< 1. Como

[}
nos interesa especialmente la parte descendente de la curva, la

acotacién de d nos permitird en general suponer d muy pequeifio,
lo que equivale a una resonancia pronunciada. .

Los resultados (14) y (15) y la férmula (18) pueden ser
inmediatamente extendidos para funciones (y distintas ala de:
Dreyfus. En efecto, ensayando (10) en (7) se obtienen unueva-
mente (14) y (15) si se define :

(19) qi(e) == / b (e, cos gy sem? @ dop
—n
obteniéndose tambiéﬁ (18) si
n
(20) pi(c1) = ﬂi / ¥ (¢, cos p) CO8% @ dop
/A .

por subsistir entre p, y 91 definidos por (19) y (20) la igual~
dad (17).
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Para tener una idea del grado de no-linealidad del proble-
ma, estudiaremos ¢/¢., donde ¢ es el flujo de la imantacién y
®., dicho flujo en la saturacién. De (2) resulta

fb/(zhx,- =2 arctgy
B ST 8

funcién representada en tabla I; esta relacién puede.darnos un
criterio del grado de no-linealidad en funcién de y.~

Trataremos en el resto del trabajo de obtener soluciones: atin
véilidas para fuertes no-linealidades; por ejemplo para intensi- -
dades que corresponden a un valor de ¢/¢, de hasta 0,8 apro-
ximadamente (6).

TABLA. I

y 0[P
0 0,000
0,5 70,204
0,75 0,409
1 " 0,500
2 0,706
3 0,794
5 0,874
oo 1,000

c) Influencia de las armdnicas superiores.

Queremos ahora hallar la solucién (de régimen) de la ecua-
‘cién diferencial (8), sin restringirnos a la arménica fuudamenr-

(®) De este modo, convendremos en deeir que un resultado es valido adn
para grandes no linealidades, si llega a valer para intensidades eorrespondisn-

tes a valores de q—:i hasta 0,8 aproximadamente.
o0
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tal solamente, Esta solucién nos daré ademés una pauta de la
validez de los resultados de Zenneck y Schunck dados por (10),
(14) y. (15).

Consideraremos el ensayo (9) tomando en cuenta wm ni-
mero N, finito aunque arbitrariamente grande, 'de arménicas.
Eligiremos ademés una constante de fase & conveniente, de modo
tal que siendo ¢ =t+ % pueda eliminarse del ensayo el térmi-
no en sen¢. Tendremos entonces

N
(21) y=co+¢;cos ¢+ = (¢, cosv -5, senv ).
2

En lugar de suponer nulos los coeficientes de las arménicas
superiores (como hicieron Zenneck y Schunck), supondremos
¢ .

ahora que ellos son pequefios; por ejemplo diremos que — y %
61

(i==1) son de cuadrado despreciable frente a la unidad. Proce-
demos luego con cilculo aproximado, vale decir que se hardn
en el cilculo los desprecios susodichos, obteniéndose como re-
sultados expresiones del tipo

C; [

(22) cl=c,(%‘f,a, Vo). (29) _c:=_n(£°o_“’ 5,6,

01 m2 ?

y @) =05 ) @),
Si estos resultados comprueban la suposicion de pequefiez hecha
diremos que habremos obtenido la solucién buscada en (21) don-
de los coeficientes ¢, y s, estaran dados por (22), (23)y (24) (7).

‘ - . .. @g?
Como veremos, para valores arbitrarios, fijos, de —02— y d
(42

los resultados dados por (23) y (24) verificarin la condicién de
pequefiez supuesta, para un determinado ambito de valores de

—

(") Reemplazando (22) en (23) y (24) se obtendrian las expresiomes de
¢ y si en funcién de los paré.metros L AL
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0;. Llamaremos a este 4mbito, zona de preponderancia de la ar-
moénica fundamental.

.-Es de notar que si el amperimetro de fig. 5 mide el valor
eficaz de la corriente, en dicha zona de preponderancia se cum-

plird que

. oy 7 : o
(25) L= I/IT I2dt=|c,| (T periodo)

luego 1a curva 'caradteristica estara dada por U,=Uy(c,).

Ante ‘todo no es dificil demostrar que ¢,=0.

De (8) ademds, es facil ver que para =0 se cumple
$=s5,=0 para todo v, de modo que en tal caso (21) se veria
reducldo a

N

(26) ) . y=Zc,co8vT.
: I

Para simplificar haremos 5=0; el método de resolucién para
6'—7'20 es andlogo.

Multiplicando (8) por 1 —|— y2 obtendremos

o 2 2

(27) y+%fydr+%—y2fydr=Vosent,—l-VDy2sen1:.
De-(26) puede obtenerse

o] c,2 Y 'c,, N e, ' .
y [ydi=—=-{Z2-" senvi4+ Z —[(2v—1)sen(v—2) T+
4 1 v 2 Vv

+ (2v+1) sen(v+-2) 7]+ ¢;(sen 8t — sen 7)}

.2

r

2. v
y2sen 1:=24t—(sent +sen87) + o Zﬁ;i['sen(v +2) t—sen(v—2) ).
. 9 .

Reemplazando en (27) y.Aseparando los coeficientes de senv
se obtiene: )




01
-—c [1-——— 1+ ]- I
gen T —> ' ©? 12
¢ C
—Vo(1+4 1 s)
1 og? ¢® ] T @
—e |22 "0 a7 L —
sen2t—» 02[ 5o (L g) | "t
N /4 C1 €y
=—Vo
2
(28) J 2. 1 .
Do” 01 [3 20y 4N ]_9 @
sen8t—s 2 4 % 3 °°2( 2) 20 w2 T
_1v %%
| —VOE(E )
2L—3030 01 . _1_ 01
i 21+0C020 .

Por lo- pronto vemos que las ecuaciones provenientes de se-
nos pares de T nos determinan un sistema lineal y homogeneo
en ¢y, ¢y, £tc., luego en general se tendra

para cualquier valor de v (8).

Queda entonces un sistema mhomogeneo, no-lineal en ¢,
que ofrece la particularidad de presentar sélo tres incégnitas por
ecuacién, ademis de ¢, que figura en todas. Esta particulari-
dad nos permitird utilizar un sencillo método de iteracién.

Si llamamos z=c2/4 la primera ecuacién de (28) nos da

w,? A b wy?
o1 — 28 (1 2) oy ey s 28]
142— Q%

(80) —Vo=

(*) Este resultado también es obtenido parad==0, obteniéndose adems§s
Sy =0.
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Desarrollando el denominador en scrie de Taylor y no con-
siderando los cuadrados y potencias superiores de cy, puede
escribirse

-V
(1) 6= 73,02
(Q-)
donde ‘
(32) Q= - 1 w?

1+z—22 (1~ 5% (1+2))

- (81) tiene asi, la forma de (15) para ©=0.

Definiremos punto de resonancia como el minimo de la cur-
carva Vo=V, (|c;|) (fig. 5); en este caso por ser 5:=0 es
el punto para el cual ¥V,=0 siendo ¢;=0.

La primera ecuacién de (28) nos dice que V=0 si

2

w,2 5 o
1—2(1+2)—¢e5——=0
w2 ( + ) 1719 2
0 sea, la condicién de resonancia es

2 1
(33) m_(;=“—5
@ ltz—500

2
Trataremos ahora de hallar ¢; en funcién de %02— y ¢.
Haciendo ¢;=0 en la tercera ecuacién de (28) (procedimien-
to que puede justificarse), y restando esa ecuacién previamente
N
2
plicada por z, se llega a obtener

multiplicada por 14xz— a la primera de (28) multipli-

3) 2= 2 = 2
( ) E——l wla? o, Lo g 2
donde '
2
(35) hy=38— 20 (14 24,

3 w?
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Reemplazando (84) en (32) resulta

8(1+5)— L9 (14824at)

1u)°

3+6x-+2?— 5 -7 (1+42+-82?)

@) 0, ¢)=

Este resultado combinado con- (31) nos da la funcién
V=V, (cl, )que representa la curva caracteristica. Para

comparar este resultado con el de Zenneck y Schunck, repre-
sentamos en las tablas II y III los valores de Q dados por (36)

©p?
para dos valores distintos de = 2 , ¥ los correspondientes valores
de g dados por (12).

TABLA II L0 — 0,81
0y q Q Ay en %
0 1 1 0
0,2 1,000 | 099 | o3
0.5 0944 | 0948 | o011
0.8 0,876 | 0872 | 0,48
10 0,830 | 0822 | 097
12 0778 | 0770 | 1,04
15 0,714 | 0,696 | 2,95
2 0,618 | 0593 | 4,92
3 0480 | 043¢ | 10,8
(!)02
TABLA IIT 2% — 0,5
(U}
& q Q Ayen %
0 1 ‘1 | o
1 0,830 | o822 | 0,97
2 0,618 | 0596 | 3,69
2,5 0541 | 0512..| 567
3 0,480 | 0,427 | 12,2 |

En las tdltimas columnas tabulamos el error porcentual Ay
con el cual la curva caracteristica de Zenneck y Schunck apro-
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xima a la obtenida en este estudio para los dos valores men-

2
cionados de m—g .
Este error en general aumenta al aumentar ¢;, vale decir
al crecer el grado de no-linealidad del problema, y ademas al
2
alejarse de 1 el valor de —

w0’
Hallaremos el valor de c;/c; en el punto de resonancia,

reemplazando en (34) el valor de % dado por (33) se obtiene

s z
(37) (-) = r"—8z—1
C1 / nes 8(1+x)+ %7_

vepresentada, en funcién de ¢y, en tabla IV. Esta tabla nos en-
sefia que la amplitud ¢; no puede despreciarse, ni siquiera en
la resonancia, frente a c;. Hay que considerar, sin embargo,
que para calcular la caracteristica, es decir la intensidad eficaz
de la corriente (véase la (25)), no intervienen explicitamente
C3,C5, sino Gnicamente en forma implicita ya que ¢; depende
de ellos gracias al sistema (28).

TABLA IV -

e x (cafey)res,
0 0 0
0,63 0,1 0,093
1,15 0,33 0,104
14 ‘ 0,5 - 0,12
2 1 0,166
2,82 2 0,190
3,46 3 0,213

Nuestra suposicién que (cs/c)? es despreciable fremnte a 1,
vale para el punto de resonancia hasta ¢;,,,=2,82, lo que co-
rresponde a un grado .de saturacién del flujo &/¢,=0,78 apro-
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ximadamente, si despreciamos -(0,19)2=0,036 frente a la uni-
dad. Consideraciones analogas.sobre la pequefiez de (cs/c,)?, pue-
den hacerse para valores de ¢, comprendidos entre ¢j=0 y

0y =Cyny; Tuera de esa zona la aproximacion es peor.
2
Con el mismo error puede en general demostrarse gue (—)

y (c"+2) (n=5,17,...) son despreciables frente a 1, a partir de

z ol )
Cs __ 8 wr TR
®) mparrs
b w? 15 (7%
’ B} e wmoz___g
Cntz  en—2 ™ o’n(n—2)
y (39) G et g wf 3D V=0T
L nt2 cn—2 w? n(n+2)
siendo '
. at e - ) 1 [0)) 2
- (40), Cke=v———5 (1422).

Mientras los métodos de la Mecénica cuasi-lineal limitan la
no-linealidad del problema, el procedimiento aqui desarrollado
permite obtener soluciones sin grandes restricciones al grado de-
no-linealidad, debiendo limitarse, por otro lado, a aquellas so-
luciones (intensidades) en las cuales prevalece la arménica fun-
damental.

d) Habria sido posible hacer un estudio anélogo al anterior,
ensayando (21) en la ecuacién diferencial (8), vale deccir no

multiplicando la ecuacion diferencial por 1-y2.

. . . ey ~ G _ 5 .
Haciendo la misma suposicién de pequefiez de — y — (v/=1) .
1 W

y desarrollando en serie de Fourier los distintos términos de la
ecuacién, se obtiene en lugar de (28) un sistema que presenta
todas las incognitas en cada ecuacion. Para resolver este sistema
es inaplicable el método de iteracién anteriormente utilizado; por
otro lado el método crameriano presenta determinantes dificiles
de interpretar. Estos determinantes fueron evaluados, y.con ello
obtenido resultados para ¢;,c, y s,, limitando la no linealidad
del problema, hecho que hace perder mucho interés a este es-



¥y v v
(41) y =E.‘.1 lc,,,m cos H(P + Sy/mSen CP]
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tudio. Estos resultados fueron también obtenides para funcio-
nes P(,) relativamente generales, lo que permite la_consideracién

de otras férmulas que la (2) para la curva de imantacion del
hierro (9).

d) Subarmdnicas.
Podria surgir la duda que el ensayo (21) no fuera acertado

por ignorar posibles subarmoénicas del tipo cost/n. Tal reso-
nancia subarménica aparece en algunos fenémenos y ha sido estu-

. diada especialmente en problemas de radiotécnica. Ensayar (21)

significa suponer que la solucién es periédica con el mismo pe-
riodo que la f.e.m. Consideraremos, ahora, en cambio,

m

donde m es un entero arbitrario fijo. Si reemplazamos esta ex-
presién en (26) y procedemos de manera aniloga. a la de sec-
cién c¢), vale decir despreciando los cuadrados y potencias supe-
riores de ¢,y Y Sy, Para v=/=m, obtenemos un sistema de ecua-
ciones algebraicas que puede subdividirse en otros dos. Uno de
ellos es homogéneo en ¢, para v/m distinto de un entero
cualquiera. El segundo sistema se reduce exactamente a (27).

Luego este procedimiento, generalizaciéon natural del méto-
do desarrollando en c), demostraria la inexistencia de subarméni-
cas en nuestro problema, dando para las arménicas superiores
los mismos resultados que c). a

e) Estudio de la subarmdnica 1/3.

Desarrollaremos, ahora, un método mas cuidadoso que nos
mostrara la existencia de la subarménica 1/3 en el régimen.
Sin embargo, para la existencia de dicha subarmoénica, deduci-
remos una condicién que limita los valores de la frecuencia de
la f.e.m., y que no es cumplida cerca de la resonancia de la
arménica fundamental. En dicha zona, por tanlo, este procedi-

—_—

(®) Este estudio se halla en AmaTi, Tesis, § 6 (Bucnos Aires, 1952),
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miento mostrard que no existe subarménica 1/3, de acuerdo con
el método anterior. :

Consideremos, primeramente, el caso.de pequenas no-linea-
lidades. Tenemos, entonces:

I i
(42) T~ y)

pudiendo nuestra ecuaciéon (8) escribirse en la forma:

. 2 .
(43) - - .‘)’(14—3)'2‘)+5y+c:—°2fydf_;vocos1.
Ensayaremos:
(44) y= bsencp/3+Alcobcp+Blsencp, p=1+9%

donde se ha elegido & en forma tal que en (44) no figure cos ¢/3.

Hallaremos ahora que__condlcmn debe cumplir la frecuencia
de la f.e. m. para que b Sea un nimero real distinto de 0. Reem-~
plazando (44) en (43), sin hacer desprecios y anulando los coe-
ficientes de cos /3 y seng/3, obtenemos previa divisién por

b=f=0:

A- - 2
(45) 2—bB-11+ 2(A?+B,?) +36 -2 — 4| =0
} w©?
- Ab
46) b— o=0.

De (45) deducimos:

@ =2y )P st B) 3620 44

Para que b resulte real es necesario que el radicando de
(46) sea no negatwo, de donde se deduce: \

(48) 28 <+ (1—T/16 B2~ Agf2) <3 (1— 116 (B + Ay =

1/9 (1—"7/16 ¢;2)
donde

(49, ' ct=Az2+ B,
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Por lo pronto se ve, en (47), este resultado: para que

exista la subarménica 1/3 la frecuenciz' ©/2n de la f.e.m. debe
ser mayor que tres veces la frecuencia propia del circuito lineal
gin resistencia, es decir w,/27 (1?). Para no-linealidades pe-
quedias la resomancia estd caracterizada por %‘frvl‘. Por tanto,
. en dicho caso, la condicién (47) es incompatible y no puede
haber subarménica 1/3 cerca de la resonancia de la arménica
-fundamental.
" Veamos, ahora, si puede existic subarménica 1/3 en el pun-
to de resonancia, aun cuando dicho punto corresponda a grandes
no-lmealldades (). Para simplificar el calculo nos hm1tamos
al caso =0 y al punto. de resonancia (caracterlzado por la
condicién (33)). En tal caso V,=0 y nuestra ecuacion puede
escribirse:

. 2

(50) y+'2,—°2 (1+y2)fydf=0
Ensayamos en {50):

(61) y_acosr/3+cloosr+c3oos3t

la condicion de resonancia (33), ‘deduc1mos en forma aniloga a
la descripta anteriormente la siguiente condicién de existencia
~de la subarménica 1/3:
1 1 1
(52). == - = -
1-4-c2/4—5/1 9 A o
+¢,2/4—5/12 ¢;¢5 [1+141012+ 2 ]

Siendo ¢;¢; un némero positivo (ver (34)), la condicién
(52) no se cumple. Luego, cerca del punio de resonancia, ain

para grandes no-linealidades, no existe subarménica 1/3.

IV) Estabilidad de los osalacwnes del- circuito ferroresonante
en serie.

A

a) Método de estabilidad para la zona de resonancia
Sea P un punto cualquiera de la caracteristica tebrica (fig.

(*®) Un resultado anflogo es ya conocido en el estudio de una ecuscién no
lineal diferente, (Ecuacién de Duffing)., Véase STORER, 0p. cit., 106
(“) Véase. nota (6). .
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5), de coordenadas (uy), y (c)p.-De acuerdo con Zenneck y
Schunck (y con los estudios realizados en la seccién IIIc), cer-
ca de la resonancia de la arcénica fundamental y atun para no-
linealidades grandes (12), el equilibrio de régimen queda con-
venientemente explicado mediante el ensayo:

(63) y=ccos(t+98)=ccos

en que ¢y 9 son constantes que ‘representan, respectivamente,
la amplitud de la corriente dividida por I* (ver (5)), y la cons-
tante de fase.

Supongamos, ahora, que variamos levemente las condicio-
nes iniciales de nuestro problema, lo que equivale a suponer
aplicada una perturbacién —impulso de la f.e.m., de moda
que tendremos como solucién de nuestra ecuaci6n

(54) B(y) y+8.y + =Vosent
una expresién Y(;), en general, diferente de (53).

Si, para el punto de coordenadas (ug)p ¥y (¢)p, la diferencia
entre Y(;y e y(;) permanece acotada para todos los tiempos po-
sitivos diremos que, en ese punto, nuestra solucién de equilibrio
(68) es estable. Si, por lo contrario, dicha diferencia crece in-
definidamente, en esc punto,nuestra solucién (53) serd inestable.

Una vez variadas las condiciones iniciales de nuestro pro-
blema, la amplitud y la constante de fase de la intensidad que-
daran perturbadas lo que nos sugiere como solucién variacio-
nal de (54), el ensayo:

(55) Y=0C(;)cos(t+6()) =C(zycosp;  =1+8

en que C(;) y O(y), asi como sus derivadas, son funciones muy
lentamente variables en un periodo. Ellas reemplazan, respecti-
vamente, a las constantes ¢ y & que figuran en la solucién de
equilibrio (53). Naturalmente, el ensayo (55) deberd justifi-
carse por los resultados.

Derivando (54) obtenemos:

.. . . 2
(54" _1b(y)Y+’1b’Y2+6.Y—l—%og—I::Vocom donde 1})':%.

(*) Véase nota (6).
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De (55) se desprende:

?:—Csen(bv—}-cl'cos(b—-Césen(b.

Como tenemos dos incognitas (G y ©) 'y una sola ecuacién
a satisfacer (la (54)), podemos 1mponer una condicion arbi-
traria. Ella serd que: /’/

(56) Ccos¢~Cése11“v¢=0
de modo que ’ T
(57). Y(,)' =-—C sén ¢.

El objeto de este artificio es obtener ecuaciones variacio-
nales del primer orden.

Si en (54’) consideramos (55) y (57), obtendremos una nue-
va ecuacién diferencial para C y ©, que agregada a la (56)
nos da el sistema buscado de ecuaciones variacionales.

I) H,(C,6,C,60)=0[Ccosd+Csend+CO cosd]—

)
(58). _¢'C2sen2¢+szen(b—.Z—(;Ccostb.—l—Vocosr:O

IT) H,(C,O,C,0)=yCcosdp—bCOsenp=0.

Si en (58) hacemos C=c; O=7; C:é:O, obtendremos
una sola ecuacién que representa el equilibrio, a saber:

(59) $(c cos ¢) € €0S P — P'(c cos ¢) 2 sen? @ +-d . csen'p —

W~
0 X T —
p ccos @+ Vycost=0.

Desarrollemos, ahora, i,(C,9, C, 6) y H, (C e,C, 6) en
serie de Taylor alrededor del punto de equilibrio (C=c; O=1;

c=6_0), despreciando las potencias de C—c, 6—19, Cy 6
superiores a la primera y restando de (58I) la ecuacion de
equilibrio (59) (13):

(*) Este procedimiento de desprecios es habitual en la literatura. Véase,

por ejemplo, la definicién de Estabilidad Infinitesimal dada por STOKER, op.
cit., 115.
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(60)

OHy - (oHy ,
D (52) 6+(56) 0+ (53) (C—a+(53) @9 =0
1) (‘)H‘)C+(ZI;1)9 0

donde el simbolo (TH) significa. que las derivadas dében cal—

cularse en el punto de equilibrio (C=¢; 6=9. C= 6—-,0)
Tenemos en cuenta la expresién (58 I) de Hy; multmllca-
mos (601) por seng (601II) por cosp y sumamos;’ luego ‘mul-
tiplicamos (601) por cos (601II) por —-sen@ y sumamos, ob-
teniendo: L

1) oG+ (C—0(E) s+t (9‘—&)(7,31);sen.cp=o

(61)4 donde lf’o =0(c cos ¢)

II) tbocé-i—((} )( )cos +(©®— %)( )wsw 0.

En (€1) wnsiderar-emm como variable a p=t-49% en lugar
-de t. Si integramos cada una de las ecuacicnes (61) con res-
pecto a ¢ entre ¢ y @+ 2n, debido a la lenta variabilidad :de
C(z), B(;) y derivadas, podemos sacarlas fuera del signo integral,
y debido a la penod1c1dad de los coeficientes obtendremos:

oH
I) C(w)'—f byde + (C—c) = L [M( 1) sen ¢ do +

oH,

+@-9) -7 (53

) sencpdcp 0
(62)

II) G(Q,)—f tpodcp-{-(C—c)———fM 0H1 cosqadcp-{-

+(6— &)—f (dHl wscpd<9=0-

Teniendo en cuenta la forma de H, (58 I), ge demuestran.
ficilmente las relaciones (14):

(*) La demostracién da (63) se encuentea en el Apéndice.
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t)H
( (dgl [dq,g (‘l’ocos?)-i--—coscp 6senq>]
63)

(‘:)I;I [d P (¢osen¢)+—sencp+bcos<p]

Recordando las definiciones (19) y (20), y considerando- las
relaciones (63) obtenemos inmediatamente:

(1w 1 [i= (OH,
;f_-“%dcp=p(c)+q(c): f (dc)senq’dfp 3

fﬂ oH, )sencpdcp_.—-c (q(c)—m—oz)

2
/ﬂ aHl °°S<Pd<p =Pl — =2 ;

w©?’

(64) |

Con las relaciones (64), el sistema (62) puede ‘escribirse en
la forma K

. 2
, E(p()+9(0)) + 8. 5—( gty — o5 )%=0
(65) .

| B0+ a@) +(po— 25 +5. =0
donde
(66) | &=C—;—°.; £=6-9.

Fisicamente & representa la perturbacién relativa de la am-
plitud de intensidad y ¢ la perturbacién absoluta de la cons-
tante de fase.

El sistema (65) se integra inmediatamente con el ensayo
Euleriano:

(67) E=Aere; T{=DBere

donde A,B y p no dependen de ¢.
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Reemplazando (67) en (65) se ve que p debe ser una de
las raices de la ecuacion:

(68)  [w(p+q)+0P+ (p—-“‘“z)( 0002) =

av,
=p(p+9)2+28(p+q) b+ Ki) 2=

en que se ha tenido en cuenta la expresion de la derivada de la

®,2\2 '
caracteristica (18) y donde K2(,,)=V( 9e)— Eo_) +982>0

2
‘para todo ¢.
Las raices de (68) son:

(89) = TP*TQT '[.— b1 l/bz — K2, %Q] .

- gl o)

- La lenta variabilidad de C(;),©(;) y derivadas en el ensayo
(65) queda justificada por nuestros resultados cerca de los pun-
tos de transicién entre las zonas ascendentes y descendentes de la
caracteristica (puntos R y S de fig. 5). En efecto, cerca de

dichos puntos, K2(,) %——— ~0 de modo que py~0 y gy resulta ser

del orden de 8. Comlo en los casos de interés practico d es muy
pequeiio resulta que, cerca de dichos puntos, nuestras dos raices
By ¥ By son muy pequefias, de donde se deduce, teniendo en
cuenta las expresiones (66) y (67), que, efectivamente, C,),
©O() y derivadas son muy lentamente variables en un periodo
cerca de esos puntos de transicién. Por lo tanto, nuestros resul-
tados justifican el ensayo (55) justamente en las zonas donde
se producen los saltos. '

Veamos, ahora, qué nos dicen nuesiras soluciones (67) acer-
ca de la estabilidad de las soluciomes (53) del equilibrio.

La solucién general del sistema (65) sera de la forma:

E=1ky Ay(o) e+ Ty Ag() ere?
(70)
L=l By(;) eM? 4y By(,) eta?
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donde k, y l; se determinan por las condiciones iniciales.

1 do

Por ser Lbo_L i

——>0, se tiene recordando (19) y (20):

(1) : P(e) +9(e)>0

para todo e¢. -

Observando (69), es claro que cuando Gg,— >0 (zonas ascen-
dentes de la caracteristica) (%) R(u,)<0, R(u;)<<O obtenien-
do por tanto que nuesira solucién de equilibrio (53) es estable.

Cuando QZL <0 (zonas descendentes), R(p;)<0, R(p1)>0

{inestabilidad).

Podemos, pues, afirmar que los puntos de transicién entre
las zonas ascendentes y descendentes, son a la vez puntos de tran-
sicion entre zonas estables e inestables, correspondiendo las pri-
meras a las zonas ascendentes y las segundas a las descendentes.

Puede observarse que, en este tratamiento de la estabilidad,
sobre la funcién b(y)=1b(ccos¢) s6lo se ha supues’m que sea po-
sitiva y que su naturaleza sea tal que la ecuacién (54) -admita
como solucién de régimen el ensayo (53). -

——

b) Método de estabilidad para pequerias no—lmealzdad(,s
(Ecuacion a2 Hill). e

Mostraremos, brevemente, como elemento de comparacidn,
un camino que se apoya en los métodos de estabilidad usualmen-
te empleados, los que conducen, en general, al comphcac]o pro-
blema de discutir una ecuacién de Hlll

' Una vez variadas las condiciones iniciales del problema, ten-
dremos como solucién de nuesira ecuaciéon (54) una expre-
sion Y(,), diferente de (53). Escribiremos:

(72) , Y=y+¢)

—

(¥*) El simbole R() aignifica..parte real.
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en que y=ccosq es el ensayo de equilibrio y ¢ y derivada
son de potencias superiores despreciables.

. d di d
(@) vo=vi+ () s donde (p) = (7).,
; dp
(74) ¢<Y>Y=(¢<y>+(dy) e)(y+e)= ¢<y>y+d (bt ).
Reemplazando en la ecuacion (54'):
(78) g (95 7) + 5 () 303 +5) 5 (7 k) =Vicou.
La ecuacién de equilibrio es precisamente:
d ‘L : 2
(76) g (P09) +05+Thy=V,cosc.

Si de (75) restamos (76) obtenemos la ecuacién de pertur-
bacién buscada:

ds2 . 2
(77) o3 (P e) +oe+ Tk e=0.

Para obtener una nueva ecuacién diferencial en que no fi-
gure la primera derivada, en (77) ensayamos:

®
_v9) _iféﬁ
(78) "= .exp[ 2, ¢]
obteniendo:
. g [\ 52
(79) v+_[g;°71/¢ +5/2 (%);@5]”:0-

Siendo (y)=1(ccos ¢) una funcién periddica (79), es una
-ecuacién de Hill. Ella admite, de acuerdo con la teoria de
Floquet, una solucién del tipo

(80) v=ere F,)

- en que p no depende de ¢ y donde F(,) es una funcién peri6-
dica. Para la estabilidad interesa pues, tnicamente, conocer el
exponente caracteristico p. Para discutir el valor de p hemos
empleado el asi llamado método del determinante infinito de
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Hill. Este camino es bastante complicado y sélo hemos podido
interpretarlo restringiendo la no-linealidad del problema, ‘con
idéntico resultado que el obtenido mediante el método explica-
do en A) (26). El procedimiento desarrollado en A) es, pues,
mucho més sencillo y da resultados mas poderosos en el sen-
tido de que permite considerar no-linealidades mucho mayores.

——

V) Equilibrio y- estabilidad del circuito _f.errorésonante en paralelo:

Nos limitaremos al caso en que imponemos la intensidad to-
tal de corriente I. (Ver fig. 8). Llamamos: I, a la intensidad
de la rama I, I, a la de la rama II; y=I/I*; y,=I,/I*;

ys=Iy/I* donde I* esti dada por (5); U designara la tensién
entre los bornes de la bobina. '

d
(81) U=—* ¢(7‘) +R1 y1; (82) U=1/C|y, dt_l/Cf(y yl) dt.

La intensidad total I sera sinusoidal de modo que pode-
mos escribir:

(83) ‘ y=-—csent.

De (81), (82) y (83) se desprende:

(84) d‘l'(y,) +R, 3, +1/C fy,dz_l/c f Idt-—-—— cos .

Llamando:
__d(b . : _1d¢(71). _.R
® =), v=1d, ) L
_ 1 __of
moﬂ—m, c—m C
obtenemos:
. 2
(86) ¢(y;)y1+51.’)'1+%;*fhdt:ECO“-

——

(*) E! desarrollo del método b) se encuentra en BIRLIN, Tesis, § 6.

I
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‘Comparando ‘con la ecuacién (54), vemos que (86) repre-
senta un fendmeno resonante serie cuya intensidad es I;. De
acuerdo con lo visto en-el circuito serie, cerca de la resonancia
de la armonica fundamental, para calcular la caracteristica hasta
considerar el ensayo:

(87) yi=2¢ycos(t+9;)
resultando:

c & gt
(88)  cp= ¢ ; g9, =2 T,

V (q(cl) - t—f) 2+ 0,2

' 1 [+= _
W) = f _ bimysen® (v 8,) d(t+8y).

Consideremos la curva ¢, en funcién de ¢ dada por (88).
Nuestro estudio de estabilidad del fendémeno serie nos muestra
que la solucion dada por (87) cs estable en las zonas ascenden-
tes de dicha curva e inestable en la descendente. Como las per-
turbaciones que encontribamos eran de tipo exponencial (ver
(70)), se comprende por (82) que si y; es estable también lo
es U; si y, es inestable, lo mismo sucede con U. Luego, en
las zonas descendentes de (99), U es inestable; en las ascen- .
dentes, estable.

Busquemos, ahora, la ecuacién de la caracteristica Ug=U(c)
donde U, designa la amplitud de la tension U. Para ello nos
bastard hallar la relacion U,=Uy(c,) pues por (88) ya co-
nocemos c¢=c(c;). _

Como en la resonancia tenemos y,=c, cos(t+%;) e y=—csenr,
es evidente por (82) que, en ella, U serd de la forma:

(89) U=U,cos(z+93).

La ecuacién de equilibrio de la rama I puede escribirse:
. U
(90)  W(yy¥1+ 0 y1=Vycos(t+9,) donde V,= Zo-‘% .

Reemplazamos y; por la expresion (87), multiplicamos por
sen(t49,) e integramos respecto de t+4 9, entre —7w y +=;
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luego multiplicamos por cos(t+9,) e integramos nuevamente
obteniendo:

(92) { Vot~ ) =01 gl

VO COS(S‘z—- 3‘1> =0 61

Cuadrando, sumando y teniendo en cuenta la (88) obtene-
mos las ecuaciones paramétricas de la caracteristica:

(92) { Vo=o1 V! +825 B=0r)/(qroy— %) 400

donde ¢, pu-edé considerarse como un ‘pardmetro.
Se demuestra de inmediato a partir de (92) que

2

{93) Slgno ‘ZL Signo [( q(c,) —:uc%) (p(ci) ) 4 2] =

— S de
= 1gnod—c;

Luego la caracteristica dada por (92) 'y la curva (88) pre-
sentan sus zonas descendentes en los mismos &mbitos de valores
de ¢;. Como habiamos demostrado que U es inestable para
aquellos valores de ¢; en que la curva (88) es descendente, queda
ahora probado que dicha inestabilidad corresponde también a las
zonas descendentes de la caracteristica dada por (92) Lo mismo
sucede con la estabilidad de las zonas ascendentes. . . .

De esta manera probamos que las zonas descendentes de la
caracteristica ‘del circuito ‘ferroresonante paralelo son inestables,
las ascendentes estables, siempre que se imponga la intensidad
de corriente.

Agradecemos ‘al Prof. Dr. Ricardo Gans la proposicién del
tema y sus continuos. consejos.

APENDICES
1) Demostracion de (17):

d .
pi(ey) = ‘11(01)"'01 (h(c,)
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“Siendo
(10) y=c c089
d;bc(f) dtb(f cosg:  (95) dtb(y) d:l(;) cy sen @
luego
(96) d“:l(v) 1 ‘N’(y) 1 o_“’(y) i
Yy ~ cos@ dey " ey eng Ocy

A partir de (19) y (96)
d 5

=—_f lbsen”q)d‘P"'— '%:%sencpcosd<9=

-—-—f ¢\sen2¢dv+—f l!o(coti”cp sen”v)dcp

=L [" oo pdy=pi(c) sgin (20).

cchn‘i'lo :qu,e' queda’ demostrada la férmula (17).

2)‘ Demaostracion de las formaulas (63):

Llarhando :

’%—-tb(,)——%ccos@» Py’ = (dq:) “‘b” (dYﬂ)Ydf

dY /y—y
a partir de (5_8 I) obtenemos inmediatamente:
[ (0H,
(—56) =1y cos ¢ — 2 by’ csen? ¢ — (by” ¢ sen? p—

2
) —tbo'qcos)oosqa-l—bsencp—%'oossp
R o
(oe) { g sen @ — 2, 56N ¢ cos @ +

: 0.2
+ (by” cBsen? @ — b/ ¢ cos ) sen @ +d cos @ -l—_-;‘;— sen tp}.
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Por otra parte se tiene, siendo y=ccos ¢ y recordando (95):"

; \ 62‘1’ ” A9 2 cab P .
{98) _ E-C-P;—tb csen?p — by’ ccosgp

Teniendo en cuenta (95) y (98) las férmulas (97) puerlen )
ﬁSCl‘lbll‘SE'- ‘

G r)H“" Y o2
©9) (Gg) =teosp 2y oy
o »..__‘7[0_2 03 0) 4 22 cos @ — bsen
—g s g'= 0?2(tpocqacp)+ 3 S ® 6s.gn(_p].

oH, - ob d*b
(100) ( ) =c {—,tbosencp-l—.Zd—(écos:p—l—Wsencp-{—

0

0,2 02 ‘ ©?
+—gseng+deoser=c [()T,g(%'semp)%— ;n—ogsenqﬂr&coscp]

con lo que quedan- demostradas las férmulas (63).

LAS SEPTIMAS JORNADAS MATEMATICAS ARGENTIN ’Lb

Orgamzadas por la Unién Matemitica Argentina y bajo los ausple.los de_
ln Universidad Nacional de Cuyo se realizeron em Mendoza; el 25 de julio de
1054, las Séptimas Jornadas Matemdticas Argentinas. Asistieron los siguientes
delegados extranjeros: José Adem (México), Alberto Calderén (Princeton), J.
Dahmkéhler (Bolivia), Mario Gonzalez (Cuba), F. Grabiel (Cuba), A: Grotheh-
dieck (Brasil), Juan Horvath (Colombia), Rafael Laguardia (Uruguay), Geor-
ge Mostow (Brasil), Leopoldo Nachbin (Brasil), J. Valles (Urugusy), asi co-
‘mo los delegados de la UNESCO Ing. L. Mattson y Prof. O. Dodera. Liischer.

Foé elegido presidente de la reunién M. Cotlar y secretario M. Spdosky,
presentéindoss las comunicaciones cuyos resﬁmenes se publican-a continnacién:

Dr. GrrMAN FERNANDEZ. (Clamfmamén de las superficies desarro]lables en
‘el espacio de ¢ dimensiones de curvatura constante). )

ReguMEN: Convideremos una superficie, Syt (z =, ¥ =9, 2, =21 (2, 9),
S (z,9), del espacio de 4-dimenaiones d& curvatura constante -S,, y. agre-
guemos a cads punto P de S una ‘‘repere Y mobile”? definids por 4 veetores unita-




