AXIOMES INDEPENDANTS POUR LES ALGEBRES
DE BROUWER

par ANTONIO MONTEIRO

1- Résumé. —Dans cette note nous indiquons une caracté-
risation des algébres de Brouwer au moyen de six axiomes in-
dépendants et nous étudions aussi la notion d’'Algébre de Brou-
wer (énéralisée.

2-La définition de Garrett Birkhoff.— Soit A un ensemble
ordonné, c’est-a-dire. un emsemble, non vide, A sur lequel est
définie une relation binaire (<) que vérifie les axiomes suivants:

Aziome 01: a=<a.
Aziome 02: si a<b et b=a alors a=b.
Aziome 03: si a<b et b=<c alors a=<ec.

Nous dirons que A a un premier élément s’il existe un
élément 0 de A tel que: 0=z, quel que soit z.de A.

Nous dirons que A a un dernier élément s’il existe un élé-
ment 1 de A tel que: <1 quel que soit = de A.

Nous dirons que ¢ est la borne inférieure des éléments a
et b si:

Il: c=<a et c<b.
12: Si ¢y<a et ¢;<b alors ¢;<c¢

et nous écrirons: c=ua A b.
Nous dirons que ¢ est la borne supérieure des éléments a
et b si:

Sl: asc et b=e.
S2: Si a=<ec, et b=c¢, alors ¢c=¢

et nous écrirons: c=a v b.
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Si chaque couple d’éléments de A a une borne supérieure
et une borne inférieure nous dirons que A est un rétioulé.
Nous supposons connues les propriétés des opérations A

et v; (voir [3]) ().

Définition 1.-Un réticulé A dans lequel pour chaque cou-
ple (a,b) d’éléments de A il existe un élément c=a—b de A
qui vérifie les deux propriétés suivantes:

Bl) Si anz<b alors x<a—b.
B2) an(a—b)<b

sera dit une algébre de Brouwer Généralisée.

Cette notion a été introduite par G. Birkhoff ([1], pag 459;
2], pag 128; [8], pag 147) sous le nom de réticulé relativement
pseudo-complemenié et par M. Ward sous le nom de «residua-
ted lattice» (voir [12]).

I1 est bien connu qu'une telle algébre est un réticulé distributif
que a pour dernier élément a—a=1.

Définition 2.-Une algébre de Brouwer généralisée A sera
dite une algébre de Brouwer si A contient un premier élément 0.

Comme exemple d’'une Algébre de Brouwer Généralisée qui
n'a pas un premier élément nous pouvons indiquer l'ensemble A
de tous les nombres réels z tels que 0 <z <1. Dans ce cas: si
a<b nous aurons a—b=1 et b —>a=a.

I1 est bien connu ([3], pag. 129; [6], pag. 130) que la fa-
mille A de tous les ensembles ouverts d’un espace topologique
est une algébre de Brouwver, si nous convenons que

1°) avb et aAb représentent la réunion et l'intersection
des deux ensembles ouverts a et b.

20) Si a et b sont des ensembles ouverts alors a— b=
i(a’ vb) o o est le complément de l'ensemble a et L(x) I'in-
térieur de l'ensemble z.

Les relations entre les algébres de Brouwer et le calcul pro-
positionel intuitioniste, dans la formalisation de Heyting [5], sont
bien connues. Voir  ce sujet: [10], [11], [9], [7].

(*) Voir la liste bibliographique indiquée & la fin de cette note.
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3~ Axiomes indépendants pour les algébres de Brouwer gé-
néralisées. — Dans ce paragraphe nous allons définir une algébre de
Brouwer généralisée comme un ensemble, non vide, A sur lequel
sont définies trois opérations binaires et nous montrerons que
cette nouvelle définition est équivalente a la Définition 1, indi-
quée précédemment.

Définition 1’.- Un ensemble, non vide, A sur lequel sont dé-
finies trois opérations binaires A,v,— (qui d chaque couple
ordonné (a,b) d’éléments de A font correspondre les éléments
anbavba—bde A) de telle maniére que les axiomes sui-
vants soient vérifiés (pour tout a,b,c de A):

Al) a—a=b—D

A2) (a—b) Ab=Db : o
A3) an(a—b)=anb ' - I
Ad) a—(bAc)y=(a—c) A (a—Db) ‘
A5) (avb)—c=(a—c) A (b—c)

sera dit une algébre de Brouwer généralisée.

Démontrons tout d’abord le Lemme suivant:
Lemme 1. Les axiomes A1-A5 sont indépendants.

Démonstration. 1°) A1 est indépendant de A2, A3, A4 et A5.

Soit A l'ensemble formé par les deux éléments O et 1, sur
lequel on définit les opérations A, v,—, au moyen des tables
suivantes:

— 0 1 A0 1 vio 1
00 1 00 O 0|0 O
110 1 ' 110 1 10 O

Les axiomes A2,A8, A4 et A5 sont vérifiés; mais 1’'axiome
Al ne l'est pas car 0 —0=~1—1.

20). A2 est indépendant de A1,A3, A4 et A5.

Sur le méme ensemble A considérons les opérations défi-
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nies par les tables suivantes:

— 0 1 AlO 1 vi0 1
1 010. O 0|1 1
111 1 11 1 111 1

- Les axiomes Al, A3, A4 et A5 sont vérifiés, mais l'axiome
A2 ne l'est pas car: (0—0) A 07=0.

80) A3 est indépendant de A1, AR, Al et AS.

Sur le méme ensemble A, considérons les opérations défi-
nies par les tables suivantes:

— 0 1. A0 1 vio 1
o1 1 00 O 0|0 1
111 1 1/0 1 11 1

Les axiomes Al, A2, A4 et A5 sont vérifiés tandis que A3
ne l'est pas car: 1A (1—0)7=1A0.

40) Al est indépendant de A1, A2, A3 et Ab.
Sur I'ensemble A formé par les éléments 0,a,1 considérons
les opérations définies par les tables suivantes: ‘

—>r 0 a 1 Al O a 1 vi o0 a 1
0|1 1 1 0/0 0 O 00 1
al 0 1 1 ala a a a| a 1
1|10 a 1 110 a 1 11 1 1

Les axiomes Al, A2, A8 et A5 son vérifiés et A4 ne l'est
pas car: .a—>(a/\0)_—/:(a—>0) A (a—»a)‘

50) Ab est indépendant de A1, A2, A3 et A4.
Sur l’ensemble A, formé par O et 1, considérons les ope—
rations définies par les tables suivantes: ;

— 0 1 A0 1 vio 1
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Les axiomes Al, A2, A3 et A4 sont vérifiés et A5 ne 1'est
pas car (0v1)—0=(0—0) A(1—0); et la démonstration
est terminée. :

Démonstrons maintenant le théoréme suivant:

Théoréme 1. Une algébre de Brouwer généralisée A, au sens
de la définition 1', est un réticul¢ par rapport aux opérations A et
v, ayant pour dernier élément a—a=1 et lUopération —
vérifie lzs conditions suivantes:

Bl) Si aanz=b alors z<a—0b.
BZ) a/\(a—>b)§b.

Démonstration. Posons a-—>a=1 et démonirons sucessi-
vement les points suivants:

10) 1Aaa=a.
En remplacant dans A2,b par a nous aurons:
(a—a) na=a
c’est-a-dire:
lAaa=a.
20) aal=ana.
En remplacant, dans A3,b par a nous avons:
an(e—a)=ana
c’est-a-dire: _
‘ aAl=ana.
30) 1—»b=b.
En remplacant, dans A3,a par 1 nous aurons:
. 1A(1—b)=1Ab
d’oti, par 1°)
1—b=0.
49) bac=cnab.
En remplacant, dans A4,a par 1 nous avons:

l1—-(bAac)=1—c)Ar (1—Db)
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c’est-a-dire, par 3°)
bac=cAb.
5°) a=ana.
En remplacant dans 4°) b par 1 nous avons:
lAa=anl
d’ott par 1°) et 20):
a=ana.
6°) anl=a
c’est une conséquence de 2°) et 50).
) an(aanb)=anb.
Par A4, Al et 6°) nous pouvons écrire sucoessivement:
a—(aab)=(a—b) A (a—a)=(a—b)Al=a—b.
De cette égalité on déduit:
an(a— (@Ab)=an(a—b)
" d’ou par A3
an(anb)y=anb.
8) an (bac)=an((aab)Ac).
Par A4, A1, 6° et A4 nous pouvons écrire successivement:
() a—(an(bac))=(a—(brc)(a—a)’
—(a— (b A <)) AL
=a— (bac)
=(a—¢) A (@a—b).
Par A4, Al et 6°) nous pouvons écrire:
(i) a— ((anb) A0)=(a—>c) n (a— (a A D))
=(@—c) A ((a—D) A(a—a))

=(a—c) A ((a—b) A1)

=(a—c) A (a— D).
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De (i) et (ii) on déduit: .
a—(an(bac))=a—((anb) Ac)
d’otut: :
an(a—(an(bac)))=an (@a—((aAbd) Ac)))
d’ou, par A3:
an(@a (bac)))=an((and)Ac).
et alors par 70) Cor
an(bac)=anA ((anb)Ac). .’
99) (@aab)A(bac)=(aabd) ac.

En remplacant dans 8°) a par (« /\' b) nous aurons

(i) (@abd)A (bac)=(aanbd)A (((xg Ab)Ab) Ac).

D’autre part, par 4°), 7°), 40) et T0)

(i) (aAb)A(((@aAd)AD)Ac)=(and) A((BA(DAra))ac)
=(anAb) A(({)Aa) AC)
=(aAb) A((a Ab)Ac).
=(aAb) ac.

De (i) et (ii) on déduit 90). . . . Co
10°) aA(bac)=(aabd) ac.

En utilisant successivement 4°), 40), 90), 40), 40) et 90)
DOUS AaUrons: -

aA(bac)y=(bac) ra=(cab)ra=(cab)A(bra)=
=bara)A(cAab)=(aab) A (barc)=(anb)Ac.

Remarque. Les formules 40), 5°) et 10°) montrent que A
est un ensemble réticulé inférieurement relativement & 1'opéra-
tion A; cest-d-dirg: si nous posons a<b lorsque a=anb,
alors la relation < ainsi définie est une relation d’ordre et par
raport a cette relation la borne inférieure de a et b est précise-
ment a A b. Dans ces conditions chaque -couple d’éléments de
A a une borne inférieure a A b, ce que nous exprimons en disant
que A est un ensemble réticulé inférieurement. La formule 1°)
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montre en outre que 1 est le dernier élément de A. Démontrons
maintenant que av b est la borne supérieure de a et b, par
rapport & relation d’ordre que nous venons de définir.

110) a=<0b est équivalent @ a—b—=1.
Supposons que a<b, cest-a-dire que a=a A b.
Alors en utilisant successivement Al, A4, A1 et 6°) nous avons
l=a—a=a—(anb) =(a—b) A (a—a)
=(a—b)Al=a—b.
Réciproquement soit 1=a— b, alors
arnl=an(a—D)
d’ou l'on déduit par 6°) et A3) que a=a A b, Cest-a-dire a <b.
120) a<avb; b=avhb.
En effet par Al:
(avbd)— (avbd)=1
d’ott par A5:
(a—(avd) A(b—(avd))=1
et comme A est réticulé inférieurement ‘alors
a—(avb)=1 et b—(avb)=1
dod par 11°) |
a<avb e b=Zavb.
130) Si a<z et b=z dlors avb=uz.
Des hypothéses on déduit pﬁr 110) que
, a—x=1 et b—x=1.
En utilisant A5 nous pouvons écrire:
(avd)—sz=(a—>2)A(b—ox)=1A1=L
d’ou par 119)
avb=um.
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Nous venons donc de montrer que A est un ensemble réticu-
lé par rapport aux opérations A et v.

Démonstrons maintenant que
Propri¢té B1. Si aanz<b alors z=a—Db.
Soit x tel que a A z=<b, cest-a-dire:

aAz=aAbAz.

Alors
a—(arz)=a— (aAbAz)
d’ott
(a—a) A (a—2) = (a—a) A (a—>b) A (a—3)
c’est-a-dire
(a—>2)= (a—b) A (a—2)
donc
(a—z)rz=(a—b)A{a—2z) Az
et alors par A2
z=(a—b) Az ‘
c’est-a-dire:
r=<a—b.
Propriété B2. a'a (a—b)<b.
En effet par AS3:
an(a—b)=aAb=<D

et la démonstration du théoréme est terminée. ¥
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Nous venons donc de voir que si A est une algébre de
Brouwer généralisée, au sens de la Définition 1/, il en est de
méme au sens de la Définition 1.

D’autre part, il est bien connu, que dans une algébre de
Brouwer généralisée, au sens de la Définition 1, les formules
de calcul Al— A5 sont vérifiées (voir [4] et [12]).

Corolaire. — Les définitions 1 et 1’ sont équivalentes.

4 - Aziomes indépendants pour les algébres de Brouwer. —
Des résultats indiquées dans le numero précedent et de la Dé-
finition 2, on déduit le résultat suivant:

Théoréme 2.— Un ensemble, non vide, A sur lequel sont
définies trois opérations binaires A,v et — qui vérifient les
axiomes:

A0) Il existe un élément 0 de A tel que O Aa=0, quel
que soit a de A,

A1,A2,A3, AL et A5 est une algébre de Brouwer (2).

Si 'on remarque que I'axiome AQ) est indépendant des axio-
omes A1— A5, (comme on le voit en considérant 1’ensemble A
de tous les nombres réels z tels que 0 <z =<1) on reconnait que
nous venons d’indiquer une définition d’algébre de Brouwer au
moyen de six égalités indépendantes.

McKinsey et Tarski [6], ont aussi indiquée une définiton
d’algébre de Brouwer au moyen d'équations. Les postulats de
ces auteurs sont les suivants:

10) A est un réticulé contenant un prémier élément 0.

vi) (aA(a—Db)Ab=ana(a—D)
vii) (a—(aA b)) Ab=Db /
viii) a—(bac)=(a—(bac)) A (a—D).

Les axiomes que nous avons indiqué sont plus simples, moins -
nombreux et indépendants.

(*) Ce théoréme a été indiqué, sans demostration, dans [8].
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5-Les systémes implicatifs.— Un ensemble ordonné A, ol
chaque couple d’éléments a une borne inférieure a A b et que
vérifie les axiomes Bl et B2, indiquées dans la définition 1, sera
dit un systéme implicatif. Cete notion a été introduite par H.
Curry ([4], pag. 66) sous le nom de groupe logique implicatif.
D’aprés cet auteur dans un tel systéme sont ‘valables les formu-
les A1— A4. Nous pouvons démontrer la réciproque.

Théoréme 8. —Un ensemble, non vide, A sur lequel sont
définies deux opérations binaires A et — que vérifient les azio-

mes A1,A2, A3 et A4 est un systéme implicatif.

Démonstration. -1l suffit de suprimer dans la démoustration
du Théoréme 1, les points 120) et 13°) que sont les seuls ol
intervient l'opération v.

Nous avons ainsi une définition de systéme implicatif au
moyen de quatre axiomes indépendants.
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