
AXIOMES INDEPENDANTS POUR LES ALGEBRES 
DE BROUvVER' ' . 

par ANTONIO MONTElRO 

1 - Résumé. ~ Dans cette note nous indiquons une .caracté­
risation des algebres de BrouvVler an moyen de six axiomes in"; 
dépendants et nous étudions aussi la notion d'AIgebre de Brou":' 
wer Généralisée. 

2 - La déjinition de Garrett Birkhoff. - Soit A un ensemble 
ordonné, c'est-a-dire. un ensemble, non vide, A sur lequel est 
définie une relation binaire «) que vérifie les axiomes srnvants: 

Axiome 01: 
Axiome 02: 
Aiiome 03: 

a<a. 
si a<b 
Sl a<b 

et b<a alors a=b. 
et b < e alors a < e. 

Nous dirons que A a un premier élément s'il existe un 
éléme,l1t O de A tel que: O<x, quel que soit x,de A. 

Nous dirons que A a un dernier élément s'il existe un élé­
ment 1 de A tel que: x <1 quel que soit x de A. 

Nous dirons que e est la borne inférieure des éléments a 
et b si: 

I1: e <a et e < b. 
12: Si el < a et el < b alors el < e 

et nous écrirons: e = a A b. 
Nous dirons que e est la borne supérieure des éléments a 

et b si: 

SI: a <e et b < e. 
S2: Si a <el et b <. el alors e < el 

et nous écrirons: e = a v b . 

.. - . __ .--_._----
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Si chaque couple d' éléments de A a une borne supeneure 
et une borne inférieure nous dirons que A est un rétioulé. 

N ous supposons connues les propriétés des opérations A 

et v; (voir [3]) (1). 

Définition 1. - Un réticulé A dans lequel pOUI' chaque cou­
ple (a, b) d' éléments de A il existe un élément c = a -+ b de A 
qui vérifie les deux propriétés suivantes: 

B1) Si aAx<b alors x<a~b. 
B2) a A (a -+ b) < b 

sera dit une algebre de Broilwer Généralisée. 

Cette notion a été introduite par G. Birkhoff ([1], pag 459; 
12], pag 128; [3], pag 147) som; le nom de réticulé relativement 
pseudo-'compleme.nté et par M. Ward sous le noro de «(residua­
ted lattice» (voir [12]). 

Il est bien connu qu'une telle algebre est un réticulé distributif 
,que a pour dernier élément a -+ a = L 

Définition 2. - Une algebre de Brouwer généralisée A sera 
dite une algebre de Brouwer si A contient un premier élément O. 

Comme exerople d'une Algebre de BrouWier Généralisée qui 
n'a pas un premier élément nous pouvons indiquer l'ensamble A 
de tous les nombres réels x tels que O < x <1. Dans ce cas: si 
a<b nous aurons a-+b=l et b-+a=a. 

Il est bien connu ([3], pago 129; [6], pago 130) que la fa­
mille A de tous les ensembles ouverts d'un espace topologique 
est une algebre de Brouwver, si nous convenons que 

10) a v b et a A b représentent la réunion et l' intersection 
des deux ensembles ouverts a et b. 

20) Si a et b sont des ensembles ouverts alors a -+ b = 
i( a' v b) ou a' est le complément de l' ensemble a et i( x) l'in­
térieur de l'ensemble x. 

Les r,elations entre les algebres de Brouwler et le calcul pro­
positionel intuitioniste, dans ,la formalisation de Heytling [5], sont 
bien connues. Voir a oe sujet: [10], [11], [9], [7]. 

(') Voir la liste bibliographique indiquée a la fin de cette note. 
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3 - Axiomes indépendants pour les algebres de Brouwer gé­
néralisées. - Dans ce paragraphe nous allons définir une algebre de 
Brouwer généralisée comme un ensemble, non vide, A sur lequel 
sont définies trois opérations binaires et nous montrerons que 
oette nouveIle définition est équivalente a la Définition 1, indi­
quée précédemment. 

Définition 1'. - Un ensemble, non vide, A sur lequel sont dé­
finies trois opérations binaires /\, v, --+ (qui d chaque couple 
ordonné (a, b) d' éléments de A font correspondre les éléments 
a /\ b, a v b, a --+ b de A) de telle maniere que les axiomes sui­
vants soient vérifiés (pour tout a, b, c de A): 

Al) a --+ a = b --+ b 
A2) (a --+ b) /\ b= b 
A3) , a /\ (a --+ b) = a A b 
A4) a--+(bA c)=(a--+c)/\(a--+b) 
A5) (a v b) --+ c= (a --+ c) /\ (b --+ c) 

sera dit une algebr.e de Brouwer généralisée. 

Démontrons tout d'abord le Lamme suivant: 

Lemme 1. Les axiomes Al-A5 sont indépendants. 

, l' 

Démonstration. 10) Al est indépendant de A2, A3, A4 el A5. 
Soit A l' ensemble formé par. les deux éléments O et 1, sur 

lequel on définit les opérations /\, v, --+, au moyen des tables 
suivantes: 

--+ O 1 /\ O 1 v O 1 

O O 1 O O O O O O 

1 O 1 1 O 1 1 O O 

Les axiomes A2, A3, A4 et A5 sont vérifiés; mais l'axiome 
Al ne l'est pas car O --+ O ~/= 1 --+ 1. 

20 ), A2 est indépendant de' Al, A3, A4 et A5. 

Sur le meme ensemble A considérons les opérations défi-
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nies par les ¿:ables suivantes: 

~ O 1 /\ O 1 v O 1 

O 1 1 O O. O O 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Les axiomes Al, A3, A4 et A5 sont vérifiés, mais l'axiome 
A2 ne.l'est pas car: (O~O) /\Oc:-¡'=.O. 

30). A3 est indépendr:r.rd de A1, A2, A4 el A5. 
Sur le meme ensemble A, considérons les opérations défi­

nies par les tables suivantes: . 

~ O 1_ /\ O 1 v O 1 

0·1 1 o O O O O 1 

1 1 1 1 O 1 1 1 1 

Les aXIOmes Al, A2, A4 et A5sont vérifiés tandis que 113 
ne l' est pas car: 1/\ (1~ O) o:-l" 1/\ O. 

4°) A4 est indéperÍdant de A1, A2, ft3 et A5. 
Sur l'eDBemble A formé par les éléments O, a, 1 considérons 

les opérations définies par les tables suivantes: 

~ O a 1 /\ O a 1 v O a 

O 1 1 1 O O O O O O a 

a O 1 1 a a a .a a a a 

1 O a 1 1 O a 1 1 1 1 

L·es axiomes Al, A2, A3 et A5 son vérifiés et A4 
pas car: a~(a/\O)=i=(a~O) /\ (a~a). 

5°) A5 est indépendant de A1, A2, A3 et A4. 
Sur l'ensemble A, formé par O et 1, considérons 

rations définies par les tables suivantes: 

~ O 1 

O 1 1 

1 O 1 

/\ O 1 

O O O 

1 O 1 

v O 

O O 
1 O 

1 

1 

1 

1 

ne l'est 

les opé-
, ., 

1 

O 

O 
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Les aXlomes Al, A2, A3 et A4 sont vérifiés et A5ne l'est 
pas car (Ov1)~O=f=(O~O) /\(l~O); et la démonstration 
est terminée. 

Démonstrons maintenant le théoreme suivant: 

Théorerne 1. Une algebre de Brouwer généralisée A, au sens 
de la définition 1', est un réticul_é par rapport aux opérations /\ et 
v, ayant pour dernier élément a ~ a = 1 et l' o pération ~ 
vérifie l3S conditions suivantes: 

B1) Si a/\x<b alors -x<a~b. 
B2) a/\(a~b)<b. 

Démonstration.. Posons a ~ a ~ 1 et démontrons suceSSl­
v-ement les points suivarits: 

10) 1/\ a=a. 

En r.empla<;ant dans A2, b par a nous aurons: 

(a~a) /\a=a 

c',est-a-dir.e: 

1/\ a=a. 

20 ) a /\ 1 = a /\ a. 

En r-empla<;ant, dans A3, b par a nous avons: 

a/\ (a~a) =a/\a 

c',est-a-dire: 

a /\ 1 =a /\ a. 

30) l~b=b. 

En r,empla<;ant, dans A3, a par 1 nous aurOllS: 

1/\ (1 ~ b) = 1/\ b 

d'ou, par 10) 

40 ) b/\c=c/\b. 

En r.empla<;ant, dans A4, a par 1 nous avons: 

l~(bAc)=(l~c) /\ (l~b) 
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'J'dir 3) e ,est-a- le, par ° 

5°) a=a /\ a. . 

En r,emplaQant dans 40) b par 1 nous avons: 

1Aa=aA1 

a=a Aa. 

60) a /\ l=a 

e' rest une conséquenoe de 2°) et 5°). 

Par A4, Al et 6°) nous pouvons écrire sucoessivement: 

a ~ (a /\ b) = (a ~ b) A (ra ~ a) = (ra ~ b) A 1 = a ~ b. 

De cette égalité rOn déduit: 

a /\ (a~ (ra A b» =a A (a~ b) 

. d'ou par A3 

a/\(aAb)=aAb. 

8°) a A (b A e) = a A ((a /\ b) A e). 

Par A4, Al, 6° ret A4 ~ous pOUVOIliS écrire sucaessivement: 

(i): a ~ (a A (b A e» = (a ~ (b A e» A (a ~ a) , 

= (á ~ (b A e» A 1 

=a~ (b A e) 
= (a~ e) A (¡(1~ b). 

Par A4, Al et 60) nous pouvons écrir.e: 

(ii) a ~ ((a /\ b) A e) = (a ~ e) A (ra ~ (a /\ b» 
= (a ~ e) A ((,a ~ b) A (,a ~ a) ) 

=(a~c) A ((.a~b) /\ 1) 

= (a ~ e) A (la ~ b). 
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De (i) et (ü) on déduit: 

a-+ (a A (b A c» =a-+ ((a A b) A c) 
d'ou: 

a A (la -+ (a A (b A c») = a A (la -+ ( (a A b) A c») 

d' ou, par A3: 

aA(,aA (bAc»)=a0((aAb) AC). 

et alors par 70 ) 

a A (b A c) = a A ((a A b) A e). 

90 ) (a A b) A (b A e) = (a A b) A C. 

En r,empla9ant dans 80 ) a par (la A b) nous ;lUxons 

(i) (aAb)A (bAc)=(aAb)A (((a /\b)Ab)AC). 

D'autre part, par 40), 70), 40) et 70) . 

(ii) (a A b) A (( (a A b) Ab) A c) = (la A b) A (( b A (b Aa» A c) 

=(a A b) A ((b Aa) A c) 
=(aA b) A ((a A b) A c). 
=(aAb) AC. 

De (i) et (ii) on déduit 90 ). 

100) a A (b A c) = (,a A b) A C. 

, 
I I 

En utilisant sucoessivement 40), 40), 90), 40), 40) et 90) 
nous aurons: 

a A (b A c) = (b A c) A a= (c A b) A a= (c A b) /\ (b A a) = 

= (b Aa) A (c A b) = (a A b) A (b A e) = .( a A b) A c. 

Remarque. Les formules 40), 50) et 100) montrent que A 
est un ensemble réticulé inférieurement relatirement a l' opéra­
tion A ;c' est-a-dii¡e : si nous posons a <b lorsque a = a A b, 
alors la r,elation < ainsi définie est une relatiori d'ordre et par 
raport a oette relation la borne inférieUl\e de a et b est précise­
ment a A b. Dans ces conditions chaque· couple d'éléments de 
A a une borne inféri.eure a A. b, ce que nous exprimons ·en disant 
que. A est un ensemble réticulé inférieUl\ement. La formule 10) 
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montre en outre que 1 est le dernier élément de A. Démontrons 
maintenant que a v b est la borne supérieure de a et b, par 
r,apP?rt a relation d' ordre que nous venoIliS de définir. 

11 o) a <b est équivalent d a ---+ b = 1. 

Supposons que a <b, e',egt-a-dire que a=a A b. 

Alors @ utilisant sueeessivement Al, A4, f11 'et 60 ) nous avons 

1 = a ---+ a = a ---+ (a /\ b) = (,a ---+ b) /\ (la ---+ a) 

= (a---+ b) /\ l=a---+b. 

Réeiproquement soit 1 =a ---+ b, alors 

q/\l=a/\(a---+b) 

d'ou l'on déduit par 60 ) ,et A3) que a=a /\ b, e'est-a-dire a-Sb. 

120 ) a<avb; b<avb. 

En ,effet par Al: 

(a v b) ---+ (a v b) = 1 

d'ou par A5: 

(a ---+ (a v b» /\ (b ---+ (a v b) ) = 1 

et eomme A est rétieulé inférieurement 'alors 

a ---+ (a v· b) = 1 et b ---+ (a v b) = 1 

a<a v bet b<a v b. 

130 ) Si a<x et b<x alors avb<x. 

Des h)"potheses on déduit par 110 ) que 

a ---+ x = 1 et b ---+ x, l. 

En utilisant A5 nous pouvons éerire: 

(la v b) ---+ x= (a ---+ x) /\ (b ---+ x) ....:...1/\ 1 = 1 

d'ou par 110 ) 

a v b<x. 
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N OUS venons done de montrer que A est un ensemble rétieu­
lé par rapport. aux opérations A et v. 

Démonstrons maintenant que 

Propriété B1. Si a A x <b alors x <a --+ b. 

Soit x tel que a A x <b, e'est-a-dire: 

a A x=a A b A x. 

Alors 

d'ou 

c'est-a-rur-e 

done 

et alors par A2 

c',est-a-dire: 

Propriété B2. aA (a --+ b) < b. 

En effet par A3: 

aA(a--+b)=aAb<b 

et la démonstration du théoreme est terminée. .. 
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N ous venons done de voir que si A est une algebre de 
Brouwer généralisée, au sens de la Définition 1', il en est de 
meme au sens de la Définition lo 

D'autre part, il est bien connu, que dans une algebre de 
Brouwer généralisée, au sens de la Définition 1, les formulE\s 
de calcul A1- A5 sont vérifiée:l (voir [41 et [12]). 

Corolaire. - Les définitions 1 et l' sont équivalentes. 

4- Axiomes indépendants pour les aZgebres de Brouwer. 
Bes résultats indiqué es dans le numero préoedent et de la Dé­
finition 2, on déduit le résultat suivant: 

Théoreme 2. - Un ensem ble, non vide, A sur lequel sont 
définies trois opérations binaires A, v et ~ qui vérifient· les 
axwmes: 

AO) II existe un élément O de A teZ que O A a = O, quel 
que soit a de A, 

A1, A2, A3, A4 et A5 est une aZgebre de Brouwer (2). 

Si l'on remarque que l'axiome AO) est indépendant des axio­
omes A1- A5, (comme on le voit en considérant l'ensemble A 
de tous les nombres réels x tels que O < x < 1) on reconnaitque 
nous venons d'indiquer une définition d'algebre de Brouwer au 
moyen de six égalités indépendantes. 

McKinsey et Tarski [61, ont aussi indiquée une définiton 
d'algebr,e de Brouwer au moyen d'équations. Les postulats da 
oes auteurs sont les suivants: 

10) A ast un réticulé contenant un prémier élément O. 

vi) (aA(a~b))Ab=aA(a~b) 

vii) (a ~ (a A b)) A b = b 

viii) a~ (b A e) = (a~ (b A e)) A (a~ b). 

Les axiomes que nous avons indiqué sorit plus simples, moins.· 
nombreux et indépendants. 

(2) Ce théoreme a été indiqué, sans demostration, dans[8]. 
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5 - Les systemes implicatifs. - Un ensemble ordonné A, OU 
chaque couple d' éléments a une borne inférieure a /\ b et que 
vérifie les axiomes B1 et B2, indiquées dans la définition 1, sera 
dit un systeme implicatif. Cete notion a été introdui.te par H. 
Curry ([4], pago 66) sous le nom de groupe logique implicatif. 
D'apre5 cet auteur dans un tel systeme sont ·valables les formu­
les A1- A4. Nous pouvons démontrer la réciproque. 

Théoreme 3. - Un ensemble, non vide, A sur lequd sont 
définies deux opérations binaires /\ et -+ que vérifient les axio­
mes Al, A2, A3 et Aq est un systeme implicatir 

Démonstration. -Il suffit de suprimer dans la démonstration 
du Théoreme 1, les points 120 ) et 130 ) que sont les seuls OU 
intervient l' opération V. 

N ous avons ainsi une définition de systeme implicatif au 
moyen de quatre axiomes indépendants. 
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