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Introducción 

Mediante el conoepto de número derivonormado (fórmulas 
{1] Y [15]) exwndemos los resultados incluídos en el tratado de 
B o u r b a k i (1) sohI'te funciones vectoriales de variable real o 
c9mpl,eja, donde se supone la existencia da derivada lateral, mien­
tras que nosotros prescindimos de esta restricción y alcanzamos 
roes,ultados análogos a los que L. S"c h e e f f e r (2) obtuvo para 
las funciones numéricas mediante los números derivados [2] de 
Dini(3). 

Damos además una demostración original distinta a la de 
Bo u r b a k i (1), que' mucho simplifica también la primitiva de 
S che.effer (2) si se aplica a función numér~ca(4) y que per­
mite generalizar a funciones vectoriales de variable real o com~ 
pleja el resultado de S ch·eeffer (2), lo que no se consigue me­
diante el método de B o u r b a k i (1). Precisamos además los 
enunciados de B o u r b a k i (1), en puntos que éste aplaza para 
libro posterior de su obra, no apal1ecido aún. 

(') N. BOURBAKI, Éléments de Mathématique. Premiere partie: Les stl'uctu­
res fondamentales de l' Ano:lyse. Livre IV: Fonctions d'une variable réelle; 
Chap, I: JJ.é'l'ivées; § 2: Le th€oréme des accroissements finis (Act. sci. et ind., 
nQ 1074; Hermann, París, 1949). . 

(2) L. SCHEEFFER, Acta Mathematica, 5, 1884; págs. 52-283. 
(3) U. DINI, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali 

(Pisa, 1878). 
(4) Véase Cap. IX, nota V, b, de la 2(\ ed. de J.REY PASTOR, P. PI CALLEJA, 

C. A. TREJO, Análisis matem.ático I (2(\ edic., Kapeluz,Bs. Aires, 1956). 
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Incluímos también otra demostración del teorema de incre­
mentos finitos para funciones vectoriales, utilizando el lema de 
Z y g m u n d (5) adaptado a este caso vectorial. 

B o u r b a k i (1) ya muestra cuán importantes son las pro­
piedades topológicas del cuerpo real R para la validez del teo­
r,ema de incrementos finitos, recordando que dicha validez puede 
perderse si se toma la variable independiente sobre un cuerpo 
valuado J{ cuaqillera, tal el p-ádico de K. He n s el (6), donde 
puede dars.e ejemplo de una función continua no constante que 
en todo punto tenga derivada nula. Es interesante observar que 
el teorema de incrementos finitos de funciones vectoriales de va­
riable compleja enunciado mediante los números derivonormados 
[15] sufr,e también ahora modificación, representando un caso 
intermedio entre el de variable real y el de variable p-ádica. 

§ 1. - piremos que tenemos un espacio vectorial E :wbre 
cuerpo (conmutativo) l{, si para x E E, y E E, a. E l( se han de­
finido operaciones unívocas x + y E E, a. x E E, tales que cumplan 
las condiciones: El). Las sumas x+ y forman un grupo abe­
liano ( o conmutativo); E2). Rigen las leyes distributivas a.( x + y)= 
a.x+a.y, (a.+~)x=a.x+~x, y la ley asociativa a.(~x)=(a.~)x 
para cualesquiera a. y ~ de l( y x e y de E; Es). Rig-e la ley 
unitaria: Para la unidad f.I. de l( es f.I. x = x para todo x de E. 

Un cuerpo valuado l( es un cuerpo en el que se ha definido 
una valuación mediante una aplicación de J{ en el conjunto R-t 
de números reales no negativos, tal que a cada a. E J{ corresponde 
unívocamente un valor 1 a.1 E F4 que cumple: V 1) I a.1 = O cuan­
do y sólo cuando a. = &, donde_ & es el módulo de la adición en 
l(; V 2) la.. ~I = 1a.1 . I~¡' para cualesquiera a.. y ~ de J{; Vs) 
la. + ~ I < 1 a.1 + 1 ~ 1, para cualesquiera a. y j3 de J{ (propiedad 
triangular) . 

Por dichas condiciones se define una métríca en J{ con 
distancia p( a., ~) = la. - ~ l. Recordemos que se da un « distan­
ciamiento» (( écaril> según la terminología de B o u r b a k i (7) ) 

(6) Citado en s. SAKS, Theory af the integral (2'!- ed., Varsovia, 1937, p.203). 
(6) K. HENSEL, Theorie der algebraischen Zahlen (Teubner, Leipzig, 19.03; 

Zahlentheorie (Goschen, Berlin, 1913); Mathematische Zeitschrift, 2, pág. 433, 
1918. 

(7) ) N .. BOUR.BAKI, Obra citada ('). Livre III: Topologie· générale; Chapo 
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en un conjunto e si a cada par a.E e, ~ E e corresponde un nú­
mero real (finito o infinito) p(a,~) que cumpla: Di') p(a, a) =0 
para todo a de e; D2) p(~, y) < p( a, ~) + p( a, y) para cuales­
quiera a, ~, y de e (propiedad triangular). De estas dos pro­
piedades se deducen fácilmente los teoremas: Dg) p(a,~) >0 
para cualesquiera a y ~ de e; D4 ) p(a,~) =p([3, a) para cuales­
quiera a y ~ de e (simetría). El recíproco de Di') puede no 
a.umplirse, es decir; puede ser p(a,~)=O con a::-/.::~. Pero como 
la relación p( a, ~) = O es siempre reflexiva, simétrica y transi­
tiva para un «distanciamiento» en e, resulta una relación de equi­
valencia que divide al conjunto e en clases cuyo «distancia­
miento» subordina:do mediante el mismo p( a, ~), . donde a es 
un elemento cualquiera de su clase de <:iguales» y ~ análoga­
mente, cumple ya: Di) p(a,~) =0 cuando y sólo cuando a=~. 

Si a cada par a y ~ de e corresponde unívocamente un 
número real finito p( a,~) que cumple Di) y D2) se tendrá intro­
ducida una distancia en e. La distancia define en e un espacio. 
métrico con una topo.logía separada (es decir, según la termi­
nología de B o u r b a k i (8) que cuÍnpla el axioma de separa­
ción de H a u s d o r f f: Dos puntos distinto.s tierl,lEln siempre 
entornos sin punto común) lo que podía no ocurrir para el «dis­
tanciamiento» . 

Pero además, la métrica introducida en el cuerpo valuado. 
!( mediante la distancia p( a, ~) = la - ~ I define una topología 
compatible con el grupo aditivo' de K y cop la estru¡ctura de 
cuerpo de K. Con lo primero queremos decir que p( a,~) 'es in­
v,ariante sobre el grupo aditivo de K (para todo y de K es 
r( a, + y, ~ + y) = p( a, ~)) con conservación de entornos en toda 
traslación y, y con lo segundo que en dicha topología son con­
tinuas a. ~ y a-i en ao::-j.:: &, con & módulo de la adición en J(, 

Pues es 

I·a ~ - ao ~o I = I (a - ao) (~- ~o) + (a - ao) ~o + ao(~ - -~o) I < 
<la-aol·I.~-~ol + l~ol·l,a-aol +laol·I~-~ol, 

IX: Utilisation des nombres réels en topologie générale; § 1: Génération a,''!tne 
st¡'uoture uniforme par une fami/le d'éoarts. Espaoes uniformisables. (Act. Bci. 
et ind., nQ 1045; Hermann, Paris, 1948). 

(S) N. BOURBAKI, Obra citada ('). Livre !II citado (7); Chapo I: Struot1lres 
topologiques; § 6: Limites. (Act. BCi. et ind., nQ 858-1142, 2e éd.; Hermann, 
Paris, 1951). 

----------~-----~ 
_____ ·_T ___ ~-
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tan pequeÍío como se quiera con la. - a.o I y I ~ - ~o l. También es 

para, ° < la. - a.o I <8 < \ a.o \. 

Un espacio norma do E sobre un cuerpo valuado [( es un 
~spacio vectorial E en el que se ha definido una norma me-­
diante' una aplicación de E en el conjunto . R.t de números 
t.:eales no negativos, tal que a cada x E E corresponde unÍvoca­
mente una norma Ilxll E R+ que cumple: N 1) Ilxll= ° cuando y 
sólo cuando x =0, siendo O' el módulo del grupo aditivo El) 
en E; N 2) Ilx + yll < Ilxll + Ilyll para cualesquiera x e y de E 
(prop~edad triangular); Ns) 11a..xll = 1a.1.llxll para cualesquiera 
a. de [( y x de E. 

Por dichas condiCiones se define una métrica en E de dis­
tancia p(x, y) = Ilx - yll invariante sobre el grupo aditivo de E 
y también con a. x continua en K xE, pues es. 

IIa.x - a.o xoll = IIC a. - a.o) (x - xo) + (a. - a.o) X o + a.o(x - xo)11 < 

< 1a.-a.ol·llx-xoll+Ia.-a.ol·llxoll+ IIa.ol·ll-xoll, 

tan pequeño como se quiéra con la. - a.o I y Ilx - xoll. 

Hemos precisado bien la terminología y contenido de los 
conceptos aemp1ear para mostrar el amplio alcan;ce de los re­
sulta!dos obtenidos en los teoremas siguientes. 

§ 2; - Dada una función vectoria~ f( x) de variable real 
x con valor,es en un espacio normado E sobre el cuerpo r·eaI 
R, si consideramos la norma del cocien~e incremental de f(x) 
len x, podemos definir el número derivonormado, siempre exis-
tente: - . 

[1] N~(x) =lím iuf Ilf(y)-f(x)II >0, 
y-')-x+ I y-x I 

y análogamente N+f(x) (eón lím sup), N_f(x), N-f(x) (a 
la izquierda). 
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Respecto a una función numérica g( x) de variable real, 
designaremos los números derivados de Di n i (3) por 

[2] D+g(x) lím inf g(y)-g(x) , 
y-x+ y-x 

y análogamente D+g(x) (con lím sup), D_g(x), D-g(x) (a la 
izquierda) . 

T,endremosentonces el siguiente teorema de incrementos fi­
nitos para funciones vectori:ales de variable real: 

T e o r. 1. - Sea f (x) una fu;nción vectorial definida y con­
tirma en un intervalo cerrado y acotado 1 = [a; b] del cuerpo 
:R de números males que toma sus valores· en un espacio nor­
mado E sobre R; sea g( x) una función numérica, continua y 
cneciente en 1, tal que en el complemento de un conjw~to nu­
merable A respecto de [a; b) se cumpla 

[3] 

no siendo ambos miembros de [3] simultáneamente infinitos en 
dicho complemento. Entonces es 

[4] Ilf(b) -f(a)l! < g(b) - g(a). 

Si además, existe al menos un punto de [a; b) donde sea 

[5] 

entonc.es es 

[6] Ilf(b) - f(a)11 < g(b) - g(a). 

En dicho teorema se puede sustituir en [3] o [5] N.tf.( x)" y 
D+g(x) por N+f(x) y D+g(x) o también por N3(x) yD_g(x) 
o por N- f( x) y D-g( x) en (a; b]a menos de un conjunto nu­
merable; en donde existan las derivadas laterales, será 
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pudiéndose efectuar en las hipótesis [3] o [5] las correspondientes¡ 
sustituciones'. 

'En el teorema análogo, B o u r b a le i (1) exige esta exis­
tencia de las derivadas laterales de las funciones f(x) y g(x) y 
aplaza para libro posterior de su obra, no apal'lecido aún, pre­
cisar el caso de igualdad que aquí resolvemos por procedimiento 
muy sencillo. 

Primera demostración del teorema l. - Demostremos por 
nuestro método que en las condiciones de hipótesis de la pri­
mera parte del teorema es ahsurdo ~uponer que es 

¡¡f(b) -f(a)¡¡ > g(b) - g(a). 

Pues en dicho caso, existirían números positivos K> O Y 
p> 0, tales que p~a todo k del intervalo (O; I{) sería: 

¡¡f(b) - f(a)¡¡ > g(b) - g(a) +'k(b - a) + p. 

Si consideramos la función numérica, continua en [a; b]: 

[7] cp(x, k) = ¡¡f(x) - f(a)¡¡- g(x).:'¡" g(a) - k(x - a) ~ p, 

se cumple cpz, k) < O, cp(b, k) > O Y por un teorema clásico 
de Bol z a n o~ sobre funciones continuas, existirá al menos un 
punto x de (a; b) donde cp(x, k) =0. 'Para cada k de (O; K) 
existirá un bien determinado punto e de (a; b) que sea extremo 
superior de los puntos de (a; b) donde cp(x, k) =0 Y por la 
conservación de signo de una función continua en el entorno 
de un punto donde no es nula, habrá de ser cp(e, k) =0. Ade­
más, se conservará cp (x, k) > O para todo x ele (e; b), pues es 
rp.( b, k) > O Y no puede anularse cp (x, le) en (e; b). Esto impli­
ca que e pertJlIDece al conjunto numerable A, pUJes si e pertene-

\ ciera al complemento de A respecto de [a; b) y fuese D+gec) = + 00 , 

existiría algún x de (e; b) que cumpla 

¡¡f(x)-f( e)¡¡ < N+f( e) + 1 < g(x)~g( e) 
x-e x-e 

(Si ·en la hipótesis intervin1ese D+g( e) = + 00, al emplear N+ f( e) 
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no simultáneamente infinito CO,Il D+g( e), podríamos estableoer 
la misma desigualdad entre los miembros extremos). Si en cam­
bio fuese finito D+g(e), al cumplirse por [3] la Nj-f(e) <D+g(e) 
sería 

lím inf Ilf(x)-f(e)lj-(g(x)-g(e)) <N+f(e) -D+g(~) <0, 
x-+c+ x-c 

y por tanto, en este caso com;o en el anterior, para k> ° -exis­
tiría algún x de (e; b) que cumpiese 

[8] jjf(x) - f( c)11 < g(x) - g(e) + k(x - e). 

(Obsérvese que con el método de demostración de B o u r­
b a k i (1) se habría de establecer la anb:lrior [8] para todo x de 
un entorno a la derecha de e y no sólo para algún x de dicho 
entorno, por lo que dicho método no es aplicable a nuestra 
hipótesis de sustituir los límites que dan las derivadas latera­
les por los respectivos límites de oscilación). 

Así pues, si e perteneciese al complemento de A respecto 
de [a; b), en dicho punto x de (e; b) por la condición N 2) de 
§ 1, la [8] y cumplirse cp(e, k) =0, sería Ijf(x)-f(a)ll< 
< jlf(x) -f(e)jj + Ilf(e) -f(a)jj < g(x) - g(e) + k(x- e) + g(c)­
- g(a) + k(e-a) + p=g(x) - g(a) + k(x -oa) + p, es decir, por 
[7], en dicho punto x de (e; b) sería cp(x, k) <O que contradiüe 
la conclusión a que habíamos llegado de conservarse cp (x, k) > ° 
para todo x de (e; b). 

Sentado que e pertenecería al conjunto numerable excep­
cional A, si ahora consideramos para k1 -=-/=- k2 Y un mismo pun­
to x la diferencia 

,ésta no puede anularse para x 0-/= a. Como para todo k de (O; [() 
.es cp(a, k) <0, si cp(e, k1 ) =0, no podrá corresponder a k2 -=-í=k1 

-el mismo e( k 1). Así habríamos establecido una corresponden:cia 
biunívoca entre el intervalo continuo (O; [() y un conjunto 
,e(k) contenido en el conjunto numerable A, lo que es absurdo, 
con lo que queda demostrado J 4]' . 
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Si se verificase 

[9] JJf(b) - f(a)JJ = g(b) - g(a), 

entonces para todo x e y tales que a < x < y <b, sería también 

[10] JJf(y) -f(x)JJ =g(y) - g(x), 

pues en caso de ser JJf(y)~f(x)JJ<g(y)-g(x), de esto, la apli-:­
cación de [4] a los interval05 [a; x], [y; b] Y la propiedad trian­
gular N 2 (§ 1), resultaría 

JJf(b) - f(a)JJ < JJf(b) - f(y) JJ + JJf(y) - f(x)JJ + JJf(x) - f(a)JJ < 

< g(b) - g(y) + g(y) - g(x) + g(x) - g(a) = g(b) - g(a)~ 

contrariamente a [9]. 

Por tanto, si en lugar de [6] se verifica [9], por [10] apli­
cado a la definición [1] de N -tí (x) y a la [2] de D~g( x), sería 
N;tf(x) =D+g(x) en todo punto de [a; b) contrariamente a lo­
supuesto en [5] y así quede también demostrada la -61tima par-­
te del teorema 1. 

§ 3. - El anterior teorema 1 puede demostrarse siguiendo. 
el método de Z y g m un d (5), mediante el lema previo: 

Tie oro 2. -Sea f(x) U/Ul función vectorial definida y con-­
ti.nua en un intervalo cerrado y acotado 1 = [a; b] del cuerpo' 
R de números males que toma sus valores en un espacio nor­
mado E sobre R y sea h(x) una función numérica, continua: 
y creciente en l. Si los valores funcionales . 

[11] F(x) = JJf(x) -f(a)JJ- h(x) +h(a), 

donde 

[12] 

no -contienen ningún intervalo no-degenerado, entonces se con­
serva 
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[13] F(x) <O 

en l. 

En dicho teorema, se puede en [12J Sl1JStituir Nt-f(x) y D-th(x) 
N+f(x) y D+h(x) , o por N3(x) y D_h(x), o por N-f(x) y 
D-h(x). 

Para demostrarlo, sea S el subconjunto de 1 donde se cum­
pla [12], suponiendo por hipótesis que el conjunto funcional 
F(S) no contiene ningún intervalo no-degenerado. Vamos ayer 
que llegamos· a una contradicción si suponemos que existe un 
punto Xl de (a; b 1 tal que F( Xl) > O. Pues en el intervalo no­
degenerado (O; F(xl )) existiría siempre un valor Yo no perte­
neciente a F( S) y. sea X o el extremo superior de los puntos del 
:iJntervalo [a; Xl] donde F(x) < Yo. Como F(a) =0 y O <Yo< 
-;<.1F(xl ), por la cQntinuidad de F(x) debe ser a<xO<xl y 
F ( xo) = Yo, OOnservándose F ( x) > Yo para todo x de ( xo; Xl]. 
Entonces, para este intervalo, por [11] sería: 

¡¡f(x) -f(a)"-h(x) +h(a) > "f(xo) -f(a)"-h(xo) +h(a), 

de donde por la propied~d triangular N 2) (§ 1) se deduce: 

"f(x) -f(xo)" > "f(x) -f(a)"-"f(xo) -f(a)" >h(x) -h(xo), 

que al ser aplicada a las definiciones [1] Y [2] daría N-tf( xo) > 
> D,.h(xo) es decir, por [12], el punto Xo pertenecería a S, en 
contradicción con que Yo=F(xo) no pertenece a F(S). 

Observaremos que si la condición [12] se formula para nú­
meros derivados a la izquierda, tomai-Íamos como X o el extremo 
inf.erior de los puntos del intervalo [a; Xl] donde F(x) > Yo, 
obteniendo ·también F( xo) = )'0' conservárridose F( x) < Yo para 
todo x de [a;xo)' 

Mediante este teorema 2, podemos ahora desarrollar la si­
guiente: 

Segunda demostración del teorema l. - Sea para el núme­
ro real k>O la función h(x)=g(x)+lcx. Entonces, la condi­
ción [3] implica N-j1f(x) <D'tJh(x) a cumplirse en el comple­
mento de un conjunto numerable A respecto de [a; b) y por 
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tanto, se verifica la condición [12] a lo más en un conjunto nu­
merable, cuyo transformado por [11] no podrá contener ningún 
intervalo no-degenerado. Por tanto, podrá aplicarse el teorema 
2 y por [13] será 

114] .llf(x) - f(a)ll- g(x) + g(a) - k(x - a) < O 

en l. Esto prueba, que en l debe ser 

Ilf(x) -'f(a)11 < g(x) - g(a), 

cumpliéndose en particular la tesis [4], pues en caso contrario, 
podría hallarse un k> ° suficientemente pequeño para el que 
se daría la desigualdad opuesta a la [14]' 

La última conclusión [6] se deduce de [5] como antes. 

§ 4.- Como corolario del teorema 1, obtenemos el siguien­
te teorema, mucho más general que el incluído en B o u r b a -
k i (1), donde se exige la existencia y anulación de una deri­
vada lateral: 

T e o r. 3. - Para que una función vectorial f( x) definida 
y continua en un intervalo l del cuerpo real R, con valores en 
un espacio normado E sobre R sea constante en l, basta que 
N>tf(x) dado por [lJ se anule en todos los puntos del comple­
mento de un conjunto numerable A respecto de l. (En el enun­
ciado puede sustituirse N-¡i(x) por N+f(x) o N3(x) o N-f(x)): 

Pues si en el teorema 1 se toma para g(x) la constante 1, 
se verifica la hipótesis [3] y por [4] se cumplrrá Ilf(b)-f(a)II<O; 
como la norma es siempre (§ 1) un número real no negativo, 
de ahí se deduoe que Ilf(b) -f(a)11 =0, es decir, por la con­
dición Ni) (§ 1) será f(b) =f(a). El razonamiento subsiste para 
todo par de puntos de l y así queda demostra.do el teorema 3. 

§ 5. - Extendamos los teoremas 1 y 3 al campo comple­
jo para lo que introducimos ahora para funciones vectorial,es 
de variable independiente dada en el cuerpo e de números com­
plejos z, el número derivonormado, siempre existente: 

{15] Nf(z) =lím sup Ilf(t;)-f(z)II >0, 
e: ---+ z I t;-z I 
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y análogamente N f( z) con lím inf en lugar de lím supo 
P,ero como ahora, en los teoremas a obtener no setán in­

tercambiables estos números derivo norma dos superior e inf.erior, 
:introduzcamos también el número derivonormado radial . 

:[16] ( 
Il f(z+tei¡¡.)-f(z)1') N ¡¡.f (z) = extr sup lím inf "---''-----'-

-1l:<Il<1l: t-+0+ t 

(t positivo). 

Tendremos entonces: 

Te oro 4. - Sea f(z) una función vectorial definida y con­
timw en un recinto (abierto) convexo R del cuerpo e de nú­
.meros complejos, que toma sus valores en un espacio normado 

. E sobr.e C. Si defimiendo Nf(z) por [15] se tiene Nf(z)<m 
para todos los PrDJ1tos z del complemento de un conjunto nu­
merable A respecto de R, entonces· es 

117J Ilf(b)-f(a)ll<m lb-al 

. para todo par de puntos a y b de· R. Esta conclusión subsi$te 

si en lugm' de Nf(z) <m, se presupone la condición menos 
7'estringida N-qf(z) <m, donde N¡¡.f(z) se define por [16J. 

En cambío (cfr. teorema 1), la con.clusión no subsiste si 

·en lugar de N f(z) < m se tiene N f(z) < m. Por ejemplo, si se 

hace corresponder a z=x+iy su parte imaginaria y=f(z), 
.entonces es N f(z) = O (basta hacer que 'l:; -+ Z sobre horizon-

-tal) y para Y2> Yl se tiene Ilf(X2 + iY2) - f(Xl + iYl) II = Y2 - Y1 > O, 
-en lugar de ser < O. . 

Para demostrar el teorema 4 basta aplicar el teOI~ema 1 a 
la función 

1 
F(t)=-f(a+t(b-a)) para O<t<l 

b~ . 

~ tomar g( t) = mt, pues se cumple [3] (para límites su¡periores) 
,en el complemento de la intersección con A del segmento que 
·.u,ne a y b, ya que siN+F( t) está dada por [1] (con lím sup en 
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lugar de lím i,nf) y se tiene en cuenta [15], se verifica ,en di,:" 
cho complemento 

N+F(t) = lím sup IIF(,)-F(t)11 
1: --+ t+- -r:-t 

= límsup Ilf(a+-r:(b-a»-f(a+t(b-a»11 <N fea + t(b - a» < m; 
1: --+ t+- I b-a l. (-r:~t) 

entonces, de [4] se deduce inmediatamente para 11F(1) - F(O)!I 
la tesis [17] que queríamos demostrar. La demostración anterior 
subsiste si se aplica la condición N&f(z) <m, sin más que sus-

tituir Ni+F(t) por N+F(t) , límsup por líminf y Nf(a+t(b-a» 
por N &f( a + t(b - a». En cambio, falla para N f( a + t( b - a». 

Obsérvese que en B o u r b a k i (1) se exige en la hipótesis 
del teorema que fez) sea derivable en R. 

T e o r. 5.- Para que una función vectorial f( z) definida 
y continua en un recinto (abierto) R del cuerpo e de números 
'complejos, que toma sus valores en W1 espacio normado E so-
bre e, sea constante, basta que N f (z) definido por [15] sea 
nulo en el complemento de UTDa parte numerable de R. Tam-
bién fez) se reduce a una constante si en lugar de N f( z) se 
supone solamente que N&f(z) definido por [16] es nulo en el 
complemento de una parte numerable de R. 

Este teorema es más general que el incluí do en B o u r -
b ,a le i (1), donde se exige la existencia y anulación de la deri­
vada de fez) en todo punto de R. 

En contraste con lo que ocurre para las funciones vecto­
riales de variable real (§ 4), aquí la conclusión no subsiste, si 

en lugar de Nf(z)=O (o N&f(z)=O) se considera Nf(z)=O. 
Por ejemplo, si a z = x + iy se hace corresponder su parte ima­
gi'l1aria y=f(z), resulta una función continua para la que es. 
N fez) = O en todo punto de R y la función no es constante. 

Para demostrar el teorema 5, consideremos que sea (t un 
punto cualquiera de R; el conjunto Q de puntos z de R donde 
fez) =f(a) es cerrado porque fez) es continua; por aplica­
ción del teorema 4 con m = O, a un entorno abierto convexo 
contenido en R de un punto cualquiera de Q, se ve que Q' 
es también abierto; luego Q es idéritico a R. 


