LOS NUMEROS DERIVONORMADOS DE
FUNCIONES VECTORIALES

por PEDRO PI CALLETA, La Plata (Argentina)

Introduccicn

Mediante el concepto de nimero derivonormado (férmulas
{1] y [15]) extendemos los resultados incluidos en el tratado de
Bourbaki(l) sobre funciones vectoriales de variable real o
compleja, donde se supone la existencia da derivada lateral, mien-
tras que nosotros prescindimos de esta restriccién y alcanzamos
resultados andlogos a los que L. Scheeffer(2) obtuvo para
las funciones numéricas mediante los nimeros derivados [2] de
Dini(3).

Damos ademéas una demostracién original distinta a la de
Bourbaki(t), que’ mucho simplifica también la primitiva de
Scheeffer(2) si se aplica a funcién numérica (4) y que per-
mite generalizar a funciones vectoriales de variable real o com-
pleja el resultado de Scheeffer (2), lo que no se consigue me-
diante el método de Bourbaki(). Precisamos ademas los
enunciados de Bourbaki(!), en puntos que éste aplaza para
libro posterior de su obra, no aparecido atn.

(*) N. BourBAKI, ZEléments de Mathématique. Premiére partie: Les structu-
res fondamentales de 1’Analyse. Livre IV: Fonctions d’une variable réelle;
Chap. I: Dérivées; § 2: Le théoréme des accroissements finis (Act. sei. et ind.,
n° 1074; Hermann, Paris, 1949). '

(®) L. ScHEEFFER, Acta Mathematica, 5, 1884; pags. 52-283.

(®) TU. DwN1, Fondamenti per la teorica delle fumzioni di wvariabili reali
(Pisa, 1878). )

(*) Veéase Cap. IX, nota V, b, de 1a 22 ed. de J. REY PAsToR, P. P1 CALLEJA,
C. A, TrEJO, Andlisis matemdtico I (2% edie., Kapeluz, Bs. Aires, 1956).




— 162 —

Incluimos también otra demostracién del teorema de incre-
mentos finitos para funciones vectoriales, utilizando el lema de
Zygmund (5) adaptado a este caso vectorial.

Bourbaki(l) ya muestra cudn importantes son las pro-
piedades topolédgicas del cuerpo real R para la validez del teo-
rema de incrementos finitos, recordando que dicha validez puede
perderse si se toma la variable independiente sobre un cuerpo
valuado K cuaquiera, tal el p-adico de K. Hensel (), donde
puede darse ejemplo de una funcién continua no constante que
en todo punto tenga derivada nula. Es interesante observar que
el teorema de incrementos finitos de funciones vectoriales de va-
riable compleja enunciado mediante los nimeros derivonormados
{15] sufre también ahora modificacién, representando un caso
intermedio entre el de variable real y el de variable p-idica.

§ 1. — ,Diremlos que lenemos un espacio vectorial E 3sobre
cuerpo (conmutativo) K, si para x¢E, ye¢E, ae K se han de-
finido operaciones univocas x+ye¢E, ax¢E, tales que cumplan
las condiciones: E;). Las sumas x+y forman un grupo abe-
liano (o conmutativo); E,). Rigen las leyes distributivas a(x +y)=
ax+tay, (a+B)x=oax+Bx, ylaley asociativa a(fx)=(aB) x
para cualesquiera a y B de K y x ey de E; E;). Rige la ley
unitaria: Para la unidad u de K es px—=x para todo x de E.

Un cuerpo valuado K es un cuerpo en el que se ha definido
una valuacion mediante una aplicacién de K en el conjunto R,
de niimeros reales no negativos, tal que a cada ae K corresponde
univocamente un valor |o|e¢ R; que cumple: V,) |a|=0 cuan-
do y s6lo cuando a=9, donde. 9 es el modulo de la adicién en
K; V,) |a.B|=|a|.|B|, para cualesquiera o y B de K; V)
|o4+B| <|a|+|B|, para cualesquiera o y B de K (propledad
triangular).

Por dichas condiciones se define una metrwa en K con
distancia p(a,B)=]o—B|. Recordemos que se da un «distan-
ciamiento» («écart» segin la terminologia de Bourbaki(?))

(°) Citado en 8. SAKS, Theory of the integral (22 ed., Varsovia, 1937, p.203).

(°) K. HEWSEL, Theorie der algebraischen Zahlen (Teubner, Leipzig, 1903;
Zahlentheorie (Goschen, Berlin, 1913) ; Mathematische Zeitschrift, 2, pig. 433,
191s.

(")) N. BourBaxi, Obra citada (*). Livre III:Topologie générale; Chap.
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en un conjunto C si a cada par ae C, Be G corresponde un nt-
mero real (finito o infinito) p(a,B) que cumpla: D,’) p(e,a)=0
para todo o de C; Dj) p(B,Y) =p(e,B)+p(a, ) para cuales-
quiera o, B, v de C (propiedad triangular). De estas dos pro-
piedades se deducen facilmente los teoremas: Dj) p(a,B)=0
para cualesquiera o y B de G; D,) p(«,B)=p(B, o) para cuales-
quiera o y B de C (simeiria). El reciproco de D,’) puede no
cumplirse, es decir; puede ser p(a,B)=0 con a==p. Pero como
la relacion p(a,B)=0 es siempre reflexiva, simétrica y transi-
tiva para un «distanciamiento» en C, resulta una relacion de equi-
valencia que divide al conjunto G en clases cuyo «distancia-
miento» subordinado mediante el mismo p(a,B), donde o es
un elemento cualquiera de su clase de «iguales» y B andloga-
mente, cumple ya: D,) p(a,B) =0 cuando y sélo cuando a=35.

Si a cada par a y B de C corresponde univocamente un
namero real finito p(a,B) que cumple D,) y D,) se tendra intro-
ducida una distancia en G. La distancia define en C un espacio
métrico con una topologia separada (es decir, segin la termi-
nologia de Bourbaki(8) que cumpla el axioma de separa-
cion de Hausdorff: Dos puntos distintos tienen siempre
entornos sin punto comin) lo que podia no ocurrir para el «dis-
tanciamiento».

Pero adem4s, la métrica introducida en el cuerpo valuado
K mediante la distancia p(a,B)=|a—p| define una topologia
compatible con el grupo aditivo- de K y con la estructura de
cuerpo de K. Con lo primero queremos decir que p(a,B) es in-
variante sobre el grupo aditivo de K (para todo y de K es

6(e+7v,B+7v)=p(a,B)) con conservacién de entornos en toda

traslacién v, y con lo segundo que en dicha topologia son con-
tinuas o.B y o=l en ay==9%, con ¥ médulo de la adicién en K.
Pues es

| B— aq Bo| = | (¢ — 1) (B—Bo) + (a— ao) Bo+ao(B—Bo) | =
= Jo— ag|. [B—Bo| -+ [Bo|- & — o] 4 [aq|. [B—Bol,

IX: Utilisation des nombres réels en topologie générale; § 1: Génération d’une
structure umiforme par une famille d’écarts. Espaces uniformisables. (Act. sci.
et ind., n® 1045; Hermann, Paris, 1948).

(%) N. BourBAKI, Obra citada (*). Livre IIT citado (*); Chap. I: Structures
topologigues; § 6: Limites. (Act. sel. et ind., n® 858-1142, 2e éd.; Hermann,
Paris, 1951).
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tan pequefio como se quiera con |a—ag| y |B—Bo|. También es

la—G'Ol é €
|| [a]  Jaol. (oo —e)

et — gt | = i@y —a) ag7t =

para 0<|a—ay| e <|agl.

Un espacio normado E sobre un cuerpo valuado K es un
espacio vectorial E en el que se ha definido una norma me-
diante una aplicacién de E en el conjunto R; de numeros
reales no negativos, tal que a cada x¢E corresponde univoca-
mente una norma |x|e Ry que cumple: N;) |x|=0 cuando y
s6lo cuando x=0, siendo O el médulo del grupo aditivo E)
en E; Ny) |[x+y|=|x|+ |y| para cualesquiera x e y de E
(propiedad triangular); N;) |o.x||=]e|.|x| para cualesquiera
ade K yxdeE

Por dichas condiciones se define una métrica en E de dis-
tancia p(x,y)=|x—y| invariante sobre el grupo aditivo de E
y también con ox continua en KxE, pues es

o — g o = (8 — i) (x = xo) + (& = ) X0+ og(x —Xo) | =

< fa—aq| . flx—xqf + o —aq| - [Ixoll + lio] - || —xo,

tan pequefio como se quiera con |o—a,| y [[x—xg.

Hemos precisado bien la terminologia y contenido de los
conceptos a emplear para mostrar el amplio alcance de los re-
sultddos obtenidos en los teoremas siguientes.

§ 2.—Dada upna funcién vectorial f(x) de variable real
z con valores en un espacio normado E sobre el cuerpo real
R, si consideramos la norma del cociente incremental de £(x)
en z, podemos definir el nimero derivonormado, siempre exis-
tente:-

[1] N,#(2) = lim it EO @ - o
y—xt [y

y andlogamente N+f(z) (con lim sup), N_f(z), N-£(z) (a
la izquierda).
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Respecto a una funcién numérica g(xz) de variable real,

- designaremos los ntimeros derivados de Dini(3) por

[2] . Dyg(e)=limint IN=9®)
y—xt Y%

y anilogamente D+g(x) (con lim sup), D_g(z), D—g(%) (a la
izquierda). }

Tendremos entonces el siguiente teorema de incrementos fi-
nitos para funciones vectortales de variable real:

Teor. 1.—Sea £(z) una funcidn vectorial definida y con-
tinua en un intervalo cerrado y acotado I=[a; b] del cuerpo
R de numeros reales que toma sus valores en un espacio nor-
mado E sobre R; sea g(x) una funcidn numeérica, conlinua y
creciente en 1, tal que en el complemenio de un conjunto nu-
merable A respecto de [a; b) se cumpla

3] ~ Nyf(z) <Dig(a),

no siendo ambos miembros de [3] simultdneamente infinilos en
dicho complemento. Entonces es

(4] [£(b) — ()]l = g(b) — g()-

Si ademds, existe al menos un punto de [a; b) donde seax

[5] ‘ N,4(s) < Dig(a),
entonces es
[6] I1£(0) — £(a)[| <g(b) — 9(a)-

En dicho teorema se puede sustituir en [3] o [5] Nyf(z) y
D,g(z) por N+f(z) y D+g(z) o también por N_f(z) y D_g(x)
o por N-f(z) y D—g(x) en (a; b] a menos de un conjunto nu-
merable; en donde existan las derivadas laterales, sera

[£+(2) || = Nyf(z) =N+1(z), g'+(z) =Dyg(z) =Drg(z), -
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pudiéndose efectuar en las hipotesis [3] o [5] las correspondientey
sustituciones. §

En el teorema andlogo, Bourbaki(l) exige esta exis-
tencia de las derivadas laterales de las funciones f(z) y g(z) y
aplaza para libro posterior de su obra, no aparecido atn, pre-
cisar el caso de igualdad que aqui resolvemos por procedimiento
muy sencillo.

Primera demostracidn del teorema 1. — Demosiremos por
nuestro método que en las condiciones de hipétesis de la pri-
- s
mera parte del teorema es absurdo suponer que es

[£(8) = £(a)]| > g(b) — 9()-

Pues en dicho caso, existirian ntmeros positivos K>0 y
p>0, tales que para todo k del intervalo (0; K) seria:

|£(b) = £(a)]| > g(b) — g(a) +%(b—a) +p.

Si consideramos la funcién numérica, continua en [a; b]:

(71 oz k) =|E(z)— £(a)] — g(z)+g(a) — k(z — a) — p,

se cumple ¢z,k)<0, 9(b,k)>0 y por un teorema clasico
de Bolzano sobre funciones continuas, existird al menos un
punto = de (a; b) donde ¢(x,k)=0. Para cada k de (0; K)
existird un bien determinado punto ¢ de (a; b) que sea extremo
superior de los puntos de (a; b) donde ¢(z,k)=0 y por la
conservaciéon de signo- de una funciéon continua en el entorno
de un punto donde no es nula, habra de ser ¢(c,k)=0. Ade-
mas, se conservard ¢@(x,k) >0 para todo z de (c;b), pues es
(b, k) >0 y no puede anularse ¢(z,%) en (c;b). Esto impli-
ca que c pertenece al conjunto numerable A, pues si ¢ pertene-
ciera al complemento de A respecto de [a; b) y fuese Dyg(c) =+,
existiria algn z de (¢; b) que cumpla

”f(w)—m <N(c) +1< g9(z)—g(c) )

—C

(Si en la hipétesis interviniese D+tg(c) =+ oo, al emplear N+ f(c)



no simultineamente infinito con D+g(c), podriamos establecer
la misma desigualdad entre los miembros extremos). Si en cam-
bio fuese finito Dig(c), al cumplirse por [3] la N, £(c) = Dig(c)
seria

lim in# IE@EOIIE@=9() _ y 56— pg(c) <0,

x—>ct r—c

Y por tanto, en este caso comd en el anterior, para k>0 exis-
tiria algin =z de (¢; b) que cumpiese

8] [£(z) —£(c)]| = g() —g(e) + k(z—e).

(Obsérvese que con el método de demostracién de Bour-
baki(1) se habria de establecer la anterior [8] para todo z de
un entorno a la derecha de ¢ y no sélo para algin = de dicho
entorno, por lo que dicho método no es aplicable a nuestra
hipétesis de sustituir los limites que dan las derivadas latera-
les por los respectivos limites de oscilacién).

Asi pues, si ¢ perteneciese al complemento de A respecto
de [a; b), en dicho punto z de (¢; b) por la condicién N,) de
§ 1, la [8] y cumplirse o(c,k)=0, seria |f(z)—1f(a)||=
< (@) — 2@l + £(c) — (@) = g(x) — g(c) + k(z— ) +g(c) —
—g(a)+k(c—a)+p=g(x)—g(a) + k(z—a) + p, es decir, por
[7], en dicho punto z de (c; b) seria ¢(z, k) <0 que contradice
la conclusiéon a que habiamos llegado de conservarse @(z,k) >0
para todo z de (c; b).

Sentado que ¢ perteneceria al conjunto numerable excep-
cional A, si ahora consideramos para k;==k, y un mismo pun-
to z la diferencia

o, k1) — (@, ky) = (ky— k) (z—a),

ésta no puede anularse para z-/=a. Como para todo k de (0; K)
es ¢(a,k) <0, si ¢(c,k;)=0, no podrd corresponder a ko=,
el mismo c(k;). Asi habriamos establecido una correspondencia
biunivoca entre el intervalo continuo (0; K) y un conjunto
¢(k) contenido en el conjunto numerable A, lo que es absurdo,
con lo que queda demostrado [4]. '
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Si se verificase

[9] [£(8) — ()| =9(b) —g(a),
entonces para todo x e y tales que a<z<<y=<b, seria también
[10] [£(y) — 1)l =9(y) — 9(=),

pues en caso de ser ||f(y) —f(z)| <g(y) —g(x), de esto, la apli-
cacion de [4] a los intervalos [a; 2], [y; b] y la propiedad trian~
gular N, (§ 1), resultaria

[£(b) — £(a)|| < [£(B) — £(y)|| -+ |£(y) — £(=) ]| + | £(z) — £(a)]| <
<g(b) —9(y) +9(y) — 9(=) + g(2) — g(a) =g(b) — g(a).

contrariamente a [9].

Por tanto, si en lugar de [6] se verifica [9], por [10] apli-
cado a la definicién [1] de N,f(z) y a la [2] de Dig(), seria
N,f(z) =D;g(z) en todo punto de [a; b) contrariamente a lo-
supuesto en [5] y asi quede también demostrada la dltima par-
te del teorema 1.

§ 3. — El anterior teorema 1 puede demostrarse siguiendo.
el método de Zygmund (5), mediante el lema previo:

Tieor. 2.—Sea f(2) una funcidn vectorial definida y con--
tinua en un intervalo cerrado y acotado I=[a; b] del cuerpo
R de numeros reales que toma sus valores en un espacio nor-
mado E sobre R y sea h(x) una funcion numérica, continua:
y creciente en 1. Si los valores funcionales

[11] F(z)=|f(z) —£(a)| — h(z) + h(a),
donde
[12] N, f(x) = D,h(z),

no- contienen ningun intervalo no-degenerado, entonces se con~
serva
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[13] . Flz)<0
en I.

En dicho teorema, se puede en [12] sustituir N, £(z) y D;h(z)
N+{(z) y D+h(z), o por N_f(z) y D_h(z), o por N-f(z) y
D—h(z).

Para demostrarlo, sea S el subconjunto de I donde se cum-
pla [12], suponiendo por hipdtesis que el conjunto funcional
F(S) no contiene ningtn intervalo no-degenerado. Vamos a ver
que llegamos' a una contradiccién si suponemos que existe un
punto x; de (a; b] tal que F(z,)>0. Pues en el intervalo no-
degenerado (0; F(z,)) existiria siempre un valor y, no perte-
neciente a F(S) y sea z, el extremo superior de los puntos del
intervalo [a; z,] donde F(z)=<y, Como F(a)=0 y 0<y,<
<'F(=z,), por la continuidad de F(z) debe ser a<z,<z; ¥y
F(zy) =y, conservindose F(z)>y, para todo = de (z,; 2]
Entonces, para este intervalo, por [11] seria:

[£(z) —£(a)|| = h(z) +(a) > [£(20) — £(a) | — h(20) + h(a),
de donde por la propiedad triangular N,) (§ 1) se deduce:
[£(z) —£(z0) [ = 1£(z) — £(a) | — [£(z0) — £(a)| > h(z) — (o),

que al ser aplicada a las definiciones [1] y [2] daria Nf(zp) =
= Dh(z)) es decir, por [12], el punto x, perteneceria a S, en
contradiccién con que y,=F(x,) no pertenece a F(S).

Observaremos que si la condicién [12] se formula para ni-
meros derivados a la izquierda, tomariamos como z, el extremo
inferior de los puntos del intervalo [a; z,] donde F(z)=1Y,,
obteniendo -también F(z,) =1y, conservindose F(z)<y, para
todo z de [a; x;).

Mediante este teorema 2, podemos ahora desarrollar la si-
guiente: '

Sequnda demostracién del teorema 1. — Sea para el nime-
ro real k>0 la funcién h(z)=g(z) + kz. Entonces, la condi-
ciéon [3] implica Nyf(z) < Dyh(z) a cumplirse en el comple-
mento de un conjunto numerdble A respecto de [a; b) y por
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tanto, se verifica la condicién [12] a lo mas en un conjunto nu-
merable, cuyo transformado por [11] no podrd contener ningtn
intervalo no-degenerado. Por tanto, podrd aplicarse el teorema
2 y por [18] sera

[14] () —£(a)| — g(2) + 9(a) —k(z—a) <0

en I. Fsto prueba, que en I debe ser

[£(z) —(a)] = g(=) — g(a).

cumpliéndose en particular la tesis [4], pues en caso contrario,
podria hallarse un k>0 suficientemente pequefio para el que
se darfa la desigualdad .opuesta a la [14].

La ultima conclusion [6] se deduce de [5] como antes.

§ 4.— Como corolario del teorema 1, obtenemos el siguien-
te teorema, mucho més general que el incluido en Bourba-
ki(1), donde se exige la existencia y anulacién de una deri-
vada lateral:

Teor. 3. — Para que una funcidn vectorial f(x) definida
y continua en un intervalo I del cuerpo real R, con valores en
un espacio normado E sobre R sea constante en I, basta que
Nyf(z) dado por [1] se anule en todos los puntos del comple-
mento de un conjunto numerable A respecto de 1. (En el enun-
ciado puede sustituirse N f(z) por N+f(z) o N_f(z) o N-£(x)).

Pues si en el teorema 1 se toma para g(z) la constante 1,
se verifica la hipotesis [3] y por [4] se cumplird |£(b)—£(a)||<0;
como la norma es siempre (§ 1) un numero real no negativo,
de ahi se deduce que [f(b)—£f(a)|=0, es decir, por la con-
dicion N;) (§ 1) sera £(b) =£(a). El razonamiento subsiste para
todo par de puntos de I y asi queda demostrado el teorema 3.

§ 5. — Extendamos los teoremas 1 y 3 al campo comple-
jo para lo que introducimos ahora para funciones vectoriales
de variable independiente dada en el cuerpo C de ntmeros com-
plejos z, el niimero derivonormado, siempre existente:

{15] Nf(z) =lim sup M_Z_ 0,

C—)z Z—Z|
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y andlogamente N f(z) con lim inf en lugar de lim sup.
Pero como ahora, en los teoremas a obtener no seran in-

tercambiables estos nimeros derivonormados superior e inferior,

introduzcamos también el ndmero derivonormado radial

{16] Ngf(z) =extr sup ( lim inf ||f(z+t,ei&)_f(z) i)
—r<d=n‘ {—0+ t

(t positivo).
Tendremos entonces:

Teor. 4. — Sea f(z) una funcion vectorial definida y con-
tinua en un recinto (abierto) convexo R del cuerpo C dz nu-
meros complejos, que toma sus valores en un espacio normado
" E sobre C. Si definiendo Nf(z) por [15] se tiene Nf(z)=m
para todos los puntos z del complemento de un conjunto nu-
merable A respecto de R, entonces es

[17] I£(6) — () =m [b—q]

para todo par de puntos a y b de R. Esta conclusion subsiste
si en lugar de ﬁf(z)gm, se presupone la condicidn menos
restringida Ng¢f(z) <m, donde Ngf(z) se define por [16].

En cambio (cfr. teorema 1), la conclusién no subsiste si
-en lugar de Wf(z) <m se tiene Nf(z) <m. Por ejemplo, si se
hace corresponder a z=ux+1iy su parte imaginaria y=1(z),
entonces es Nf(z)=0 (basta hacer que C— z sobre horizon-

tal) y para y, >y se tiene |[£(z, + iyp) — £( + iyy)| =y2 — ¥,>0,
en lugar de ser <0.

Para demostrar el teorema 4 basta aplicar el teorema 1 a
da funci6n

F(t):bl__ﬂf(-a-i—t(b-—a)) para 0=<1<1

'y tomar g(t)=mi, pues se cumple [3] (para limites superiores)
-en el complemento de la interseccion con A del segmento que
une a 'y b, ya que si N*F(f) estd dada por [1] (con limsup en
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lugar de liminf) y se tiene en cuenta [15], se verifica en di-
cho complemento

N+F(t) =lim sup M=

> —t
= lim sup [£(at(b—a))—£(att(b—a))] = Nf(a +t(b—a)) <m;
— ¢+ |b—a|.(v—t)

entonces, de [4] se deduce inmediatamente para ||F(1)— F(0)|
la tesis [17] que queriamos demostrar. La demostracién anterior
subsiste si se aplica la condicién Ngf(z) <m, sin méas que sus-
tituir NHF(¢) por N;F(¢), limsup por liminf y N f(a+ t(b—a))
por Ngf(a+t(b—a)). En cambio, falla para Nf(a+i(b—a)).
" Obsérvese que en Bourbaki(!) se exige en la hipotesis
del teorema que f(z) sea derivable en R.

Teor. 5. —Para que una funcién vectorial £(z) definida
y continua en un recinto (abierto) R del cuerpo G de nimeros
complejos, que toma sus valores en un espacio normado E so-
bre C, sea constante, basta que Nf(z) definido por [15] sea -
nulo en el complemento de una parte numerable de R. Tam-
bién f(z) se reduce a una constante si en lugar de Ni(z) se
supone solamente que Ngf(z) definido por [16] es nulo en el
complemento de una parte numerable de R.

Este teorema es mas general que el incluido en Bour-
balki (1), donde se exige la existencia y anulacién de la deri-
vada de f(z) en todo punto de R. B

En contraste con lo que ocurre para las funciones vecto-
riales de variable real (§ 4), aqui la conclusién no subsiste, si
en lugar de Nf(z)=0 (o Nyf(z)=0) se considera N f(z)=0.
Por ejemplo, si a z=x iy se hace corresponder su parte ima-
ginaria y=1£(z), resulta una funcién continua para la que es.
N £(z)=0 en todo punto de R y la funcién no es constante.

Para demostrar el teorema 5, consideremos que sea a un.
punto cualquiera de R; el conjunto Q de puntos z de R donde
f(z) =1(a) es cerrado porque f(z) es continua; por aplica-
cion del teorema 4 con .m=0, a un entorno abierto convexo
contenido en R de un punto cualquiera de Q, se ve que @
es también abierto; luego Q es idéntico a R.



