
SU UN ELEMENTARE PROBLEMA DI ESTREMO 

nota di MAURO PICONE, Roma (Italia) 

:ri"edicata a Beppo Levi nel suo ottantesimo compleanno (*) 

Assegnati due numeri reali a e b, denotero con (a, b) l'in­
tervallo chiuso, dell'asSle x, di estremi inf,erione a e superiora b, 
e diro, con~ B o lz a, che un vettore Y (x), a r componenti reali 
Yl(X), Y2(X), ... , Yr(x), é furizione ,della x, di classe e' in (a, b), 
se vi é continuo con la sua derivata y, (x), che vi é di classe 
eD' se l'intervallo (a, b) puo esser decomposto in un numero 
finito v(Y) di intervalli chiusi (a, al)' (al' a2), ••• , (av-v b) (a < 
al < a2 < ... < av- l < b), in ciascuno dei quali il vettore riesce 
di classe e'. 

Assegnate 1'( r - 1) /2 funzioni reali 

(h,k=1,2, ... ,r), 

continue nell'intervallo (a, b), prescritti due vettori A e B, ris­
p'ettivamente di compollenti o.l1 0.2, ... , o.r e f\, ~2' ... , ~r' detto 
l'(A, B) l'insieme dei vettori Y(x), funzioni di x di classe eD' 
in (a, b) e verificanti le condizioni 

(1) Y(a) =A, Y(b) =B, 

é bell elementar e il problema della determinaziolle dell'estremo 
inf.eriore della funzione di Y ( x) : 

b 

(2r) <p[Y] = t~ ~l hk(X) y,/(x) Yk'(x) dx, 
a 

(*) Redatta nell'Istituto Nazionale per la Applicazioni del Calcolo. 
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nell'insieme f(A, B), eppure esso non é stato ancora risoluto,. 
in tutta generalita, neanche nel caso semplicissimo r= 1, in cui 
il v,ettore Y (x) si riduce ad una funzione scalare y( x) e si ha 

b 

cr.[y]=: f f(x) [y'(x)]2dx. 
·a 

In questa br,eve nota in dichero qualche risultato in propo­
sito, cominciando, nel seguente n. 1, dal ricordare teoremi bell 
noti dell' elementare Calcolo del1e Variazioni. 

1. - Indichero con F la matrice quadrata 

con F h il vettore che ha per componenti fhv fh2' ... , fhr' con f 
il valore del determinante di F, con FY il vettOl'e prodotto della 
matrioe F per il vettore Y, a r componenti, con X. Y il pro­
dotto scalare di due vettori X e Y, con eguale numero r di 
componenti. Con questi simboli si puo scrivere: 

b 

cp[Y]~ fY'. FY' dx 
a 

e affermare che: 

1. Per un'eventuale funzione Y(x) minimante cp[Y] m 
1'( A, B) deve aversi, in tatto (a, b), 

(3) FY'=C,' 

cioe 
1" 

(3) Fh. Y'~ I. ihk(X) Yk'(x) = ch, (h = 1, 2, ... , r), 
k=l 

con C vettore costante, di componenti C1,C2, .•• , Cro 
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Sussistono i due seguenti elementari teoremi, dei quali con­
viene ricordare le dimostrazioni, che esporro. 

n. Se la forma quadratica 

(4) A.FA 

nel vettore A non e semidefinita positiva in tutto l'iniel'vallo 
(a, b), l'estremo inferiore di cp[Y] in I'(A,B) e -oo. 

Infatti, nell'ipotesi del teorema, esistono un punto Xo di 
o o o 

(a, b) e un vettore /1, per i quali si ha /'. . F(xo) /'. <O e quindi, 
un intervallo (a', b'), interno all'intervallo (a, b), in cui é 
o o 

/'. . F( x) /1 < O. Assunto, a piaoere, un numero naturale n, se 
y (x) é una funzione di r (A, B), lo é anche Y n( x), cosi definita: 

!t :::; + ; sen _nn;:-,-( x_a,---'--') 
b'-a' 

=Y(x) 

, per 

, per a'<x<b', 

, per b'<x< b, 

e risulta 

límcp[Yn(x)]=- oo. 
n+oo 

;nI. Se la forma quadratica (4) e semidefinita positiva 
o 

in ogni punto dell'interuallo (a, b) ed esiste un vettore Y(x) di 
I'(A, B) verifioante la (3), questo e minimante cp[Y] in r(A, B). 

E' subito visto, infatti, che, in tale ipotesi, per ogni vetto­
re Y(x) di r(A,B), si ha 

o o 

cp[Y] - cp[Y] = cp[Y - Y] > O. 

IV. Se la forma quadratica (4) e definita positiva ln ogni 
o 

punto dell'intervallo (a, b), esiste una funzione Y(x) di f(A, B) 



-176-

verificante la (3), e quindi (per il teor. pree.) il minimo di 
o 

<f'[Y] in r( A, B) é <f'[Y]. 
Infatti, un vettore V, di classe CD', verifieante la (3) e la 

condizioni V( a) = V(b) =0, é identieamente nullo in (a, b), poi­
ché dalla (3) si rieava 

b b J V'. FV'dx=c·f V'dx . C. (B-A) =0. 
a a 

Pertanto l'equazione nell'ineognito vettore C: 

b 

JF-1dxC=B-A (*) 
a 

o 

ha una ed una sola soluzione C, ed il vettore 

re 

Y(x) =A + f F-ld~ e 
a 

appartiene all'insieme re A, B) e verifica la (3). 

2. - Osserviamo che se la forma quadratiea (4) é semidefi­
nita positiva, ovunque in (a, b), ed é A=B, la funzione cp[Y] 
ha minimo in reA, B), ed é lo zero, dato dalla funzione costante 
Y(x) = A. Supporremo, pertanto, d'orain poi 

(5) A -=/=-B, 

(*) Indicati con f/¡7c -1 gli elementi della matrice F-1, inversa della F, con 

b 

J F-l da; 
a 

b 

indichiamo la matrice che ha gli elementi J fh7c~l (a;)da;. 
a 
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edintale ipotesi, il problema al quale ho alluso in principio 
consiste in cio: 

Supposta la forma quadratica (4) semidefinita positiva in 
tutto (a, b) e non sempre.· definita, determilVare, in tu ft a 
g,eneralitd, l'estl'eino inferiore di cp[Y] in f(A,B). 

Sussistono, in proposito, i teoreIp.i .~eg?-enti. :.' 

V. Se esiste un intervallo di (a, b), in cui é F = O, il mi­
nimo;dÍ',cp[Y]inT(A, B).'élo iero, edé' consegUito "'da, ;ilifinite 
funzioni di feA, B). ' ,,; , " ",,' ,~,,\,,' 

Sia, infatti, nell'intervallo (a', b'), interno ad (a, b), F =:. O. 
La funzione Y(x)cosi 'definitQ:-,; ': ¡, 

=A , per a <x<a', 

=Z(x), per 

=B , per b'<x< b, 
~. " ,' .. :í '\: ',' '. 

ove, Z(x) é' un'arbitrada ,funzione' di" clasS~". GD"in (a', b'); 
che in a' e b' coincide, rispettiva.mente, coi' vettori'-\\A 'e B, 
appartiene a' f(A, B)eper ~sa,si ,ha "",;,, 

a' b 

cp[Y] ~ J Y' . F P dx + f y, . F Y' dx = O. 
a b' 

VI. Se F sí annulla in (a, b) e non esistono intervalli di 
(a, b) neí quali f= det F é ident~camente nullo, laOfunzione cp[Y] 
non ha mínimo in r (A, B) . 

Infatti, per una funzione Y( x), rnillirtiadte ep[Y] in r(A~B), 
cleve sussistere la (3), in tutto (a, b), e poiché in un punto, di 

o 

nullita di F, rÍsulta FY'=O, si avra.,in 'tutto (a, b), 

o 

(6) FY'=.O. 

o' 

N e segue, ID vÍrtu dell'{potesi, che y, (x) é identicamente 
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nüIla inogni intervalló di (a, b), in cui é continua, e -quindi 

b _ 

B- A',' Y(b).~Y(a) =JY/(X) dx', 0, , 
a 

in contraddizione . con la (5). 

, , VIL Se in un punto Xo, di nullitd di F(x), detto-J(xo,e) 
l' intervallo com une ai due intervalli (a, b) e (xo - e,xo + e), si 00: 

(7) lím (4 f (B-A),F(B-A)dx )= 
e+O e 

;f(xo, e) 

allora l'estremo inferiore di cp[Y] in r( A, B) é lo zer,o. Sussiste 
in particolare la (7) se tutti gli' elementid~lla matrice F, han­
no nel pur¡,to Xo derivata nulla. 

Siano, infatti, per esempio,xo e l'intervallo (xo - e, xo+ e) 
interni all'intervallo (a, b). La funzi:one Ye(x), co&i definita: 

, per a<x<x~e, 

x-x +e 
=A+ o (B-A), per Ix-xol <e, 
, . 2e _ ' " " 

~B " per x~+e<x<b, 

appartiene a re A, B) e si ha: 

xo+e 

cp[YeJ=¿J' (B~A) .F(B~A)dx.-
4e2 

xo-e 

VIII. La forma quadratica (4), essendo sempre semidefi­
nita positiva in ogni punto dell'interva~lo (a, b), sia defin,ita in. 
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un insieme 1 di punti di (a,b); avente per misUJ'a b-a e la 
funzione 

risulti sommabile in (a, b). Sia r*(A, B) l'insieme delle fun­
zioni Y(x), verificanti le (1), assolutamente continue in (a, b), 
per ciascuna, delle quali il produtto 

risulti som:rnabile in (a,~). In. tali ipotesi, la funzione rp[Y] 
riesce defmita in r*(A,B) e vi ha minimo e sempre valore 
positivo .. 

P,er ogiIi vettore Y(x). di r*(A, B), si ha, infatti, 

e se rÍsultasse 
b 

f Y'. FY' dx ' J Y'. FY' dx=O 
a I 

(*) Per una matri¡l~ E, di elementi fhk, poniamo, 

Se E e G Bono matrici quadrate dello stesso ordine T e Y éun vettore a 
T componenti, si ha 

IE+GI~IEI+IGI, rEGI~IEI.IGI, IEYI~IEIIYI· 

Poiché EIr-' é la matrice unita, risulta 

e quindi 

JIr-l'l ~ 1 E 11 E-112, I ~I ~I E-11, 

El pertanto dalla so=abilita di lE 11 E-112 :in (a, b), segue quella di 1 Ir-'l 
e quella di l/lE l. Ora 1 E 11 E-112 é funzione omogenea, di gr¡tdo - 1, negli 
elementi !hle di E e pertanto, se in un punto isolato Xo di nullita della E, tali 
elementi sono rispetto a 1 x - Xo 1, tutti infinittesimi d 'ordine minore di uno, 
la funzione 1 E 11 E-l 12 risulterá 'so=abile in un intorno di quel punto. 
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he seguirebbe Y'===O in un insieme di plinti di 1,' avent-e la misu­
ra di 1 ,e quindi di (a, b) e si avrebb-e pertanto 

6 

B-:-A=Y(b) - y(a) J Y'(x) d~ ,,0, 
, a 

in contraddizione con la (5);" Esséndo,'P":"l sorrllná.bile in'( a,b), 
* il v-ettore Y (x) definito dall' eguI,l.glianza 

'" 
,,"~(f)'::\Yt+ JF-~~~ ~ C,: 

a 

* ' 
dosi JFIIY'I2 < JFIIF-::-l'\2 IC\2, SOIllI~Hl.liile in (a, b) il proclotto 

* * JF 1 1 Y'12. Esiste uno uno ed un solo vettor-e C per il quale si ha 

b 

(9) A+J F-f~x:C;. p, 
a 

ed invero, un vettore V, assolutamente' continuo m (a, b),cQI 
prodotto JF 11 V'I2 ivisommabilej per' crii é ' -, 

y,erifica ¡',eguagliari~{" 
,:, ' 

b . .. :- "c, 

, f V'. FU':dx: 'o 
-..... -.r; 

'-

a 

ed avendo, pertanto,quasl ,_ ovuuque nulla la derivata, é identi'-
- -* - * 

camente nulloin (a, b). 11 vettore Y(x), dato dalla (8) per C=C, 
appartiíme all'insieme' F;I'(A,-B)e 'verificiuido-Ia (3), per ogni 
vettore Y(x) di quell'insieme risuita" , 

* -* - -
cp[Y] - cp[Yl~cp{Y -TJ>O. 

"4'· 
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IX. La matrice F sia nulla in un insieme di. punti di (a, b), 
avente misura' zero, e la forma quadratica (4) sempre definita 
positiva altrove, risultando 1F11F-112 sommabile in (a, b). In 
tali ipotesi la funzione cp[Y] non ha (teor. VI) mínimo in r (A, B) 

* * e vi hal'estremo inferiore positivo cp[Y], ove Y(x) é il vettore da-
to dalla (8), con e soluzione della (9). 

'Poiché l'insieme r( A, B) é contenuto nell'insieme f*( A; B) 
si ha intanto, per ogni funzione Y (x) di re A, B), 

. .. * 
cp[Y] > ·cp[Y] > o: 

11 teorema sara perció dimostrato se costrumemo una succes-: 
sione Yn(X) di vettori di I'(A, B) per i qliali si abbia 

* (10) Um cp[Y n] = cp[Y]. 
n+oo 

Sia Pn(x) un vettore, con comporumti polinomi nella x, 
per cuí sussista l' eguaglianza : 

b 

. lím J 1F1'lyl -Pn1 2 dx=O. 
u+oo 

(11) 
a 

Essendo 1/1F1 sommabile in (a, b), ed avendosi 
b b 

f Iyl-Pnl dx= f IA1/21F11/21YI-Pnl d'x< 
a a . 

b b 

f~lfIFIIYI-PnI2dx, . 
a a 

risulta 
¡, 

(12) lím( B-A~JPnCx)dx). 
n-7OO 

a 
b b 

!~~ aY1(X) dx~ fPn(x) dx )=0. 
.a a 
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Introdotto il y,ettore 

. b. . . 

(13) . Cn= /a(B-A-,- J Pn(X;) dX), 
- a; 

la funzione 

'" 
Yn(x) =A + Cn(x-a) +f Pn('¡;) d'¡; 

a; 

~ppartieneall'insieme r(A,B), e si ha. 

b 

cp[Y n] - cpch = CP[Yh - Y] ". J (Y'n - ~') . F(Y' n-ir,) dx < 
a; 

h· b 

fIFIIY\-Y'nI 2dx< J IFI jPn+Gn -Y'1 2dx<' 
a; a; 

-b h 

2 J \PI iPn-dT '12 + 21 CnF J IFI dx, 
a; n 

donde la (10), in base alle (11), (12) e (13). 

3. - Par esempio, la funzione 

1 

cp(y) = f xp. (dy ) 2 dx, 
dx 

o 

ove p. designa un numero reale- positivo, non ha minimo (teor. 
VI) nell'insieme re o.,~) delle funzioni di classe CD' .nell'lnter­
vallo (0,1) verificanti le cóndizioni" 

y(OL a. y(l) =~, con a. ~/::.~, 

e all'estremo inferiore, ,il teor.Vn assegna il valoIle zero, se 



~>l (*),- ed il teor. IX il'valore (i-~t) (~~a)2, se ~<1. Per 
~ = 1, posto, per ogni e positivo e minore -di uno, 

Ye(X) ¡ =~~ .. , 
= --logx+~, 

, loge· . 
per e<x<l, 

si definisce una funzione dell'inSieme:r(a,~), per:laqualé riescé' 

e pertanto l'estremp inferiore di cp[y] é ancora lozero. 

4 .. - 1 teoremidel n. 2 cono' ben- lungi, evidentemente, dal­
l'esaurire la questione generale ivi posta. In essi non trova ris-­
posta, per esempio, la domanda: Se la .matrice. F non é mai 
nulla nell'intervallo (0,1), ed essendo la forma quadratica (4) 
sempre semidefinita positiva,· ma non sempre definfta, non esiste 
un vettore Y di r( A, B) "\'-erificante la (3), quanto vale l'estre­
mo inferior e di ep[Y] in r(A; B) ? La condizione (3) é,. com'ó. 
hen noto, neoessaria affinché la funzione Y(x) dell'insieme r*(a, b), 
dia il minimo valore ana funzione cp[Y] nell'insieme stesSo 
e pertanto, se, ferme restando tutte le altre ipot-esi del teor. VIII, 
viene a ¡mancare quella deHe sorrimabilita in (a, b) di I P-1 1 e quin­
di di !PI IF-1 12, quel minimo non esiste, e si domanda: Che 
valor-e ha, allora, l' estremo i;nferiore di cp[Y] in r*( A,E)? 

A proposito di tal genere di qu-estioni, vien fatto di pensare . 
se non sia il caso di dedicarsi anche alla determinazione dell'es­
tremo inferiore per quei problemi importanti del Calcolo del1e 
Variazioni per i quali si é trovato che il rioercato mini;mo non 
esiste. 

Che dire, peresempio, del problema (che, nel caso parti­
colare f( x, y) = 1, fu risüluto de Be p p o L e v i, in una classica 

\ . 

(*) Cii'i per f1 = 2, fu gia detto da WEIERSTRASS [cfr. la Sue Mathematisohe 
Wel·ke, t. n, p. 49]. 

-------_._------ -. 
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Memoria) della determinazione dell'estremo inferior,e dalla fun­
ZlOne 

- -JJ- [(OU)2 (1311)2] qi[U]= f(x, y) ax -t- aydxdy, 
D 

in un insieme di funzioni re~li u(x; y),cqntinue nel dominioD 
del piano (x, y), con le loro derivate parziali prime, assumenti 
valori prescritti sulla frontiera di D, nell'ipotesiche l'assegnata 
fu,nzione reale f(x, y), cóntinua e non negativa del dominio D, 
vi abbia punti di zero? 

E perché non' si con'Siderano, altresi, funziorii puntuali ~~Y], 
ad un qualsivoglia numero q di componenti Cf'l[Y]' Cf'2[Y]' ... , Cf'q[Y], 
funzioni di un vettore Y a r componenti,definite in un oerto 
insieme, per determinare prirhcolari do mini dello -spazio eucl1cleo, 
a q dimensioni, che ne contengano il coinsieme? Per esempio, 
per determinare strat( ipersferiqi, di detto &pazio, concentro nel:­
l'origine, godenti di queUe proprieta? P,erquest'ultimo compito 
si ricade nella' rícerca degli estremi inf.eriore· e superiore del1a fun­
zione reale I p[Y] 1, ricerca che -nonostante ciq- per q> 1 non 
ini ,consta che sia stata fino ad oggi intrapresa. -

Non habisogno, oerto, d'esseré rilevata l'importanza della 
risoluzionedi problérili di tal sorta per applicazioni non soltanto 
scientifiche, ma anche tecniche. 


