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Dedicado cordialmente al Prof. Beppo Levi en' su. 80 aniversario

1. Introduccion.’ Sea K una curva plana convexa y cerra-
da cuyas tangentes o rectas de apoyo tengan todas un solo pun-
to de contacto. Consideremos dos rectas de apoyo que formen
entre si un é&ngulo constante § ‘(dngulo que comprende a K
en su interior). Sean P, Q los puntos de contacto y ¢c=PQ la
cuerda que los une.

Supuesto variable el par de rectas de.apoyo, pero formando
enire si siempre el 4ngulo:constante ¥, J. W. Green|[2],[3]
ha estudiado diversas desigualdades entre ¢ y otras caracteris-
cas de K, principalmente la anchura A y el didmetro D, limi-
tandose en general al caso $=m/2. . -

En esta nota vamos a- obtener ‘otras desigualdades analogas
las cuales relacionan: a) Las cuerdas ¢ con el radio de curva-
tura minimo de K (desigualdad (2.4)); b) El valor medio de
las longitudes de ¢ con la longitud de K ‘(desigualdad (3.1)).
Obtenemos también la demgualdad (4 1) que generaliza al es-
paclo la (3 1) ~

2. Acotaczon resﬁ;cto el minimo radio de curvatura. Su-
pongamos en este namero que K tenga radio de curvatura con-
tinuo en cada punto, el cual satisfaga la desigualdad

(2.1) A r=r,

siendo por tanto r, el radio de curvatura minimo.

Supongamos dos tangentes que formen entre si el angulo
& (4ngulo que comprende a K en su interior); sean P,Q los
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puntos de contacto y A su punto de interseccién. Cada tangente
a K en los puntos del arco PQ interior al tridngulo PQA que-
da determinado por el dngulo ¢ que forma con PA. Sea ds el
elemento de arco de K correspondiente al punto de contacto
de la tangente correspondiente al angulo ¢. La proyeccién de
ds sobre PA en la .direccién paralela a QA vale

da: sen(&+cp)d ‘_sen(&—{—cp\ dcp.‘

send .. - sen -

Por tanto, segun (2.1)

n—g
(2. 2) a=AP = f Sen(&'w) dcp> (1+cos 9).

Analogamente, la proyéccion de ds - sobre AQ paralela-
mente a AP vale .- ‘

. sen @ sen ¢
_ Y sen 3 s sen%rdcp
y por tanto
n—$ : .
(2.3 b=4Q= /se“‘f’ rdo= "0 (1+cos$).
S send senﬁ- .

Por otra part-e, swndo c_PQ, se tiene 02—a2—}-b2
2abcos?. Aplicando directamente. (2 2) (2.8) si cos$ =0,
o bien teniendo en cuenta que 2ab=<a? —}—b2 y ‘por tanto 2=

(a2 + b?) (1—cos Er) para cos€‘r>0 de (2.2) y (2 3) se deduce,
para cualquier 9, -

c2=2r:? (14 cos §) =4 roé.co'éﬂ -z'— .
Se tiene asi la desigualdad

(2.4) cg,2r0’cos%.
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La igualdad, para todas las cuerdas, solo puede tener lugar
si ella vale para (2.2) y (2.38), lo cual exige r=cte., o sea,
que K sea una circunferencia.

Tenemos asi el -

Teorema I. Sea K una curva plana, convexa y cerrada
con radio de curvatura r continuo en cada punto. Sea ry el mi-
nimo de r. Entre ry y la longitud ¢ de la cuerda que une los
puntos de contacto de dos tangentes cualesquzera que formen
entre si un dngulo 9, existe la relacion (2.4). Si el signo igual
vale para cualquier par de tangentes de dngulo %, K es-una cir-
cunferencia.

8. Acotaciones respecto- la longitud. 'Sea ;0 un punto in-
terior a K y h=h(p) la funcién de apoyo de K respecto O.
Supongamos las rectas de apoyo corresponchentes a los’ valores
¢y @+n—9; ellas forman entre si un 4ngulo9. Las- coorde-
nadas cartesianas- dél punto deé contacto P ‘respecto un sistema
de ejes de origen O y cuyo eje z es-el .que sirve de origen pa-

_ta los angulos ¢, se sabe que son

zo=hcos p—h sen ¢
. Yo=hsenp +h cosp..

Anélogamente, las coordenadas del t)unto de contacto Q de
la recta de apoyo correspondiente a ¢ 4m—¥®, poniendo h;=
h(¢ +n—9), son

zy=—hy 603(9* — ) —h,"sen(% — @)
y1="- hysen(%— ) —hy cos(%— ).
De aqui _ ‘
= (zo-— ‘?1)2 + (Yo—y1)?
=[(hg+ hy cos &+ hy’ sen §).cos ¢ —(hy'—hy sen F4-h;" cos &) sen @2
+[(hy’ —hysen &+ by cos ) cos'p + (ho-l—h1 cos $+hy’ sen 9) sen @2
= (hy+hycos & +h’sen 9)2 4 (— ho +hysen 9 — h ' cos 9)2.
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Aplicando la desigualdad

(a+B)2

a2t b=

o |-

resulta
012 b=+ =) o4 0+ i
de doﬁde, 4

21

fcdcp v (1-|—sen&+cos&)

siendo L la longltud de K.

- Por tanto, llamando .2 al valor medio de las cuerdas ¢ co-
rrespondientes al-angulo 9; resulta .

(3.1) =

(1(—|— sen 9 + cos $).

L
23 VEn

Si se quiere introducir el 4rea F de ‘K, basta utilizar la
desigualdad isoperimétrica para tener

(8.2) > l/; (1+sen 8 +cos $).
Tt
Respecto la anchura A de K, siendo LznA, resulta

A
(3.3) Eg—_(l—{—sen&—|—cos&)

2y
que para $=m/2 comprende a la desigualdad de Green[2].
.Evidentemente, en el primer miembro de las demgualdad:es

anteriores se puede sustltulr el valor mecho de ¢ por el va-
lor méximo de .



Tenemos asi el —

Teorema II. Sea K una curva plana, convexa y cerra-
da cuyas rectas de apoyo tengan todas un solo punto dz con-
tacto. Sean L la longitud, F el drea y A la anchura de K. Entre
las cuerdas que unen los puntos de contacto de dos rectas de
apoyo que formen entre si un dngulo & (por el lado que con-
tienen a K), existen algunas que cumplen las acotaciones (3.1),

(3.2) y (8. 3)

o4 Caso del espacio.. Sea K una superficie convexa y ce-
rrada del espacio. cuyos planos de apoyo tengan todos un solo
punto_de contacto. Consideremos dos planos de apoyo que for-.
men. entre si-un 4ngulo 9; sea d() el elemento de é&rea sobre
Ia, esfera unidad. correspondiente. a la dlreccmn de la recta r de
interseccién de los dos planos. Proyectemos K sobre un plano
normal a r; si ¢ es la longitud de la cuerda de K que une los
puntos de contacto de los planos de apoyo y ¢, la cuerda pro-

vectada, es c¢=cp. De aqui, integrando sobre la esfera unidad
y entre 0=<¢ =2,

" [edndoz [erdado=zx [z

Si L es la longitud de la curva convexa proyeccion-de K,
segtin (3.1) tendremos por tanto

1. ‘
fchd@;v—?(l—!—sen&—l—cos%)/Ldﬁ
E

donde la ultima integracién estd extendida a toda la esfera unidad.
Es conocida la férmula [1, p. 67]

/ LdQy=2=nM

E

siendo M la integral de curvatura media de K. Por tanto se tiene

M

(4.1) = ch?(l—l—sen&—l—cos&).

4
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Si se quiere introducir el 4rea, teniendo en cuxen—ta_la desi-
gualdad de Minkowski M2=4nF, resulta

(4. 2,)" ' = —‘/— (1 J-sen & 4 cos &)

Tenemos -asi el

Teorema III. Sea K una superficie convera y cerra-
da del espacio cuyos planos'de apoyo tengan todos pn solo- pun-
to de contacto. Sean M su integral de' curvatura media y F
siv drea. Entre lds cuerdas que unen”los puntos de contacto dé’
dos pZanos de  dpoyo que formen entre si un dngulo 9 ( por el
lado que contienen'"a K) existen algunas -que cumplen las aco=
taciones (4.1), (4. 2) -
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