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1. Introducción. ~ Sea 'I(unacurva plana convexa y cerra­
da cuyas tangentes o rectas de apoyo tengan todas un solo pun­
to de contacto. Consider·emos dos rectas de apoyo que formen 
entre sí un ángulo' co~stante & '( ángulo que cOInprende a I( 
en su interior). Sean P, Q los puntos de contacto y c = PQ la 
cuerdá que los une. ' 

Supuesto variable el par de rectas dªcapoyo, pero f.ormando 
entre sí siempre el ángulo constante &, J. "V. G r e e n [2], f3] 
ha estudiado diversas desigualdades entre c y otras caracterÍs­
cas de ](, principalmente la anchUra 11 y el diámetro D, iimi­
tándose en general al caso & = rr/2. , 

En esta nota vamos a úbtenerotras ,desigualdades análogas 
las cuales relacionan: a) 'Las cuerdas c cón el radio de curva­
tura mínimo de ]( (desigualdad (2.4)); b) El valor medio de 
las longiwdes de,c con la lQp.gitu,d ,de le (desigualdaq (3. 1) ). 
Obtenemos tambi~n la desigualdad (4.;1) que generaliza al es-
pacio la (3.1). ' , 

2. Acotación respecto el mzmmo radio de curvatura. Su­
pongamos en este número que ]( tenga radio de curvatura con­
tinuo en cada punto, el cual satisfaga la desigualdad 

(2.1) 

siendo por tanto ro el radio de curvatura mínimo. 
Supongamos dos tangentes que formen entre sí el ángulo 

& (ángulo que _comprende a ]( en su interior); sean P, Q los 
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puntos de contacto y A su punto de intersección. Cada tangente 
a [( en los puntos del a,rco PQ interior al triángulo PQA que­
da determinado por el ángulo Cf' que forma con P A. Sea ds el 
elemento de arco de [( correspondiente al punto de contacto 
de la tangente correspondiente al ángulo Cf'. La proyección de 
ds sobre PA en la .dirección paralela a QA vale 

~ d'sen('&+Cf') d"" sed(&+t¡J) 'd'~ . 
x= s=----' r Cf'. 
. .sen -& . e sen & . , 

Por tanto, según (2.1) 

n-& 

(2.2) AP 'f sen (&+Cf' ) 'd - ro. "(1: . &) . ·a=.=' . , _.' r Cf'>-.-.... +cos . 
. san &. sen & . . . -; o: . ,. . '. ;" . 

Análogamente, la proyéóción' de ds' sobre AQ paralela­
mente a AP vale 

d ,sen Cf' d .sen Cf' d 
y~ . s- r Cf' 

- sen & - sen& 

y por tanto 

(2.3) . 

n-~ _.. . . 

, A' J sen Cf'. ro b= Q= -'-' rdCf'>---(l+cos&). 
. sen&·. sen& . o . ,. -

Por otra parte, siendo e = PQ,. se tiene c2 = a2 + b2 ~ 
2a b cos &. Aplicando directamimte(2.' 2)y(2. 3) si cos &< 0, 
o bien teniendo en cuenta que 2 a b < a2 + b2 y' por tanto c2 > 
(a2 + b2 ) (1- cos &) para cos &> 0, de (2. 2) Y (2.3) se deduce, 
para cualquier &,' : . . 

.' '. . ' .... &. 
c2

:::: 2r02 (1 + cos &) =4r02 cos2 2. 

Se tiene así la desigualdad_ 

(2.4) 
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La igualdad, para todas las cuerdas" ,solo puede teIte,r lugar . 
si tllla vale para (2.2) y (2.3), ló' cuar exige" r=cte.~ 'ó' s-ea, 
que [( sea una circunferencia. 

T-enemos así el 

T,e o r e m a 1. Sea [( una curva plana, convexa y Cerrada 
con radio de curvatura r contmuo en cada punto. Sea ro el mí­
nimo de' r. E 12tre ro, y la longitud.q, ,de la ,'cuerda' que UTJ,e los 
puntos' de contacto de dos tangentes' cualesquiera' que' formen 
entre sí un ángulo &, existe la relación (2.4). Si el sigT}o igu:ql 
vale para cualquier par de tangentes de ángulo &, K es' una cijl':' 
cunferencia. • 

3. Acotaciones respecto' la longi~ud; ','Sea 'o un punto in­
terior a [( y h = h( ep) la función de apoyo de K respecto O. 
Supongamos las rectas de apoyo correspon(üentes a los valores 
:cp y ep + 1t - &; ellas forman entre sí un ángulo &. Las' coorde­
nadas cartesianas del punto dé contacto P respecto un sistema 
de ejes de origen O y cuyo eje xeselque sirve de origen pa~ 

. ra los ángulos ep, se sabe que son 

xoh cos ep - h'sen ep 

. Yo , h 7enep + h' cos ep .. 

Análogamente, las coordenadas del' punto de contactó Q de 
la recta de apoyo correspondiente a ep + 1t - &, poniendo h l = 
h( ep + 1t - &), son 

De aquí 

Xl = - hl cos(& - ep) - h/sen(& '-- ep) 

Yl = h1sen(&- ep) -hl' cos(&~ ep).: 

c2 = (xo -- Xl )2 + (Yo - Yl)2 

. [eho + hl cos & + hl' sen &).cos ep .,-(ho'--:hl sen B+h(cos &) sen.ep]2 

+ [( ho' - hl sen &+ hl' cos &) cos 'ep, +: Chothl COS&+hl' sen &) s.enep ]2 
.. - ,.:..: ,.' 

. = (ho + hl cos B· + hl' sen &) 2 + ( - ho' + hl ~en :& ...,.- hl l. cos By. 
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Aplicando la desigualdad 

resulta 

de dond,e 

21t 

. fcdcp> VL(l+sen~.+cos&) 
2 . u.. .. '. . 

siendo L la longitud de K .. 
Por. tanto, llamando . 'C al va¡lor medio de las cuerdas e co­

rrespondientes 'alángulo &;resulta . 

(3.1) 

Si se quiere inti-6ducir' el área F de 'K, basta utilizar la 
desigualdad isoperimétricapara tener. 

(3.2) e > V ~ (1 + sen & + cos &) ~ 

Respecto la anchura !1 de [{, siendo L > rr ,11, resulta 

11 
(3.3) e> 2V2 (1 +sen&+cos&) 

"glle para & ":"-rr/2: comprende a la desigualdad de G re e n [2]~ 

;Evidl;lntelIlen~~, en el primer. miembro de las desigualdades 
anteriores se' puede sustijuir el valor medio de e por el va-
lor máximo de·c. . 
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Tenemos así el 

T ,e o r e m a II. Sea l( una cur~a plana, convexa y cerra­
da cuyas rectas de apoyo tengan todas un solo punto de con­
tacto. Sean L la longitud, F el área y /). la anchura de K. Entre. 
las cuerdas que unen los puntos de contacto de dos r.ectas de 
apoyo que formen entre sí un ángulo & (por el lado que con­
tienen a K), existen algunas que cumplen las acotaciones (3.1), 
(3.2) Y (3.3). 

_ ,4.( .. ,paso. del espacio.. Sea K una superficie .convexa y ce­
rrad¡l de~ espa~iQ cuyos . planos de apoyo tengan todos un soló 
punt-<> de eon!,acto .. Consi~erem·os dos pl¡mqs de apoyo. que for~. 
men,~mtre sr· un ángulo &; sea dqel elementq de área sobre 
la. esfera upidacJ. correspondiente a la. direpci~~ :de la. recta r de 
intersección de los dós planos. Proyectemos K sobre un plano 
normal a r; si e es la longitud de la cuerda' de l( que une los 
puntos de contacto de los planos de apoyo y cp la cuetda pro­
yectada, es c > cp. De aquí, integrando sobre la esfera unidad 
y e~tre O:<cp<2rc, 

Si L es la longitud de la curva convexa proyección de [(, 
según (3.1) tendremos por tanto 

f c dQ dcp > V1
2 (1 + sen & + cos &) f L dO . 

E 

donde la última integración está extendida a toda la esfera unidad. 
Es conocida la fórmula [1, p. 67] 

siendo M la integral de curvatura media de K. Por tanto se tieIl!e 

(4.1) 
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Si se quiere introducir el área, teniendo en cuenta la desi-' 
gualdad de Mínkowski .M2>4nF, resulta 

(4.2} - 1 VF( "") c > :---' -. 1 -1- sen 3- -1- cos ~ . 
2 ,2n ' " , 

Tenemos 'así el 

Teorema nI. Sea [{una superficie convexa y cerra­
da del espacio cuyos plaríoS' de apoyo tengan ;todos pris~lo' pun­
tó de contacto. Sean M', stiintegralde curvattirá media y p. 
su área. Entrelái cTiétaas que unen los 'puntos 'de contacto'di' 
dos planos de apoY9,que.}ormen entre sí"un ángulo 3-: (pofel 
lado que contierieTi"a 1i), existen' algunas ,qué cumplen las aco-'-
taciones' (4. 1), (.4'. 2). . ' 

(1) 

(2) 

(3) 
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