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Consideramos la difraccién de la luz, que es producida por
un haz homogéneo de rayos paralelos, que inciden ortogonalmente
en una pantalla plana vertical con ranuras que estin situadas a
lo largo de un eje horizontal ¢, y que son ortogonales a dicho
eje. Si suponemos que las ranuras son de altura infinita en am-~
bas direcciones, tenemos independencia de la segunda coordena-
da, y sc tienen sblo haces difractados paralelos al plano hori-
zontal; cada haz estd compuesto de rayos paralelos. Observamos
la difraccién mediante una lente convergente (con extensién in-
finita por lo menos en la direccién de la segunda coordenada),
de modo que el fenémeno se reduce a una recta que pasa por
el foco de la lente y es paralela al eje ¢; cada haz difractado
produce un solo punto (1) en la recta.

Las ranuras generalmente se suponen equidistantes (reticu-
lo de rayas); nosotros admitimos, mas generalmente, que sus
distancias varian de una manera determinada. Ademéas admiti-
remos, en un caso, que los anchos de las ranuras tampoco sean
todos iguales. Abandonaremos también la hipétesis, cominmente
hecha, de que la pantalla contenga s6lo partes totalmente trans-
parentes (= aberturas) y {otalmente no transparentes, sino que pre-
sentaremos como transparencia de las aberturas ciertas funciones.
Trataremos el problema de cémo, en el caso de un reticulo in-

(*) Para evitar que a este punto llegara (por segundo) una energia infi-
nita, deberiamos agregar la condicién, de que los haces de luz que pasan por
las ranuras, sean limitados por arriba y por abajo, y esto sin difraccién (o eon
difraccién despreciable) ; pero esta comsideracién es superflua, puesto que in-
tegramos s6lo a lo largo del eje %, es decir en forma unidimensional, de modo
que tomamos en cuenta 86lo una capa de altura uno.
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finito en la direccién t; debe disminuir la transparencia a lo
largo del eje ¢ para que resulten en la recta de observacién in-
tensidades de luz finitas. El método usado es la transformacion
de Laplace, que se obtiene por una pequefia generalizaciéon de la
integral de Kirchoff.

La integral de Kirchoff, que da la distribucién de las am-
plitudes de la luz difractada, se reduce en- nuestro caso, que es
nada méas que la difraccién de Fraunhofer y que es undimen-
sional, a la integral

(]_) fe—2ikﬂlk) sen 2§ (It

donde "

XA =Ilongitud de onda de la luz usada

2% = 4ngulo de difraccién (4ngulo formado por el haz prin-
cipal y el haz difractado observado)

y donde la integral debe extenderse a todas las ranuras a lo lar-
go del eje .

Supongamos ahora que no existen ranuras en el semieje ne-
gativo de ¢, y definamos en el semieje positivo una funcién
F(t) que signifique la transparencia de la pantalla, de modo que
siempre es O<F(f)<1. Si usamos aun la abreviatura:

%sen 2%=p, la integral de Kirchoff se presenta ahora en la

forma mas general:

@) f e~2pit F(t) dt.

Entonces las amplitudes que se producen a lo largo de la
recta de observacién son

o0}

@) a(p)=KVT, f e-2pit F(1) d,

0

donde I, es la intensidad constante de la luz que incide en la




pantalla, y K es un factor de proporcionalidad (2). La fun-
ci6n de las amplitudes a(p) depende de las dos variables & y X,

Usando la terminologia de la transformacién de Laplace

oo

@ fo=[ ewFaya,

0

podemos escribir la (3) en la forma

(5) a(p) =K1, f(2pi),

y decir que la funcién f, que determina la funcién de las am-
plitudes, es la funcién transformada, mientras que su funcién
original F(t) es la funcién de la transparencia.

Las intensidades i(p) a lo largo de la recta de observacién
son ‘

oov_ 1 (2 .

(®) i(p)=5- la(p) I ="0 |f(2pi) |2

El pasaje de f(s) a a(p) segin la (5) es solamente posible
si la integral de Laplace (4) converge en Rs=0. Esto se cum-
ple siempre cuando F(f) se anula idénticamente desde un cierto
t en adelante (= caso de un reticalo finito), pues entonces la
integral de Laplace de F(t) (abreviada por LF(t)) converge
en todo el plano —» < Rs<w, y el pasaje de f(s) a a(p) es
posible. Pero en casos de reticulos infinitos (en la direccién del
eje f) puede ocurrir que L F(t) no converja en el eje imagina-
rio Rs=0, de modo que debemos someter F(f) a una modifi-
cacion para lograr la convergencia de LF(t) en todo el eje
imaginario.

A continuacién damos unos ejemplos tipicos para las dis-
tintas posibilidades que hemos mencionado recién y en la in- -
troducci6n.

(*) Este factor no tiene importancia porque generalmente interesa sélo la
distribucién do las amplitudes, y puede omitirse.
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1) Una sola ranura, con transparencia no constante.

F(t)=1— (%5—‘1)2"

""

o L (nentero > 0)

b

LF(;):fme—stf’(t) dt= fejat [1—(%—1)2"] dt

1

—eb (

_ 1—e®s b e—(b/2)sf t2n cosh %Si di=f(s).
0

s

La tGltima integral converge para Rs=0 (y ain para lo~
do s), y las funciones de las amplitudes y de la intensidad re-
sultan finitas:

a(p) =f(2pi)
i(p) = |£(2p1)|* (%)

La evaluacién de la integral para n pequefio es facil. Si
1—ebs

n— o, resulta f(s) — , pues la integral se anula. Este

caso limite corresponde a una transparencia constante:

F(t)=1 (0<t<b).
\ 2) Ranuras con anchos iguales, pero con distancias crecien-
tes. En los puntos ¢=Fk2(k=1,2,8,...) estin situados los ex-
tremos izquierdos de ranuras del ancho b; la transparencia en
las ranuras es igual a 1.

—

(®) En adelante suprimimos los factores constantes, cfr. nota anterior.
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1 si k2<t<k®+Db

F(t)=
0 en los otros ¢
,00 kb

LF(t)= f et F(t) di= = f estldi=X
Tl
I

=1 S
0

© o—kts__p—(k24b)s

1—e—bs @ ke 1—e-bs| s
—SEe = v W)

donde 9, es la tercera funcién Theta:

95(0, ) =5— = (—1)ke~adothpr =1 42 = e ks cos 2m ke v.
Vnw Jemm—00 Temml

La integral de Laplace converge evid:entemen_te a la derecha
del eje imaginario Rs=0 (la abscisa de convergencia es =0);
pero no converge en todos los puntos del eje mismo; por ej.,
no converge en el origen s=0, donde la integral de Laplace se hace
infinita. Por tanto, la intensidad en s=0, o bien en p=0 (lo
que significa =0 y en consecuencia el haz de los rayos pri-
marios) es infinita, de acuerdo con el hecho de que la energia
total que pasa por segundo por las ranuras entre las alturas
0 y 1(%), también es infinita.

Para obtener valores finitos hay que modificar F(t) de -tal
manera que la integral de Laplace converja por lo menos en todo
el eje imaginario Rs=0. Por ej., es suficiente multiplicar la
transparencia F(t) por e~¢t(e>0) (%), es decir amortiguarla.

(*) Ver nota 1.

(°) También serviria wun factor O L >0 ‘ pues la integral de
e+ !

Lapla.ce de una funcién mtegmble y O ( 1

t5_+1) (e > 0) converge en el eje

magma.no Bs = 0.
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Entonces la abscisa de convergencia de L F(t) se traslada (se-
gun las reglas conocidas) en € a la izquierda; en el caso pre-
sente la abscisa de convergencia es —e, y la convergencia estd
asegurada en el eje imaginario: todas las intensidades i(p) re-
sultan finitas. »

Ahora tenemos:
La transparencia

et si hP<t<k?+4Db

F(t)= [ ;

0 en los otros ¢
su transformada
1—e—blste) ste )
f(S)——m— 9‘5 (O, 'ﬂ_z) ""1] )

la funcién de las amplitudes
1—e~b(2pite) 2pi-te ] )
a(p)—m[ 3( * T oo )'—1 E
y la intensidad que corresponde a 2%

i(p) = la(p)|2.

8) Ranuras con anchos iguales, pero con distancias decre-
“.cientes. En los puntos t=logk(k=1,2,3,...) estian situados
los extremos izquierdos de las ranuras de ancho b; la transpa-
rencia en las ranuras la imponemos primeramente igual a 1.

L b b b
LA
logh log2  log3 Legh T

Este ejemplo tiene la complicacién de que —cuando es

log(k +1)—logk < b, o bien k;zl_—l— las ranuras se superpo-

nen. Sin embargo no se puede decir que desde ese k en ade-




. lante resulte en realidad una sola ranura, infinita en la direccién
t— o, porque esta «ranura» tiene saltos de la fransparencia.

Desde t=k=>

eb]j— 7 en adelante, la transparencia crece (%) en
forma complicada y rapida por la sumacién de un nimero de
transparencias cada vez mas grande. Esto no ocurrié en el ejem-
plo anterior (ej. 2) y hace esperar, que esta vez la amortigua-
cién tendrd que ser més fuerte que en el ejemplo 2). -

F(t) tiene en nuestro caso la representacién

F(t) =[et] —[et?],

donde el simbolo [x] significa el maximo entero <.
Pero para obtener su transformada f(s), usamos mais c6-
modamente la definicién original de F(t) y tenemos:

log I+-b

> . o] © g—slog k._e—s (log Je+b)
LF(t)= / et F(t) di= = f endi= = i
A | Towm]1 Lk Tou=l
—e—b —pe—b
=1_£__f. % e—slogk=.:li_s > _1
§ gl S k=1 SF

== =10,

donde ¢(s) es la funci6n Zeta de Riemann. La abscisa de con-
vergencia de L F(t) es =1, pues (1) tiene en s=1 un polo
(de primer orden). .

Para determinar la abscisa de convergencia se tiene

el—1<[etf] et
et-b—1 < [ei—'b] = et—-b
Yy en consecuencia

et —1—et-b< [et] —[et-b] <et— (et-b—1).
(®) Transparencias mfs grandes que 1 no. tienen sentido fisico. Si inter-
vienen formalmente, debe ser interpretadas como *‘transferencias’’ que no sélo
déjan pasar toda la luz incidente, sino que ademés aumentan su intensidad.




— 10 —

A causa de et—et-b=¢t(1l—e-b), la funcibn F(t)=[et]—
— [et—?] se comporta, si t— o, como C.et, lo que implica que
la abscisa de convergencia de L F(t) tiene el valor 1.

Por tanto, para lograr convergencia de L F(t) en Rs>0,
F(t) debe ser multiplicada por e~t. Pero entonces subsiste la di-
vergencia en s=0. Logramos convergencia en todo el eje ima-
ginario Rs=0, multiplicando F(t) por e-(l+e) (e>0) (7).

La condicién, puesta por la Fisica, de que la transparencia
sea <1, se cumple a causa de i

etF()<l—ebtet
desde t=2> en adelante. Pero si t<b .y si ademéis b>log2,

la funcién e tF(f) toma en el intervalo log2<t<b valores

mayores que 1. Pero son gg, pues en el intervalo vale

1 3
1—eb —1 < ot << ——
ebtfet=sltet<l+ =3 |
En consecuencia bastaria multiplicar la funcién et F (t) por

el factor %; pero si se desea una modificacién sélo local, de-

berfa restarse la funcién ¢(t) igual a % en el intervalo e

igual a O en el intervalo complementario.
- La funcién e~(1+eX F(i) =F,(t) tiene la transformada

1—e—b(stl4e)

fus)= stlte

C(s—[—l—l—a).

La integral de Laplace converge en Rs>—¢, de modo
que tenemos convergencia en el eje imaginario Rs=0, y las
funciones de las amplitudes a(p) y de la intensidad i(p) dan -
siempre valores finitos.

Si b>log2, Fy(t) Y fi(s) pueden ser multiplicadas por el

factor 2. Si so desea restar do F,(t) la funcién

- —t
() o por otra funcién integrable que sea O (e—(1+e)t) o O ( ti +E)
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o 1.
st () = =€ e si log2<t<bd

0 en los ofros ¢,
hay que restar de la transformada f,(s) la funcién

1
SagE — eb(ste)

2(s+¢) ’

La integral de Laplace de la funcién e—¢t¢(t) converge en todo
el plano de las s.—

De los ejemplos 2) y 8) se llega facilmente al siguiente re-
sultado: si las ranuras tiemen la transparencia constante 1 y
anchos iguales, pero distancias entre si distintas (en otras pala-
bras: si se trata de una estructura aniloga a los liquidos), F(f)
tiene como transformada la serie de Dirichlet:

—b
#s) =1 Z s,
R S

k

donde los I, son los extremos izquierdos de las ranuras, y b
su ancho.

En los casos en que el numero de ranuras y la extensién del
reticulo son infinitos, se cumple siempre la condicién:

oslhi<lbb<ly<... > >;

pero si se quiere evitar superposiciones de las ranuras, tiene que
agregarse la condicién: 4, > 1, +b.

Bajo esta tltima condicién, la serie de Dirichlet converge
por-lo menos en Rs>0, pues se tiene:

© ' o2} =] o]
Ize—l,‘sl == |e—-l,‘s| =D e U< X e—(lHl-1)b)Rs
k=1 =1 Jom1 =1
2]
=e(4-b)Rs 3 g7kbRs,
k=1
La ultima suma es una serie geométrica y converge si Rs>0.
Es evidente que también la integral de Laplace converge bajo-
nuestras condiciones por lo menos en el mismo semiplano, pues
es F(t)<1, y L1 converge en Rs>0.—
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4) Ranuras con anchos y distancias crecientes.

Los extrémos izquierdos de las ranuras estin situados en los
puntos t=0,4,16,...,(2k)? ... y los extremos derechos en los
puntos ¢=1,9,25,..., (2k+1)2,.... La transparencia en las
ranuras se supone primeramente igual a 1.

[ ¢

4 4 [ ‘“ P

Pero esta funcién de transparencia, que es

1 si @k)e2<t<(2k41)
F(t)= '

0 en los otros ¢

no sirve, porque su integral de Laplace diverge en s=0:

[e 0]
| fF(t) di=co.
0

Por consiguiente debemos aplicar otra vez'una amortigua-
cién, y se ve facilmente que basta la misma del ejemplo
2), es decir la multiplicacién de F(t) por el factor e—ct(e > 0) (8).
Entonces se tiene :

et si (2k)2<t<(2k+41)2
F(t):

0  en los demés puntos;

y el célculo da el resultado
145,(0, 35

=339

(®) Pues Le—cet converge en R's> ~— ¢. Serviria también el factor tlL-}-a "
ver phg. 5, nota al pie (5).
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donde o i

1 o4}
So(v,8) =—=+2 2 (—1)ke™Fzcos2n kv

sz: k=1

©
=14+ = e( 1)z )v+1/2 k)2,

Je==—c0

(funcién Theta del orden cero).

a(p) =1(2pi)
e i(p)=la(p)

2, —

de las ranuras como por ej. '217 0 como k%(a>1).—'

ejemplos, caben las consideraciones siguientes.

eje t, no hay problemas:

primidas en el modelo.

Dirichlet se reduce a una serie geométrica.

Siendo la abscisa de convergencia =—¢, resultan (finitas)

Respecto a ejemplos de reticulos con extensién infinita; pero
sin amortiguacién de la transparencia, mencionamos s6lo que
son faciles de construir, y qua basta hacer disminuir los anchos

En cuanto a la realizacién experimental de estos o semejantes
Si pensamos s6lo en la extensién de las redes a lo largo del

Casos con un niamero finito de ranuras permiten una realiza-
ci6n facil por modelos, los casos con un ntmero infinito de ra-
nuras (y extension infinita del reticulo en la direcciéon ¢t —) lo
permiten s6lo aproximadamente; el valor de la aproximacién au-
menta con las extensién de las redes usadas en el experimento, y
con la amortiguacién aplicada a las ranuras lejanas que son su-

" Si b=const. y los [l; son equidistantes (reticulo normal),
| el modelo representa una estructura cristalina, y la serie de

> Si b=const. y si las distancias entre los 7, tienen una

los liquidos.

celares.

distribucién determinada, el modelo representa la estructura de

Si tanto b como las distancias entre los [, varian, el mo-
delo representa la estructura de sustancias altopolimerizadas mi-

Estas comparaciones valen en los casos de reticulos finitos.
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Si el nimero de las ranuras y la extensién del reticulo son in-
finitos, molesta la amortiguacién, si es necesario imponerla a
las transparencias. —

Més dificil presenta el problema de la realizacion ex-
perimental, si pensamos en la extension de las redes en la otra
direccién, ortogonal a t.

En los libros .de texto se llega a la forma unidimensional de
la integral de Kirchoff, siempre partiendo de la suposiciéon de
ranuras de alturas infinitas en ambas direcciones. Bajo esta con-
dicién tedrica, se tiene independencia de la ofra coordenada y
la integral unidimensional es aplicable. En cuanto a la realizacién
experimental, se cree que la aproximacién es tanto mejor, cuanto
més altas sean las ranuras.

Pero dicha suposicién, de que el caso infinito sea el limite
de los casos finitos, no es cierta, como puede deducirse facil-
mente de los trabajos de otros autores sobre otro tema (9).

Por lo tanto hay que buscar otras soluciones, y para des-
tacar las dificultades a superar, hemos detallado en la introduc-
cién del presente trabajo las consecuencias de la suposicién de
ranuras infinitas, comtGnmente hecha en la literatura.

Las condiciones implicadas han sido:

1) la posibilidad de producir haces de luz homogéneos de
extensién considerable;

2) la posibilidad de producir haces de luz que son formados
por rayos paralelos s6lo a una direccién;

ademaés las condiciones triviales:
8) la existencia de ranuras de altura infinita;

4) la existencia de haces de luz homogéneos con energia
infinita, es decir de corte infinita;

5) la existencia de lentes con extensién infinita.

Una solucién del problema fue dada por Born (19), que logra

(°) R. HosEMANN y D, JOERCHEL, Zeitschrift fir Physik 138 (1954), pag.
209; BoErscH, ibid, 181 (1951), phg. 78.
(*) M. BomN, Optik, § 48, Springer, Berlin, 1933.
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una muy buena aproximacién experimental del caso unidimen-
sional, empleando en lugar de una fuente «puntiforme» de luz,
una que tiene la forma de un alambre largo (ranura de ilumi-
nacién larga) paralelo a las ranuras de difraccion, también muy
largas.

Pero se puede obtener de otra manera la distribucién de las.
intensidades que corresponde al caso unidimensional, incluso para
in reticulo irregular de ranuras; de esto nos ocuparemos ecn
otra oportunidad.

Para terminar, me es grato deber expresar mi agrade-
cimiento al Dr. Guillermo Bibl por haberme invitado a tra-
bajar con él en este campo, donde colabora como fisico, y por
haber contribuido mucho a la presente comunicacién.




