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RESUMEN. — Consideraremos el comportamiento de las soluciones del sis-
tema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables dz/dt —
A@)x 4 f(t), donde x(t) es un vector n-dimensional, 4(f) una matriz de
funeciones reales y continuas de la variable real ¢ y f(f) un vector de ecompo-
nentes fi () reales y medibles.

Demostraremos que, dadas las condiciones imiciales, el problemn de de-
terminar el veetor f(t) tal que haga minimo el valor de ¢ para el cual z(t) =0,
sujeto a la restriceién que las componentes fi (?)-satisfagan la relacién |fi (?)|
< ki >0, admite solucién y ésta es tal que |fi|=Fi.

Si el origen es un punto de estabilidad del sistema dwx/df — A(f)x (en
el sentido de Liapounoff (1), las constantes %: pueden elegirse arbitraria-
mente, por ejemplo, % — 1. Si, en cambio, el origen es un punto inestable,
s posible, dar un criterio para elegir en cada easo las %; adecuadas para que
el problema a que se hace referemcia tenga soluci6n.

Este trabajo es una generalizaci6n de una memoria reciente de Bellman,
Glicksberg y Gross (2), que se refiere al mismo caso para sistemas de "ecua-
<iones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

SuMarRY. — We shall consider the behaviour of the solutions of the
system of linear differential equations with variable coefficients dz/dt —
A(t)x 4 f(t), where z(?) is an n-dimensional veector, 4(f) a real, continuous
matrix of order n and f(t) a vector whose components fi ({) are real and
measurable.

We shall prove that, given the initial conditions, the problem of deter-
mining the vector f(%) g0 as to minimize the value of ¢ required to make
x(t) = 0, subject to the constraint that the ith. component satisfy the relation
|fi )| = k>0, is solvable and the solution is to take |fi|="Ti.

If the origin is a stable point of the system dax/di = A(t)z (in the
sense of Liapounoff (1)), the constants J; can be choosed arbitrarily, for
example, ¥ = 1. Furthermore, if the origin is an unstable point, it is pos-
sible to give a criterium to choose the adequate %i to solve the problem.

The present work is a generalization of a recent paper by Bellman, Glicks-
berg and Gross (2).
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1. Introduccidn.

Sea #(t) un vector n-dimensional que satisface a la ecua-
cién ‘diferencial lineal con coeficientes variables

(11) 2 Ao+ iw),  2(0) =2

donde suponemos que:

a) A(t) es una matriz real y continua, de orden n;
b) f(t) es un vector real y medible _cuyas componentes f:
cumplen la relacién

(1.2) ) lfi| <k;>0, Fe; = constantes.

Si consideramos el sistema de ecuaciones homogéneo

(1.8) %:A(t)x

como la descripcion del comportamiento de un sistema fisico no
perturbado, la introduccién del término f(t) en la ecuacién (1.1)
puede interpretarse como la aplicacién de una excitacién exte-
rior o control. Un problema de importancia a ese respecto es el
siguiente: dadas ciertas condiciones iniciales x(0)=x,, deter-
minar el vector f(t) que lleva el sistema fisico al estado de re-
poso en un tiempo ¢ minimo, imponiendo la condicion (1.2)
de acotacion de las componentes. '

En este trabajo demostramos que este problema siempre tie-
ne soluciéon y que el vector f(t) optimo es tal que

fi(t) =2k

Se dice en ese caso, que el control es del tipo <on-off» o
«bang-bang» (2).

Vamos a distinguir dos posibilidades:

cy) el origen es un punto estable (en el sentido de Liapou-
noff) para el sistema de ecuaciones (1.3); es decir, dando un.
e>0 existe un >0 tal que toda solucién z,(f) que satisface a
la desigualdad

[z(0)| <3,
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satisface también a
|2y (8)] <e;

cy) el origen es un punto inestable (en el sentido de Liapou-
noff) para el sistema de ecuaciones (1.3).

Veremos que en el primer caso, las constantes k;>0 pue-
den elegirse arbitrariamente, por ejemplo, k;=1.- En cambio,
en el segundo, la acotacién (1.2) no puede hacerse con constantes
arbitrarias, pero en cada caso particular puede hallarse un valor
adecuado para ellas, que haga posible la solucién del problema
arriba mencionado.

2. Teorema 1.

Dado el sistema (1.1) que satisface a las condiciones a),.
b) y ¢y), con el valor de k;=1, existe un vector f(¢) que reduce
x(t) a cero con un valor minimo de ¢, y para él resulta
f(t) =41

Demostracion. En virtud de un teorema clésico (3), existe
una unica solucién z(¢) del sistema (1.1) para la que

x(0) = ;.

Sea ¢(t) la matriz resolvente del sistema (1.3), o sea la
la matriz cuyas n columnas son n soluciones linealmente inde-
pendientes del sistema (1.3), tal que

" 9(0)=E,

* donde E es la matriz unidad. ¢(f) resulta real por serlo tam-
bién A(¢). Entonces la solucién x(t) estd dada por la expresién

0

(2.1) (1) =9(0) +9(1) [ 1) 1(5) ds,

siendo ¢(t) la solucién del sisttma homogéneo (1.3) que sa-
tisface a

?(0) ==,.



— 140 —
A su vez, la () es expresable en la forma
(P=¢.$0,

con lo cual la ecuacién (2.1) se transforma en

t

.2) () = (t) [:1:0—1- J(I).—i(s) f(s) ds ]

0

El problema se reduce ahora a hallar el vector f(t) que con
un valor minimo de ¢t=T cumpla la relacién

T

(2.9) — = [0 1)

0
o bien, elegir las f;(t) tales que verifiquen . e

T

. n .
(2.4) —-wo',-=J‘ a;i(t) £i(t) dt; i=1,2,8,...,n,
J=0
0

donde las o; son los elementos de ¢

Para ello, vamos a comenzar por demostrar que, dado un
valor inicial %, existe un vector f(t) y un valor t=T >0 finito
tal que vale la ecuacién (2.3). En efecto, siempre nos serd po-
sible elegir el vector f(t) tal que

¢~1(t) f(t) = K = constante,
pues para esto basta tomar

(2.5) - #(t)=0(t) K.

Como el sistema homogéneo (1.3) es estable, ¢(t) es una
matriz continua cuya norma |¢(t)| estd acotada para t>0, don-
de por norma de una matriz entendemos la suma de los valores
absolutos de sus elementos. Tomando el vector constante K sufi-
cientemente pequefio, podemos siempre hacer que f(f) se man-
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tenga acotada por una conslante arbitraria, por ejemplo |f;(¢)|<1
para >0, en virtud de la desigualdad

[f(B)=19(D)]. |K].
Introduciendo (2.5) en (2.3) obtenemos

r
(2.6) - 3= j Kdt=KT,

0

ecuacién que determina K y con él, el vector f(t) y el valor
t=T tales que se cumplen las ecuaciones (2.3) y (2.4).

Veamos ahora qué condiciones debe cumplir el vector f(2)
para minimizar el valor de T' que reduce #(T) a cero. Para ello
seguiremos el razonamiento expuesto en la memoria de Bellman,
Glicksberg y Gross (2), que se refiere al caso de ecuaciones di-
ferenciales lineales con coeficientes constantes.

La integral

T

n 1
| et 1ic) a

define una transformacién lineal del espacio de los vectores f(t)
en el espacio vectorial n-dimensional de vectores § cuya. i-ésima
componente es

T

fi= [ Z () 1) i

0

Es fécil comprobar que el conjunto convexo de los vectores
f(t) sujetos a la condicion de acotaciéon |f;|<1 se transforma
en un subconjunto convexo W(T) del espacio euclidiano n-di-
mensional. Veamos que el conjunto W(T) es creciente con T
En efecto, todo elemento E:w,? del conjunto W(T) también
pertenece al conjunto W(T’) donde T'>T, ya que la funcion
f(t) definida del siguiente modo:

7(15:_: { 7(t) para t<T

0 para t>T
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tiene por transformada o f=wpf=wrf, de donde se deduce
que W(T)cW(T").

El valor de T minimo buscado es el menor T <o para el
que W(T) contiene al vector —z,. Como el conjunto W(T)
es creciente con T, existe un intervalo (T, ) para el que W(T)
contiene a — &, mientras que para T <T, esto no sucede. Si
introducimos la métrica euclidiana en el espacio vectorial de los
€, se puede topologizar el espacio de Banach de los vectores
f(t) de manera que la transformacién wy resulte continua y el
conjunto de los vectores f(t) con |fi(t)|<1, compacto(4). En
ese caso, el conjunto W(T'), como imagen continua de un con-
junto compacto, es compacto y por consiguiente cerrado, de don-
de resulta que el conjunto W(T,) contiene a — .

Para T <T, el vector —z, no estd en W(T), y como el
conjunto de los f(t) es convexo, siempre podremos elegir para
cada T un vector unitario 97 tal que la proyeccion de cualquier
vector de W(T) sobre él sea menor que la proyeccién de — =z,
sobre el mismo, o sea

[91, o7 f]1= [97, — Xo)-

Como el conjunto de los vectores de norma unitaria es com-
pacto en la topologia euclidiana, existe una sucesion T, que
converge a T, para la cual 97, converge a cierto vector 9. Sien-
do continua la transformaciéon: wp, f— o, f, de donde resulta

[8, o, f]= lim [97,, o7, f]< lm [97,, —20] =[9, — 2o];
Tn> Ty Tn-y Ty

es decir, si f*(t) es un vector para el que
an f*:—xO’

[%, op, f] < [$, or, *]

para todo f(t). Podemos, por tanto, afirmar que existe un con-
junto de n constantes &; no todas nulas para las cuales f¥
hace méxima la expresion

se tendra

T T

=9, J ? a;i(t) fi(t) dt== .[21 9; o(2) Fi() dlt.

i J
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Evidentemente, el maximo de esta expresion es

T

= |z 00400
g i

0

que se obtiene tomando
(2.7) fi(t) =sg(Z % 04i(1))-

Hemos asi demostrado que si el vector f(¢) reduce la solu-
cién z(t) a cero para un valor minimo {=T, sus componentes
fi; satisfacen a la relacién (2.7), de donde se deduce que

(2.8) ‘ fi==41.

8. Teorema 2.

Dado el sistema (1.1) que satisface a las condiciones a),
b) y c,), siendo k; constantes sujetas a la acotacién

k;= méx |¢(t)| |:z:0|
Oct T

donde ¢(t) es la matriz resolvente del sistema (1.83), T >0 ar-
bitrario, existe un vector f(f) que reduce z(f) a cero para un
valor minimo de ¢<T, y para él resulta |f;(t)|=F;.

Demostracion. La demostracién es semejante a la del teo-
rema anterior, solo que, como ahora el sistema (1.3) es ines-
table, la matriz @(t) es tal que su norma |@(f)|—o para
T —o. Ello trae como consecuencia que el vector f(t) definido
por la ecuacién (2.5) no permanece acotado. Sin embargo, para
cada T>0 podemos tomar un vector constante

(3.1) K=T,

que introducido en la ecuacién (2.5) nos da '

3.9 1011000 1KI= o). 12
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y en el intervalo 0=<t<T, el vector f({) cumple la condicion

. |20 ]
/ .
F(0)|= méx 19—
O Ssea
|fi(t) |= By

Ese vector f(t) es tal que la solucion z(t) se anula para
t=T, pues de las ecuaciones (3.1), (2.5) y (2.2) resulta

T

2(T) = o(T) [ :z_o—{-J -1(8) £(1) di ] —o0.

0

Hemos asi demostrado la existencia de un vector f(f) que
hace z(tf)=0 para t=T. El resto de la demostracién sigue
las lineas de la del teorema anterior, llegdndose a la conclusién
que las condiciones que deben cumplir las componentes f;(t)
para minimizar el valor de T, son

|fe(D)|= k.

Nota sobre el Teorema 2. Con respecto a la acotacién im-
puesta a las constantes k; en el enunciado de este teorema, cabe
sefialar que la funcién g¢(T) .definida por

EN

O<t=T

es una funcién continua positiva para T'>0, que tiende a infi-
nito para T'— 0 y cuyo comportamiento para T'—o no se
puede predecir en general. Esta funcién posee, por lo tanto, un
extremo inferior M y en cada caso podemos elegir un valor
T, de T tal que

g(To) <M +e¢
siendo €>0 arbitrario. La acotacion

()| ;=M +¢
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es, a menos del &, la mAxima restriccién que, en virtud de este
teorema, se puede imponer a las f;(¢).

1)
| (2)
(3)
(4)
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