EL TEOREMA DE ZORN Y LA EXISTENCIA DE
FILTROS E IDEALES MAXIMALES EN LOS
RETICULADOS DISTRIBUTIVOS

por GREGORI0O KLIMOVSKY

El objeto de este trabajo (1) es demostrar qus los dos si-
guientes enunciados son légicamente equivalentes al teorema de
Zorn (y, por consiguiente, al axioma de eleccién):

E,: En todo reticulado distributivo con primer elemento, todo
" filtro estd contenido en un ulfrafiltro.

Ey: En todo reticulado distributivo con dllimo elemento, todo
ideal estd contenido en un ideal mazimal.

Para discutir esta equivalencia, vamos a suponer conocidas.
las nociones de «reticulado», «reticulado distributivo», « alge—
bra de Boole», «filtro», «ideal», «ultrafiliro» (o «filtro méxi-
mal») e «ideal maximal», asi como todas las nociones habitual--
mente ligadas a aquéllas (2).
~ Es conocido el hecho de que el teorema de completidad de
Godel-Malcev para el calculo proposicional bivalente general (3).
es equivalente a la afirmacién de que, en toda éalgebra de Boole,.
todo filtro estd contenido en un ultrafiltro. .Si la presuncién de:
que el teorema de completicidad de Godel-Malcev es mas débil
que el teorema de Zorn resulta cierta, entonces el paso dado.
trasladando la existencia de ultrafiltros desde las Aalgebras de

(*) Presentado en la reunién de la UNION MATEMATICA ARGENTINA del 22
de mayo de 1957,

(*) Por ejemplo, véase [5].

(®) o gea, el teorema que afirma que un conjunto consistente de férmulas
del chleulo proposicional ‘‘clésico’’ —o bivalente— es satisfactible. Ver [2].
La palabra ¢‘general’’ involuera que el néimero pardinal de las variables pro-—
posicionales puede ser cualquiera, Ver [4]. '
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Boole hasta los reticulados distributivos con primer elemento cons-
tituye una generalizacién mas fuerte que la afirmacién original.

Vamos a ocuparnos exclusivamente- del enunciado E,, ya
que el enunciado E, afirma lo mismo que el E,, pero emplean-
do términos duales.

La demostracién de ‘que en todo reticulado con primer ele-
mento (y no s6lo en los distributivos) todo filiro estad contnido
en un filtro maximal se efecttia ficilmente si se utiliza el teore-
ma de Zorn como. hipétesis, y no nos ocuparemos de ella por
ser bien conocida. Por consiguiente, nos limitaremos a demos-
trar qué el enunciado E,-implica légicamente al teorema de Zorn.

En otro trabajo (4) hemos demostrado que el teorema de
Zorn es equivalente al enunciado siguiente:

G: En toda dlgebra de Boole A, todo conjunto C de ele-
mentos de A, no contradictorio () en A, que esté conte-

» nido en un subconjunto B cualquiera de A, estard conte-
nido en otro subconjunto C' de B, que también es no
contradictorio en A, pero al que no puede afiadirse ningin

otro elementode B sin que deje de ser no contradictorio en A.

Para nuestro propdsito bastara probar, pues, que el enun-
ciado E; implica al enunciado G.

Sea entonces A un élgebra de Boole, B uno cualquiera
de sus subconjuntos, y C un subconjunto-de B que es no con-
tradictorio en A. Si B tampoco es contradictorio en A, la
demostracién de G se logra haciendo C’=B. Resta por lo tan-
to considerar el caso en que B es.contradictorio en A.

Consideremos el subreticulado D engendrado por B en A,
es decir, el conjunto D de todos los elementos de A que cum-
plen las siguientes condiciones:

1) Los elementos de B estan en D;
2) si ay bson elementos de D, a~~b es elemento

de D (8);

(*) Ver [3].

(®) Un subeonjunto de un reticulado distributivo con primer elemento ¢‘cero’’
0 es contradictorio sﬁ contiene un subeonjunto finito ecuyo infimo es 0.

(*) Los signos ¢« ~» y &«—» denotan las operaciones de infimo' y supremo,
‘respectivamente. '
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3) si a y b son elementos de D, a~rb es elemento
de D;

- 4) ningun ofro obJeto es elemento de D, salvo en virtud
de 1), 2) y 3).

Es obvio que para todo elemento de D existe al menos un
subconjunto finito de B tal que, aplicando un ntmero finito
de veces las operaciones ~~ y \or a partir de elementos de tal
subconjunto, resulta el elemento dado. Naturalmente, un mismo
elemento puede obtenerse asi a partir de diversos subconjuntos
tales y, aun para cada uno de los subconjuntos puede haber
diversas maneras de construir el elemento. Pero, por ser A un
reticulado distributivo (ya que es un 4lgebra de Boole), en cada
uno de esos casos el elemento podrd expresarse bajo la forma
polmomlca 0 «canonicay :

[ J(m)
et ne1  Omon

donde h y j(m) son numeros naturales no nulos, y los ap,,
son elementos de B. Como B es contradictorio, el elemento O
el algebra de Boole A es también elemento de D, pues pue-
de obtenerse como infimo de un ntimero finito de elementos de
B. Cuando consideremos una cualquiera de las expresiones ca-
nénicas que corresponden a un elemento nulo de D, supondre-
mos suprimidos todos los monomios iguales a O.

De la definicion de D resulta que. este conjunto es un reti-
culado distributivo (respecto de las operaciones ~~ y ~or de
A) con primer elemento O.

Sea ahora C el subconjunto de B antes aludido. Por ser
€CcB y BcD (por la condicién 1) de la definicién de D) se-
ra CcD. Notemos que C es no contradictorio en el reticulado
D (pues de lo contrario O podria expresarse en D —y por con-
siguiente en A— como infimo de elementos de C, lo que se
opone a la no contradiccion de G en A). Sea F el filtro en-
gendrado por C en D, o sea, el conjunto de todos los elementos
de D que sigan a infimos de un ntmero finito no nulo de ele-
mentos de C; F existe y es propio en D, en virtud de la no
contradiccién de G en D. Pero, como hemos adoptado E, co-
mo hipétesis, resulta F estar a 'su vez contenido en un filtro
maximal U de D. Notemos que CcU, por ser CcF. Defi-
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namos ahora C'=U ~~B. Vamos a mostrar que G’ es aquél
conjunto cuya existencia se afirma en el enunciado G.

Comencemos por notar que G’ B en virtud de su defini-
ci6n. Ademas, como CcU y CcB sera también CcU-~~B,
o sea 0c(C’. Mas aun, (' resulta ser no contradictorio en A,
por no serlo en D ya que es subconjunto del filtro maximal U.

Queda por ver que G’ no puede ampliarse en B sin dejar
de ser no contradictorio en A. Para ello, consideremos un ele-
mento cualquiera k de B que no‘esté en C’; tal elemento debbd
existir pues B contiene a C’, pero B es contradictorio A mientras
que €’ no. Pero si k no ¢ C’, debe ser k no ¢ U, pues de lo con-
trario, al ser ke B, seria keU ~~B=C'". Pero k es un ele-
mento de D —pues BcD—. Luego k es un elemento del reti-
culado D que no pertenece al ultrafiltro U. Ello significa, debido a
una conocida propiedad de los filtros maximales, que debs exis-
tir algtin elemento p de U tal que p ~~k=0. Consideremos
uno cualquiera de tales p, y consideremos una cualquiera de
sus formas canénicas. Se tendra:

n J(m)

( L=l ﬁl\ Ay )A k=0

Pero como D es un reticulado distributivo, sera

h J(m)
Mmml M=l (am'n ~ k) =0.

Pero, para que un supremo sea igual a 0, deben ser iguales
a 0 todos sus términos, de donde resulta que para todos los m
desde 1 hasta h se tiene:

J (m)
A (Agn ~ k) =0.

Pero, por otro conocido teorema (7), en un reticulado distri-
butivo todo filtro maximal es primo. Luego U es primo en D,
osea, si ayb son Dyas—rbelU, aeU o beU. Como los

. J (m)
@mn€¢D (pues amneB), resulta ~~ a,, ser un D. Por con-

—_—

(") Ver [5], psg. 11l
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siguiente, alguno de los términos del supremo que nos da la
expresion canénica de p debe ser elemento de U. Su-

J ) . L
pongamos que sea N\ djp, donde 1=<i=<h. Serd entonces
iw
7~ yn — k=0. Pero observemos que cada uno de los a;,

. i :
por ser elementos de D que siguen a /= @j,, que es un ele-

mento del filtroo U, deben ser también elementos de U. Pero,
como son ademds elementos de B —por definicion de «forma
can6nica»—, resulta ser elementos de C’. Luego C’, amplia-
do con k, se hace contradictorio en D y, por consiguiente, en
A, pues contiene un numero finito de elementos cuyo infimo
con k es O. En consecuencia, (' no puede ampliarse en B
sin dejar de ser no contradictorio en A, como queriamos de-
mostrar.
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