
EL TEOREMA DE ZORN y LA EXISTENCIA DE 
FILTROS E IDEALES MAXIMALES EN LOS 

RETICULADOS DISTRIBUTIVOS 

por GRE(J{)RIO KLIMOVSKY 

El objeto de este trabajo (1) es demostrar· qU3 103 dos si­
guientes enunciados son lógicamente equivalente.s al teorema d~ 
Zorn (y, por consiguiente, al axioma de elección): 

El: En todo reticulado distributivo con primer elemento, todo-
filtro está contenido en un ultrafiltro. . 

E2 : En todo reticulado distributivo con último elemento, todo­
ideal está contenido en un ideal maximal. 

Para discutir esta equivalencia, vamos a suponer conocidas. 
las nociones de «reticulado», «reticulado distributivo», «álge­
bra de Boole», «filtoo» , «ideab, «ultrafiltro» (o «filtro máxi­
mal») e «jdeal maximal», así como todas las 'nociones habitual-o 
mente ligadas a aquéllas (2); . 
. Es conocido el hecho de que el teorema de completidad de 

Godel-Maloev para el cálculo proposicional bivalente general (8), 
es equivalente a la afirmación de que, en toda álgebra de Boole,. 
todo filtro está contenido en un ultrafiltro .. Si la presunción de: 
que el teorema de completicidad de Goc1el-Maloev es más débil 
que el teol'lema de Zoro resulta cierta, entonces el paso dado, 
trasladando la existencia de uItrafiltros desde las álgebras dQ 

(1) Presentado en la reunión de la UNIÓN MATEMÁTICA ARGENTINA del 22:: 
de mayo de 1957. 

(") Por ejemplo, véase [5]. 
(') o sea, el teorema que afirma que un conjunto consistente de fórmulaS'. 

del cálculo proposicional "clásico" -o bivalente- es satisfactible. Ver [2]_ 
La palabra ,¡ general" involucra que el número ,cardinal de las variables pro-
posicionales puede ser cualquiera. Ver [4]. . . 
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Boole hasta los reticulados distributivos con primer elemento cons­
tituye una generalización más fuerte que la afirmación original. 

Vamos a: ocuparnos exclusivamente del enunciado El' ya 
que el enunCiado E2 afirma lo mismo que el El> pero emplean­
do términos duales. 

La demostración de que en todo reticulado con primer ele­
mento (y no sólo en los distributivos) todo filtro está cont3nido 
en un filtro maximal se efectúa fácilmente si se utiliza el teore­
ma de Zorn como. hipótesis, y no nos ocuparemos de ella por 
ser bien conocida. Por consiguiente, nos limitaremos a demos­
trar qué el enunciado El· implica lógicamente al teorema de Zorn; 

En otro trabajo (4,) hemos demostrado que el teorema de 
Zorn es equivalente al enunciado siguiente: 

G: En toda álgebra de Boole A, todo conju:nto .e de ele­
mentos de A, no contradictorio (5) en A, ql.J¡e esté conte­
nido en un subconjunto B cualquiera de A, estará conte­
nido en otro subconjunto e' de B, que también es no 
contradictorio en A, pero al que no puede añadirse ningún 
otro elemento de B sin que deje de ser no contradictorio en A. 

Par.a nuestro propósito bastará probar, pues, que el enun­
ciado El implica al enunciado' G. 

Sea entonces A un álgebra de Boole, B uno cualquiera 
de sús subconjuntos, y e un subconjunto ·de B que 'es no con­
tradictorio en A. Si B tampoco es contr.adictorio en A, la 
demostración de G se logra haciendo e' = B. Resta por lo tan­
to considerar el caso en que B es. contradictorio en A. 

Consideremos el subreticulado D engendrado por B en A, 
es decir, el conjunto D de todos los elementos de A que cum-
plen las siguientes condiciones: . 

1) Los elementos de B están en D; 

2) si a y b son elementos de D, a ~ b es elemento 
de D(6); 

(') Ver [3]. 
(G) Un subconjunto de un reticulado distributivo con primer elemento" cero" 

O es contradictorio si contiene un subconjunto finito cuyo infimo es O. 
(") Los signos «:.-.» y «~» denotan las operaciones de infimo' y supremo,. 

. respectivamente. 
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3) si a y b son elementos de D, a '-" b es elemento 
de D; 

. 4) ningún otro objeto es elemento de D, salvo en virtud 
de 1), 2) Y 3). 

Es obvio que para todo elemento de D existe al menos un 
subconjunto finito de B tal que, aplicando un número finito 
de veoes las operaciones .....-... y '-" a partir de ,elementos de tal 
subconjunto, resulta el elemento dado. Naturalmente, un mi,>mo 
elemento puede obtenerse así a partir de diversos subconjuntos 
tales y, aún para cada uno de los subconjuntos puede haber 
diversas maneras de construir el elemento. Pero, por ser A. un 
reticulado distributivo (ya que es un álgebra de Boole), en cada 
uno de esos casos el elemento podrá expr.esarse bajo la forma 
polinómica o «canónica»: 

donde h y j( m) son números naturales no nulos, y los am-n 

son elementos de B. Como B es contradictorio, el elemento O 
.(lel álgebra de Boole A· es también elemento de D, pues pue­
de obtenerse como ín¡fimo de un número finito de elementos de 
B . . Cuando consideremos una cualquiera de las expresiones ca­
nónicas que corresponden a un elemento nulo de D, suponcwe­
mos suprimidos todos los mOIlJOmios iguales a O. 

De la definición de D resulta que. este conjunto es un reti­
culado distributivo (respecto de las operaciones .....-... y '-" da 
A) con primer elemento O. 

Sea ahora C el subconjunto de B antes aludido ... Por ser 
Cc:B y B.c:D (por la condición 1) de la definición de D) se­
.rá C. c: D. Notemos que C es no contradictorio en el reticulado 
D (pues de lo contrario O podría expresarse en D -y por con­
.siguiente en A.- como ínfimo de elementos de C, lo que se 
opone a la no contradicción de C en A). Sea F el filtro en­
.gendrado por C en D, o sea; el conjunto de todos los elementos 
de D que sigan a ínfimos de un número finito no nulo de ele­
mentos de C; F existe y es propio en D, en virtud de la nq 
contradicción de C en D. Pero, como hemos adoptado El co­
mo hipótesis, resulta F estar a 'su vez contenido en un filtro 
maximal U de D. Notemos queC c: U, por ser C .. c:F. Defi-
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namos ahora G' = U ...-.. B. Vamos a mostrar que G' es aquél 
conjunto cuya existencia se afirma en el enunciado G. 

Comencemos por notar que G'.e B en virtud de su defini­
ción. Además, como G e V y G,e B será también G e U "'-"B, 
o ,sea O,e G'. Más aún, C' resulta ser no contradictorio en A, 
por no serlo en D ya que es suboonjunto del filtro maximal V. 

Queda por ver que G' no puede ampliarse en B sin dejar 
de ser no oontradictorio en A. Para ello, consider,emos un ele­
mento cualquiera k de B que no esté en G'; tal elemento debe 
existir pues B contiene a G', pero B es contradictorio A mientras 
que e' no. Pero si II no E G', debe ser k no E V, pues de lo con­
trario, al ser k E B, sería k E V ...-.. B = G'. Pero k es un ele­
mento de D -pues B cD-. Luego k es un elemento del reti­
culado D que no pertenece al ultrafiltro V. Ello significa, debido a 
una conocida propiedad de los filtros maximales, que deh3 exis­
tir algún elemento p de V tal que p"'-" le = O. Consider-emos 
uno cualquiera de tales p, y consideremos una cualquiera de 
sus formas canónicas. Se tendrá: 

Pero como D 'es un reticulado distributivo, será 

j(n¡) 

~ (am•n ...-.. k) =0. 

Pero, para que un supremo sea igual a O, deben ser iguales 
a O todos sus términos, de donde resulta que para todos los m 
desde 1 hasta h se tiene: 

Pero, por otro conocido teorema (7), en un reticulado distri­
butivo todo filtro maximal es primo. Luego V es primo en D, 
o sea, si a y b son D y a ___ b E V, a E V o b E V. Como los 

j~ , 
am.n,E'D (pues am n E B), resulta ...-.. a¡n'n ser un D. Por con-

• n-l 

(1) Ver [5], pág. '111. 
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siguiente, alguno de los términos del supremo que nos da la 
expresión canónica de p debe ser elemento de V. Su':" 

j (i) 
donde l<i<h. Será· entonces. pongamos que sea ~ aim' n-l 

j(i) 
~ ai,n -- k = O. Pero observemos que cada uno ,de 10:3 ai,n. n-. 

j (i) 
por ser elementos de D que siguen a a a¡'n' que es un ele-

mento del filtro l V, deben ser también el'ementos de V. Pero, 
como son además elementos de B -por definición de «forma 
canónica»-, resulta ser elementos de G'.Luego G', amplia­
do con k, se hace contradictorio en D y, ,por consiguiente, en 
A, pues contiene un número finito de elementos cuyo ínfimo 
con le es O. En consecuencia, .G' no puede ampliarse en B 
sin dejar de ser no contradictorio en A, como queríamos de­
mostrar. 
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