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Genéricamente hablando, el tema de esta investigación 'es el 
estudio de ciertas propiedades de las ecuaciones y sistemas' di
ferenciales lineales y cuasi-lineales, utilizando métodos del aná
lisis funcionaL La investigación fue realizada en estrecha colabo
ración con J. J. Schiiff.er y está íntimamente vinculada con los 
trabajos sobre espacios funcionales' que él ha expuesto en otra 
comunicación de 'este Symposium. Los resultados obtenidos han 
sido publicados 'en parte; otros resultados están en curso de pu
blicación y hay diversos temas sobre los cuales la inves.tigación 
continúa, tales como, por ,eJemplo, la extensión de los resultados 
a ecuaciones definidas en todo el .eje real, a ecuaciones en dife
rencias finitas, etc. 

Las ,ecuaciones consideradas son: 

x+A(t)x=O 

x + A(t) x= f(t) 

x+ A(t) x=h(x, t) 

(l} 

(2) 

(3) 

en que· x es un elemento de un espacio de Banach X; A( t) un, 
endomorfismo de X y f una función con valores en X;· am~ 
bos funciones de la variable iridependiente escalar tE J = [O, 00 ], 

. . 
integrales (Bochner) en cada intervalo finito parcial; x=dx/dl; h 
una función, 'en genetal no lineal, de X X J en X, que satis~aoe 
oportunas hipótesis de regularidad y acotación. 

Un probLema central en todo el trabajo es el siguienbe: 
¿'en qué condiciones puede asegurarse que (2) tiene al menos 
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una solución p·erteneciente a un espacio funcional de Banach D 
(una D-solución) para cada fE B,en .que B es otro e~pacio 
funcional de Banach dado? (En ese caso, diremos que la pareja 
(B,D) les admisible para la ecuación (2)). Los espacios fun
cionales considerados pertenecen a las clases estudiadas por J. 
J. Sch1i.ff.er en [14], entre los cuales figuran todos los espacios 
de Orlicz y, a fortiori, los espacios LP, 1 < P < 00; en lo suce
sivo u,tilizaremos la terminología y anotaciones de ese trabajo. 
El caso particular B = D = e, el espacio de las funciones con.:.. 
tinuas y acotadas en J, siendo X de dimensión finita y A 

. continuo, fue estudiado por Perron [11] que, desde este punto 
. de vista, puede considerarse como el iniciador de este tipo de 
investigaciones. Ciertos trabajos de Persidskii [12], Malki:n [5], 

v ~ 

Maiz·el [4], Krein [2], .Kucer [3], se vinculan también a ·estos 
probl,emas; los dos últimos utilizan algunos métodos del aná.,. 
lisis funcional. 

La incidencia del análjsis funcional en nuestro trabajo pro
viene de tres ángulos diferentes: 

a) Del hecho de que X es un espacio de Banach, en general 
de dimensión infinita. Esto no constituye, sin embargo, ni la 
aplicación más importante del análisis funcional ni el motivo 
estmcial de la generalidad de los teoremas obtenidos; casi todos 
los teoremas conservan su significación en el caso en que X 
es un espacio euclideano de dimensión finta. 

b) . De la aplicación de teorem~s de -categoría del análisis 
funcional (aún en el caso en que dim X < 00 ). 

c) De las propiedades de las clases de espacios funciona
les consideradas. 

Análogos comentarios pueden hacerse ,en relación a la sus
titución de las hipótesis de continuidad usuales en la teoría de 
las ecuaciones diferenciales por hipótesis del tipo de Carathéo
dory. En efecto, los teoremas conservarían, en lo fundamaptal, 
todo su valor si se les enunciara bajo hipótesis de continuidad. 
Sin embargo, muchas demostraciones se simplifican formalinen
te bastante cuando se trabaja en las condiciones más ,generales. 

De los teoremas demostrados resulta que la admisibilidad 
de tales o cuales .parejas (B, D) es condición necesaria y. sufi
ciente- para que las soluciones de la ecuación (1) tengan uno u 
otro de los siguientes tipos de comportamiento: 



-181-

Dicotomía de las soluciones de (1): Existen' dos sub espaciOs 
complementarios Yo, Y 1 de X (puede extenderse la definición 
y los teoremas al caso en que existe Yo pero no tiene comple
mento Y 1) Y constantes positivas N o' N' o' Yo, tales que: 

(Di) ,Para toda solución· x(t) de (1) con x(O) E Yo, Y 
todo par de valores t > to > O, Ilx( t) 11 < N 011 x( to) 11 ; . 

(Dii). Para toda solución x( t), x(O) E Y l' IIx( t) 11 > N' ollx( to) 11, 
t>to>O; 

(Diii) ¡Para toda pareja de soluciones no triviales x¡(t), 
x¡(O) EY¡, i=O, 1, y[xO(t),X1(t)]>yo, t>O.(y[x"y] designa la 
«distancia angular» [1] ""xll-1 X _ lIyll-1 yll). 

DicotomÍJa exponencial de las soluciones de· (1): Existen d9S 
subespacios complementarios Yo, y 1 Y constantes positivas N, N', 
v, v', Yo' . tal'es que: 

(Ei) Para toda s&'lución x(t), X(O)E Yo, IIx(t) 11 < Ne~v(Ho) 
IIx(to) 11, t>to>O; 

(Eii) Para toda solución x(t), x(O) E Y1~ IIx(t) 11 > N' eY/(Ho) 

IIx(to)lI, t > to > O; 

(Eiii) = (Diii). 

En el caso particular Yo = X, la dicotomía [exponencial] 
equivale a la estabilidad uniforme [exponencial o asintótica, que 
en este caso son equivalentes] de las soluciones de (1). En el caso 
general, podría designarse esos comportamIentos como estabilidad 
[asintótica] condicional uniforme. Otros tipos de estabilidad tam
bién considerados son la estabilidad «en media» y «por trozos» 
en que, en lugar de los valores puntuales x( t) que intervienen 
en las dicotomías, se consideran, respectivamente, los valores 

t+ó. 

medios Ó-1 f IIx(-r)lIdT, y las D-normas de los «trozos» 
t 

xr"ttó.](T) X(T) len que XE designa la función característica de 
un confurito E cualquiera; Ó > O se supone fijo. 
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. U¡na seLección de resultados típicos de [9], que m.eluy,:m 
como casos muy particulares muchos teoremas de [6], soú los 
siguientes: 

L,e m a 1. Si fn ~ f, Xn ~ x (convergencia en media en 

cada intervalo finito) y' Xn + A( t) Xn = f n para todo n, entonces 
x es (a menos de equivalencias) una solución de (2) Y la con
verg,encia Xn ~ x es uniforme en cada intervalo finito. 

(Este lema expresa que la correspondencia lineal que asocia 

a cada x(t) absolutamente continua la función x(t) + A(t) x(t) 
tiene su gráfico cerrado en la topología indicada). 

L,em a 2. Si D es lut espacio funcional de Banach más 
fino. que L, ta familia Xl) de las D-soluciones de (1) es un 
subespacio de D y la correspondencia To : Xn ~ X definida 
por Tox=x(O) es biu;nívooa y acotada. 

T fe o r·e m a 1. Si XoD es la variedad lineal .de los valo
lles iniciales de las D-soluciones de (1), XoD es cerrado si y 
sólo si existe S>O tal que, para toda D-solución IxID::;;Sllx(O)II. 

T le o r e m a, 2. Si (B, D) es una pareja admisible, existe 
!( > O tal que, 'para todo E> O Y toda fE B, existe una D-so
loción x(t) de (2) l~alqlJ¡c.lxID«[(+E)lfIB' 

La demostración de los Teoremas 1 y 2, fundamentales 
para lo que sigue, se basa en los teoremas de categoría. De ahora ú 

en adelante, para. evitar complicaciones suplementarias, nos limi-
tar,emos a considerar el caso dim X < 00 y designaremos con 
X1D a un sube8ipacio cualquiera complementario de XoD. Ob
servamos que las parejas (B, D) de 'e-espacios de Banach 
forman un conjunto parcialmente ordenado por la relación defi-
nida por: (B1, Di) 'es más fuerte que (B2, D 2) si Bi es más 
débil que B2 y' D1 más fino que D2 (ver [14]). Como esto 
equivale a decir que, como conjuntos de funciones, B1;:¡ B2, 

D.jj c::D2, 'es claro que la hipótesiss «(B1,Di) es admisible» 
es más fu"erte que (implica) la hipótesis «(B2' D1) es admisi':' 
b1e». Observamos además que las relaciones «más fuerte», «llHÍ.S 
débil», no son estrictas (toda pareja es, a la vez, más fuerte y 
más débil que sí misma); las relaciones estrictas se expresan 
con las locuciones «no más débil», «no más fuerte» . 
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Tleorem a 3. Si (B, D) es una re-pareja "admisible, 
existen funciones, positivas Mo(Il), M'o(il) de il >0, respec
tivamente no creciente y 'no decrecien~e, tales que, si t > to > 0, 

(i) para toda solución x(t) de (1) con x(O) E XoD (toda 
D-solución) 

t+Ll to+Ll 

IIIX("C)11 d"C< Mo(~) I IIx("C) 11 d"C, 
t t 

I Xlt,i+./l] x ID<Mo(~) \X[lo,loh] x\Di 

(ii) para toda solución x(t) de (1) con x(O) E X1D, 

t+Ll to+Ll 

I IIx("C) 11 d"C > M' o(~) jIlX("C) 11 d"C, 
, ' t ' 

T'e or'em a 4. Si la re-pareja (B, D) les admisible
l 
y no 

más débil que (U, Lo 00), existen funciones y números positivo9 
M ( ~) (no cr,eciente) , M' (~) (no decreciente), v, v', tales que, 
si t>to>O, 

(i) para toda solución x(t) de (1) con x(O) E XoD ,(toda 
D-solución) 

t+Ll to+Ll 

J11X("C)II d"C <M(~) e-v(t-to) l"X("C) 11 d"C, . 
t to 

I X[t,I+.6.1 xl D -< M (~) ,e-v(t-lo) \ X[lo,to+.6.1 x \ D; 

(ii) para toda solución x(t) de (1) con x(D) E XiD, 

t+.6. to+Ll 

fllx("C) 11 d"C> M'(~) eV'(Ho) I"x("C) II d"C, 
t to 

/Xlt,f+.6.1 xl D > M'( 1\) lev'(t-to) \X[lo,fot.6.1 xlD. 
El Teorema 3 [4] expresa las propiedades ya enunciadas de 

estabilidad [asintótica] condicional uniforme en media y por 
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trozo'S. (Comparar con las dos primeras propiedades (puntuales) 
de las dicotomías). 

Teorema 5. Si la re-pareja (B,D) es admisible y ade
más, o bien es más fuerte que (U, L no) o bien A E M, los sub
espacios XoD Xi D engendran una dicotomia de las solucior¡,es 
de (1). Recprocamente, si hay una dicotomíá, (U, Lo CQ) e.~ 
admisible (y toda pareja más débil). 

T'eorema 6. Si la re-pareja (B,D) es admisible yno 
más débil que (U, Lo CO) Y si hay una dicotomía (en particular, 
si A E M), los subespacios xoD, Xi D engendran una dicotomía 
exponencial de las soluciones de (1). Recíprooomente, si hay 
dicotomía 'exponencial, son admisibles las parejas (M, L ""0, 

,(Mo, Lo ""), (U, T) (y muchas otras). 
El Teor,ema 5 [6] expresa la relación entre la adrriisibilidad 

de ciertas parejas y la estabilidad [asintótica] condicional uni
forme puntual. 

En trabajos anteriores se han examinado otrOs diversos pro
bLemas, de los cuales puede dar id~~ la siguiante selección de 
teor,emas. , 

a) Teor,emas de existencia de soluciones casi-periódicas (esen
cialmente en [6], [10]): 

T ,e o r ,e m a 7. Si la re-pareja (B, D) es admisible y no 
más débil que (U,Lo"') y si A(t) es casi-peri6dico, para cada 
f casi-periódica la (2) tiene una y una sola solución casi-pe
riódica. 

b) T,eor,emas sobre ecuaciones no lineales ( eSOO1cialmente 
en [6]): 

T'~orema 8. Sea (B,D) una re-pareja admis~ble y h(x,t) 
una función definida para tE J, x E X, IIxll < a (O < a <(Xl), 
con valores en X, tal que, para cada x E D " L "", Ixl 00 < a, sea 
h(x(t),t)EB. Sea ~=lh(O,t)IB y supongamos que existrz una 
constante y> O tal que, para cada pareja x', x" E D " L~', I x'I"" 
lx'loo<a, s,ea Ih(x'(t),t)-h(x"(t),t)IB<ylx'-x"ln. Enton
ces, si ~,y son suficientemente pequeiíos, existe b > O tal que, 
para roda ~o E XoD; lI~oll < b, existe una y una sola solución 
x(t, ~o) E D de la (3) tal que x(O, ~o) = ~o + ~i' ~i E Xi D. 
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e o r b la r i o. Sea (B, D) una 'l,-pareja admisible y no 
más débil qlJJe (V, Lo "'), AE M. Si h(x, t) es una funcióli 
definida para tE J, x E X, IIxll < a, tal que es continua y acotada, 
como función de t, para· cada' x fijo, y si, existe una constante 
positiva 'Y tal que IIh(x',t)-h(x",t)1I <'Y IIx'-x"lI para toda 
pareja x', x" E X, 11 x' 11 , IIx"lI < a y todo t > O, entonces vale la 
.conclusión del T,eorema 8, con e en lugar de D. 

Un I'Iesultado análogo vale para la existencia de soluciones 
.casi-periódicas,de la (3). 

c) T,eoremas de «grossil3reté» (esencialmente en [6]): 

'" '" Teorema 9. Sea (B,Leo) admisible y BEB(X) (X: 
espacio de los endomorfi3mos de X). Entonces, si lB lB eg su
fioientemente pequeña, (B, Leo) es admisible para la ecuación 

$+ (A(t) +B(t» x= f(t). 
d) T,eor·emas del segundo método de Lyapunov [8]: 

T ,e o r ,e m a 10. Condición necesaria y suficiente para que 
haya dicotomía exponencial es que exista una función de Lyapunov 
(generalizada) V con una cota superior infinitamente pequeñ.a 
y tal que V' sea definida. 

T ,e o r e m a 11. Condición necesaria y suficiente para que 
haya dicotomía es que existan dos funciones no negativas Vo, 1'1' 
positivamente homogéneas del mismo grado, tales que Vo + V 1 

,s,ea definida positiva y tenga una cota superior infinitamente 
pequeña, y V' o <O, V' 1 > O. 

e) Teoremas sobre ecuaciones periódicas (que son esencial
mente nuevos sólo si diro X = (0) [7]: 

T 'e o r e m a 12. Si .A (t) es periódica de período 1 y 
:1 A I M < log4, /existe una representación de Floquet x( t) = 
P(t).¡etB Xo ¡de ~as soluciones de (1), con P periódica y B 
constante. 

(Lar,epresentación no es posible en general; existen contra
ejeIPplos con lA I M arbitrariamente poco superior a TI). 

Teorema 13. Sea A(t) periódica de período 1 y la ad
herencia de Xo=Xoo reflexiva. Si para alguna fperiódica 
de período 1 la (2) tiene una solución acotada, tiene una solu
ción periónica de período 1. 
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Teo·rema 14. Si (B,D) es una 'e-pareja admisible y 
no más débil que (Ll, Ló (0) y ¡¡i A(t) f(t) son periódicos de 
período 1, existe una y una sola solución periódi.ca de periodo lo 

tf) 'I1eoremas sóbre ecuaciones con coeficientes· constanteso 
[13] (generalizaciones al caso de dimensión infinita). 
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