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A teoria das equagdes diferenciais parciais realizou véarios
progressos importantes nos dltimos quinze anos, em virtude do
influxo de novos métodos e idéias. Uma bda parte do avango
verificado tem girado em témo dos trabalhos de Garding,
Leray, Schwartz e sua escola. Na presente ‘exposicﬁo, aborda-
remos apenas alguns aspectos que se caracterizam pelo emprego
sistematico da AmAlise Funcional e, mais particularmente, dos
espacos vetoriais topologicos, das distribuicdes e da analise har-
moénica. Limitar-nos-emos as equacSes diferenciais parciais li-
neares de coeficientes constantes no R?, muito embora os re-
sultados sobre os quais iremos discorrer sejam em parte conhe-
cidos ou se possa naturalmente conjecturar a sua extensio a
equagdes diferenciais parciais mais gerais, lineares de coeficientes
varidveis ou ndo lineares, no R" ou em variedades diferenci-
veis, ou s equagdes de convolugdo, ou s equagdes diferenciais
parciais em uma infinidade de varidveis, ou aos sistemas de
equacdes, ou a andlise harmonica.

Indicaremos com E a algebra topolégica das fungdes com-
plexas infinitamente diferencidveis no R". Representaremos com
D a Algebra topolégica das fungdes complexas infinitamente
diferencidveis no Rr de suportes compactos. Notemos que D
¢ uma subalgebra de E mas ndio uma subilgebra topolégica.
Indicaremos com D’ o espago vetorial topolégico das distri-
buigées em R", ou seja o dual topolégico de D. Considere-
mos, também, o dual topolégico E/ de E, que sera identificadio
naturalmente como espago vetorial ao espago vetorial das. dis-
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tribui¢des de suportes compactos em Rr. Finalmente, seja S
a Aalgebra topoldgica das fungdes complexas infinitaments dife-
rencidveis e rapidamente decrescentes no infinito em Rn. De-
signaremos com S’ -o dual topolégico de S, que serd identifi-
cado naturalmente como espago vetorial a um certo espago ve-
torial de distribuicbes em R" que sdo ditas dlstrlbumoes tem-
peradas

" Consideremos um operador diferencial parcial O =Za, DP?,
onde p=(py, .. ,pn) é uma sequéncia de inteiros positivos,
DP = QPit: +Puf) 2,Py ... 0%,Pa @ 0 somatério é finito. O opera
sdbre os espagps de fu:ncoes ou de distribuicoes. Suporemos
0-=£0.

O aplica E sébre E como uma aplicacio continua e
aberta. Em virtude da teoria das equacgbes lineares nos espagos
vetoriais topolégicos e da teoria da dualidade, essa assercio
equivale a dizer-se que O aplica E’ homeomorficamente sdbre
a subespago vetorial- fechado O(E’) de E'. Esses resultados
foram estabelecidos por Malgrande (1954) e, mdependenlemente
por Ehrenpreis (1954).

O aplica D’ sébre I) como uma aplicacdo continua e
aberta. Em virtude da teoria das equagdes lineares nos espagos
vetoriais topolégicos e da teoria da dualidade, tal assergio é
equivalente a afirmar-se que O aplica D homeomorficamente
sdbre o subespaco vetorial fechado O(D) de D. Esses resul-
tados, conjecturados por Schwartz e Malgrange, foram demons-
trados por Ehrenpreis (1955).

Chama-se solugiio elementar de O a toda dlstrlbulg,ao E
no Rr tal que O(F)=5%, sendo & a medida de Dirac. O tem
ao menos una solucdo elementar. Tal fato resulta imediatamente
do teorema de Ehrenpreis segundo o qual O aplica D’ sobre
D’, mas uma demonstragdo direta muito simples ja havia sido
dada anteriormente por Malgrange (1953) ; cfr. Ehrenpreis (1954).
Varios resultados parciais, devidos principalmente a Malgrange,
relativos ao ‘comportamento local ou global de uma solugdo ele-
mentar sdo conhecidos.

Reoentemente, Hormander (1958) demonstrou. uma conje-
tura natural de Schwartz, segundo a qual O admite sempre ao
‘menos uma solucio elementar temperada. De um modo mais
geral, O aplica S’ sébre S’ como uma aplicagio continua e
aberta. Pela teoria das'esquages lineares nos espagos vetoriais
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topologicos e a teoria da dualidade, essa assergdo equivale a
dizer-se que O aplica S homeomorficamente sObre o subespaco
vetorial fechado O(S) de

Tais resultados de Ehnenprms, Hormander ¢ Malgrange sio, -
através da transformacéo de Fourier, caso particular do chamado
problema da divisdo de distribui¢Ges, correspondendo & diviséo
de uma distribui¢do por um polinémio. Mais recentemente, Lo-
jasiewicz (1958), generalizando resultados prévios de Schwartz
e estabelecendo uma conjetura do préprio Schwartz, dsmons-
trou que a divisio de uma distribui¢do por uma fungio anali-
tica real é sempre possivel, isto é a equagio T=¢ S admite
sempre uma solugdo S, quaisquer que sejam a distribuicio T
e a funcdo analitica real ¢ ndo identicamente nula.

A teoria clasica das equacgdes eliticas teve um dos seus as-
pectos fuundamentais extendido de uma maneira importante por
Hormalnder (1955). Classicamente, se o operador f6r de sequunda
ordem, isto é O= X g;;0?/0%;0%; mais térmos de grau 1 e O,
e se os coeficientes forem reais, entdo Q é dito elitico quando a
férma quadratica RDa;it;tj for definida (por exemplo positiva),
ou seja Za;jt;£j=0 qualquer que seja {t;} e Za;t;tj=0 im-
plicar {t;}=0. De um modo mais geral, retomando o caso de
O de ordem qualquer m e de coeficientes complexos, a defi~
nicdo apropiada de eliticidade consiste em requerer que

= aptP=0 se 10,
[P]=m

onde |p|=p;+...+pPn s¢ p=(py-..,pn) € P=HPi. 1, Pu 56
t=(y,...,tn). Os operadores eliticos tém uma propriedade fun-
damental, que nfo é caracteristica apenas désses operadores mas
sim de uma classe mais ampla, que passaremos a definir.

O ¢ dito hipo-elitico -se, toda vez que O(S)=T, onde S
e T sdo distribuicdes no R* e T foér uma funcio infinitamente
diferencidvel num aberto de R», entdo S serd também uma
funcdo infinitamente. diferencidvel nésse mesmo aberto. Um teo-
rema bésico, que remonta a Serge Bernstein, sendo um jin-
grediente fundamental do chamado método da projecﬁo orto-
gonal de Weyl, af1rma—nos que todo operador elitico é hipo-
elitico.
, Se E fér uma solugdo elementar de O e ésse operador
fér hipo-elitico, como =0 no complementar da origem, entio.
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E sera infinitamente -diferencidvel no complementar da origem.
Reciprocamente, se O admitir uma solu¢do elementar que seja
infinitamente diferencidvel no complementar da origem, entdo
O ser4 hipo-elitico. E/ dessa férma que constatamos que alguns
operadores cléssicos sido hipo-eliticos, através de uma. solucio
elementar conhecida.

A caracterizacdo direta dos operadores hipo-eliticos foi con-
seguida por Hormander. Seja p o polindmio em n varidveis
tal que

1 0 1 0\,
L3 LAy
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=
=

onde o denominador i é incluido por conveniéncia. Entao
A(p)={seRr; p(z+s)=p(z) qualquer que seja ze¢Rn}

é um subespago vetorial de Rr. O polindmio p é dito completo
quando A(p)=0, o que significa que, em térmos de qualquer
base em Rm, o polindmio sempre depende de todas as varidveis.
Para que O seja h1po—e11t1co é necessirio e suficiente que p seja
completo e que sejam satisfeitas as duas condigdes equivalen-
tes seguintes:

(1) se E,mneRnr, entio p(&—{—zn)—mo quando E—® e
n permanece fixo.

(2) dado A=0, existe k= 0 tal que p('&—{—tn) =0 idesde!
que E,neRe, n|< A e |E|=Ek

Onutras férmas equivalentes dessas condi¢des foram, tam-
bém, indicadas por Hormander.
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