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INTRODUCCION 

Es sabido que no todo espacio de Banach es isomorfo a su cuadrado v. (2) 
y (3» y que, por el contrario, esa propiedad es valida para muchos espa· 
dos de Banach cIasicos, entre elIos los espacios Lv. Con referencia a los espacios 
de Hardy, notados HP, R. P. Boas (*) demostro en 1955 que si p es finito 

,y mayor que 1, Hp es isomorfo a LV, con un argumento no trivial: el teorema 
'sobre funciones conjugadas de M. Ries:?;. En esta nota se prueba el isomor­
firmo de Hp con su cuadrado de manera elemental, para 1;;::; P ;;::; 00. 

1. Preliminares : Sea T = {z € C, I z I = 1 1 la circunferencia uni-
dad. Si F es una funcion sobre T y si f esta definida sobre Rt por 
f(t) =F(cit ), entonces f es una funcion periodica de periodo 27('. 
Reciprocamente, si f es una fun cion periodica de periodo 2 7(' sobre 
Rt, existe una funcion F sobre T que verifica f(t) =F(eit ). En 
consecuencia identificaremos las funciones sobre T con las funciones 
sobre Rt de periodo 27(', Y por como did ad escribiremos f(t) en lu-
gar de f(e it ). 

Con esta convencion, definimos LP(T) = LV(-7(',7(') para 
'0 < p < CX) como la clase de todas las funciones complejas, medi­
bles Lebesgue, de periodo 27(' sobre Rt para las cuales la norma 

'It 

II flip = f_l- f I f(t) Iv dt 11
/

p 
~ 27(' J 

-'It 

es finita. 

(*) BOAS, R. P. - "Isom01·phism between Hp and Lp", Amer. J. Math., 77 
-,(1955) pp. 655-656. 
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Supongamos ahora que f es una funcioll analitica en el disco> 
abierto I z I < 1: 

fez) = ~ a,..z" 
,,~o 

Sea fret) = f(re it ). Para un r fijo, fr es una funcion defini­
toria sobre T, es decir, si restringimos f a la circunferencia de ra­
dio r, obtenemos una funcion continua sobre est a circunstancia, a, 
la que podemos interpretar tambien como una funcion sobre T. 

Si 0 < p < 00, denotamos pOl' lIP a la clase de funciones ana­
liticas f en el disco z ~ 1 para las cuales las f r son acotadas en la 
norma de LP (T) cuando r ~ 1. Si 1 ~ p < 00, entonces lIP es un 
espacio de Banach bajo lanorma 

II f II = lim II fr lip 
1'-~1 

2. Teorema: lIP es isomorfo a lIP X IIp, 1 ~ p < 00. 

Demostracion: Toda funcion f puede descomponerse en suma; 
de una fun cion par y una funcion impar, de la siguiente manera: 
f = f1 + f2' donde 

fl(Z) = f(z) + f(-z) 
2 

y f2(Z) = f(z) - f(-z) 
2 

La descomposicion es umca y si f € lIP, obviamente fi € lIP, 

i = 1, 2. En consecuencia, llamando A al subespacio de lIP que con­
siste de todas las funciones pares y B al subespacio de lIP que con­
siste de todas las funciones impares, se tiene lIP = A ® B. 

Mostraremos que A y B son isomorfas a lIP. 

1Q) Sea P(z) = ~ a zn una fun cion perteneciente a A. Es 
n~O n 

decir, 

~ an z". = ~ (-l)nanzn 
n~O n~O 

Luego, ~ 

n ;;::: O. Por 10 tanto P (z) = ~ aznz2n• Queda entonces definida 
n~O 

1a funcion analitica g (s) 

P(z) = g(Z2). 

~ a2"s" en I s I < 1 tal que 
n~O 
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For otra parte, si 8 = Rei y z = ;ee it , 

11: Ti./2 

II gR) III = 2171" f IgR(O) IPdO=+ f Ig(r2ci2t ) IP dt= 

-1':/2 

11: 

= _1_ f I P r (t) I P dt = II Prill· 
271" 

Entonces, II g II = II P II· Se ve claramente que la aplicacion 
lineal g ~ P definida por P(z) = g(Z2) es una isometria 50bre, 
y por 10 tanto un isomorfismo entre A y /fp. , 

29 ) Si I (z) = ::s anzn pertenece a B, se tiene 
n~O 

::s anzn = ::s (_1)n+1anzn 
n~O ";;::0-0 

Luego, ::s a2nz2n = 0 Y esto implica a2n = 0 para todo n;;::: O. 
n~O 

En consecuencia, 

I(z) = ::s a2n+1Z2n+1 = z ::s a2n+1Z2n 
,,~o ,,~o 

·donde ::s a2n+1Z2n = ::s a 2n+18n = h(8) define una funcion ana-
n~O n;;::o-O 

Utica en I 8 I < 1. Entonces I (z) = zh (Z2). Ademas, 

11: 11:/2 

II hR [[Pp = _1_ f I hR(O) IP dO = ~ j I h(r2ci2t ) Iv dt = 
271" 71" 

Obviamente, II h II = II I II. Entonces la aplicacion lineal h -+ I 
,de /fP sobre B definida por I(z) = Zh(Z2) define un isomorfismo. 

Estos resultados demuestran finalmente que /fP es isomorfo a 
HP X /fP, 1 ::::;; p < co. 
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Definimos L ~ (T) como la clase de todas las funciones com­
plejas; medibles Lebesgue, de periodo 27T sobre Rl para las cuales. 
la norma supremo esencial es acotada, y entonces extendemos la 
definicion de HP al caso p = 00. Con la modificacion correspondien­
te en el tratamiento de la norma, el teorema anterior tambien es, 
valido para 1 ~ p ~ 00. 
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