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I. INTRODUCCION.

Sea K un espacio de Hilbert complejo y separable con producto in-
terno (.,.)y norma l.l; y consideremos el espacio de Hardy Hi de
las funciones (analiticas) de cuadrado sumable en 3D ( D =

= {z:]z]<1}) con valores en K. Es decir, H2

K
(clases de equivalencia de) funciones F:3D + K tales que:

es el espacio de 1las

1) (F(eix),¢) € H2 (espacio de Hardy escalar), para todo
$ €K ,

ix, .2

2) IQDHF(e )HK

dx < =

con la relacibn de equivalencia usual F, ~F, siy sb6lo si
ix ix, 2 _
IBDnFl(e )-F, (e )HK dx = 0 .

2 . . . .
Hy es un espacio de Hilbert complejo y separable con producto in-
terno

(F,G) = f (F(ei®y,cei®)yax/2n
9D

. 2 .
y las funciones Hy pueden extenderse de manera natural a funcio-
nes analiticas en D con valores en K (indicaremos la extensibn a-
nalitica de F € Hﬁ mediante F(z); ver detalles en 5).

A R 2 sos s .
Un subespacio invariante de Hp es, por definicidn, un subespacio

cerrado M tal que SM C M, siendo S el operador "multiplicacién
por elxn

* Este trabajo estid parcialmente subsidiado por Grant GP-14255
de la National Science Fcuandation. ’
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El subespacio (obviamente cerrado) K = Ml es invariante bajo S# ,
el adjunto de S. Sea T el adjunto de S', considerado como opera-
dor en K; es fiacii verificar que T es una contraccidn completamen-
te no unitaria de K. La afirmacién inversa es también cierta; di
cho en forma mas precisa: "Toda contraccidén completamente no unita
ria de un espacio de Hilbert separable y complejo es unitariamente
equivalente a un operador'T del tipo descrito, operando en el com-
plemento ortogonal de alglin subespacio invariante". (ver: 8, capi-
tulo III). '

Sobre esta base, Bela Sz.-Nagy y C1pr1an Foias, han desarrollado
el siguiente c&lculo func1ona1

Sean K y T como antes, y sea U € H (espacio de las funciones ana-
1fticas uniformemente acotadas en D); para F € K, definimos

0 C uM(F) = PuF)

siendo P la proyeccién ortogonal de Hi sobre K. (En particular,
se tiene que: TF = P(zF) = P(SF)). )

La aplicacibn u(z) » u(T) es un homomorfismo de'algebras de H  en
el conjunto de los operadores acotados en K, con las siguientes
propiedades (8, cap. III): :

(1)  u(T) es limite fuerte de polinomios en T, y.
Tu(T)I < Hu(z)l

. . 2 s )
(F+1 indica la norma de un elemento de Hy, o bien, como en este
caso, la norma de un operador en K).

(ii) Si {u } es una suce515n de func1ones un1formemen-
te acotadas que convergen en casi todo punto (c.
t.p.) de 3D a u(e* )(valores 1imites de u(z)), en
tonces un(T) converge fuertemente a u(T).

(iii) Si u(z) = u(z), entonces u(T)* = Q(T*).
(aqui T* indica el adjunto del operador en K).

Las propiedades de u(T) dependen obviamente dei subespacioiinvariag
te M, y han sido objeto de estudio por varios autores. Por ejemplo,
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D. Sarason (7) se ocupd del caso en que el "espacio base'" K tiene
dimensidén uno, logrando el siguiente resultado: '"Sea L un opera-
dor lineal y continuo en K; entonces, L conmuta con T si y sdlo
si existe una funcién u €H tal que L = u(T)".

El resultado mds general de este tipo fue estudiado por varios au
tores, entre ellos Sz.-Nagy y Foias (9; ver también 2 y 4).

En (3), Paul A. Fuhrmann analiza las propiedades espectrales de
u(T) para el cdso en que dim K = N < =,

Algunos resultados de (3) admiten una extensidn bastante natural,
no para el caso mds general, pero siral menos para un espacio K
de infinitas dimensiones y un subespacio invariante de tipo res-
tringido, a saber:

DEFINICION. Sea M un subespacio invariante de H; para el cual
existe una funcidbn (escalar) interior q tal que quCIM . En tal

caso, diremos que M es un subespacio IN.

1. ANALISIS ESPECTRAL.

Los subespacios IN han sido estudiados en la tesis del autor (6),
y de alli tomamos el siguiente resultado:

PROPOSICION 1. Si M es un subespacio IN, entonces existen un ope
rador interior U(es decir, U es una funcidn definida en e.t.p. de
3D, con valores en los operadores unitarios de K, tal que

U(eix)¢ e HE , para todo ¢ € K) yuha funeidn interior q, tales que:

2
(1) M = uH ,

a menos de un factor unitario constante a derecha ,

y U estduntvocamente determinado por M,

a2 2 - ® o . .
(ii) qHy € M, y pa € H | para toda funcién interior p
tal que pﬂi cM,

El operador interior U es el operador IN de M y q es la funcidn
interior minimal (FIM) dél subespacio. Algunos de los resultados -
que siguen pueden probarse exactamente como en (3), de modo que o
mitiremos su demostracidn.
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LEMA 2. Sea M = UHK un subespacto invariante de H y U su opera-
dor interior (no necesariamente IN). Si u(T) (u(T*), resp.) tie -

ne inversa acotada en K, entonces existe § > 0 tal que
[ « otz = |+ it =
u(z)| (2) 0y s (lu(z)| ()l 8§, Tesp.),

-1 -1
donde U (2)|g se define igual a cero st U(z) no €8 invertible
en K, para todo z € D. (3, teor. 2.3)

LEMA 3. (i) Sean My U como en eZ lema 2 y sea ﬂ = ﬁHi, donde
U(z) = U*(z)s ¥ K M . Entonces, T operando en K es

unitariamente equivalente a S#

operando en K.
(ii) si U es un operador IN con FIM q, entonces U es un o-

perador IN con FIMq.
LEMA 4., Sean My U como en el lema 2 y sea X € D.

(i)x € 15 (T*) 52 y sélo si el niicleo de U*()\) es distinto
de (0). Las autofunciones (normalizadas) de T* tienen
la forma [(1-[A|2)1/2/(1-Ki)]¢, siendo ¢ un veetor uni
tario de XK para el cual U*(1)¢ = 0 .

(i1) » € p (T) s y sélo st ker U(r) # 0 . Las autofuncio=
nes (normalzzadas) de T tienen la forma V¢, siendo ¢
un vector unitario de K para el cual U(A)¢ = 0, ¥ Vel
siguiente operador interior: si R es la proyececidn or-
togonal de K sobre ker U(A),b(z,r) es el factor elemen
tal de Blasehke (X/|A])(x-2)/(1-%z) (x/|r| se define %
gual a (-1) s XA = 0), y

B(Z) = (I'R) * b(Z,)\)R ’
entonces
ix

V(e ) = U(eix).B*(eix).

La demostracién de este lema estd contenida en los resultados de
(6, cap. III).
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TEOREMA 5. (a) Sean M y U como siempre. Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(i) Mes un eubespacio IN.

(ii) El nticleo de la aplicacién j: u(z) + u(T) es distinto
de (0).

(iii) Eziste una funcidn "no invertible” u € H® tal que
u(T) es Znvertible en K y [u(T)]_1
funeidédn v € H”.

v(T) para cierta

(b) Supongamos que vale (i) y que q es la FIM de M;
entonces la condieidn

(2) infl{]u(z)| + [q(z)|:z €D} =8 (8 > 0)

es necesaria y suficiente para que u(T) sea invertible, y que di-
cha inversa pueda expresarse en la forma v(T), con v € H”.

NOTA. Luego veremos que u(t) puede ser invertible afin cuando no
se satisfaga (2).

Demostracidén. (a) (i) es equivalente a (ii). Es facil verifi-
car que, para una funcidén p € Hm, las siguientes condiciones son
equivalentes: ‘

1) p(T) =0 ; 2) pFeM, para todo F €K ; 3) pHiC M.
Por otra parte, ker (j) es invariante bajo multiplicacidn por eix
y w* -cerrado en H”. Por 1lo tanto (ver 5, cap. IV), o bien
ker (j) = (0), o bien ker (j) = qH”, para alguna funcidn interior
q. (Si q es constante, entonces es obvio que K = (0); supondremos
que no es éste el caso).

En consecuencia: ker (j) = qH” # (0) si y sdlo si M es IN con FIM
igual a q.

(iii) = (i) y condicidén necesaria en (b): Supongamos que u,

v e H , uno invertible y [u(T)]'1 = v(T).

Dado que j es un homomorfismo, tenemos que
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I = u(T)v(T) = v(T)u(T) = uv(T) , en K ;

es decir: F = PF = P(uvF), y por tanto 0 = P(1-uv)F, para toda
F € K, 1o cual implica (1-uv)Hy C M.

Ahora bien, dado que U no es invertible, 1-uv # 0. Si p es el fac-
tor interior de (1-uv), entonces o

' pH§ = CIAUsura[(1-uV)Hi] cM .,

de donde se deduce que M es un subespacio IN, cuya FIM, q, divide
a p. Luego, existe g € H® tal que

uv + qg = 1 ,

y de aqui se sigue la validez de (2), en caso en que u no es inver

tible. Si u es invertible en Hm, entonces (2) se satisface trivial
. -1, -1
mente poniendo § = lu “l "

En este caso [u(T)]“1 = (u—l)(T), como es facil verificar; esto de-
muestra que si u es invertible, ‘entonces la condicidén (2) de (b) es

también suficiente.

Condicién suficiente en (b). Sea M un subespacib IN con FIM q y
sea u € H tal que se cumple (2). :

De acuerdo al teorema de la corona, de Carleson (1), existen dos
funciones a,b € HY tales que

(3) ’ ‘au + bq =1 , en D .
Aplicando j a la identidad (3), se tiene
I = (au+bq) (T) = au(T) = a(T)u(T) = u(T)a(T)

(en efecto, bq(T) = b(T)q(T), y q(T) = 0, por las observaciones
que hemos hecho al principio de la demostracidn); por lo tanto

wml ™t = am .

(i) = (iii) Sea A € D tal que q(}) # 0, y pongamos u(z) =z-i; es
evidente que u(z) es una funcidn no invertible de H”, y que vale
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(2). Sin embargo, u(T) es invertible en K y su inversa puede es-
cribirse en la forma a(T), para cierta funcidén a € H”. Q.E.D.

Si dim K = N < » |, entonces el determinante de U satisface las
condiciones:

1) (det WHZC M,
-1 1-1 -1 -N
2) la@ ™ < ldet u() |7 <ty < la) ™Y,
para todo z € D, tal que q(z) # 0.
Se tiene asi el siguiente
COROLARIO 6 (teor. 2.3, en 3). 8% dim K < «, entonces la condi-
eidén (2) del teorema &, (b) es necesaria y suficiente para la
existencia de [u(T)]_l. Méds aun, en (2), q(z) puede reemplazarse

por det U(z).

St u(T) es invertible en K, entonces su inversa puede expresagrse
en la forma v(T), con Vv € H™.

Usando el teorema 13 de (5, cap. VIII) y los resultados de 3,
tenemos:

COROLARIO 7. Sea U un operador IN y u e H®. Se tiene que:

(i) Si A €D, y U(A) no es invertible en K, enton-
ces u()) pertenece al espectro de u(T).

(i1) s<¢ r €293D, U(z) no puede continuarse analitica-
mente a Z = X , Y U puede extenderse en forma‘
continua a D U {1} , entonces u(\) pertenece al

espectro de u(T).

TEOREMA 8. Sea U un operador IN. Si u puede ser continuamente ex-

tendida a la clausyra de D, entonces
Z(u(T)) = u(z(M)) .

LEMA 9. Sea M un subespacio invariante (cualquiera) de Hﬁ, y
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u eH’, u# 0. Entonces ker u(T) # (0)si y sblo si existe una fun
eién F € H; - M, y una funcién interior P tales que PF €My
pu € H” |

Demostracién. Si F y p satisfacen las condiciones del enunciado,
es evidente que PF # 0 y aue p no puede ser constante; ademas, PF
y p también satisfacen dichas condiciones. Por lo tanto, podemos
suponer directamente que F es una funcién de K, F # 0. Entonces

u(T)(F) = P(uF) = 0 si y sdlo si uFE€ M ,

y esto equivale a decir que pF € M, para algin divisor interior p
de la funcidn u (p no constante). Q.E.D.

TEOREMA 10. Sea M un subespacio IN con FIM q, y u € H®. Entonces,
ker u(T) # (0) si y sdlo si U y q admiten un factor <interior co-
min, no trivial.

Demostracidm. Es claro que si la funcidn p del lema 9 es elegida
minimal con respecto a la condicidn pF € M, entonces: pq € Hm, lo
cual prueba el enunciado directo.

En el otro sentido: si pq , pu € H , con p interior, y p # 1, en-
tonces:

1) Si p =q , entonces u(T) = 0 y ker u(T) = K .

2) Sip#q. , sea MP = {F € Hi:pF € M1} ; entonces
Mp es un subespacio _invariante (IN) que contiene a M, y su FIM es
jgual a pq (ver 6, cap. II). Por lo tanto, Mp es estrictamente
mis grande que M, y si F € MP-M , entonces PF es una funcién de K
tal que PF # 0 , y pPF € M. En conclusidn: uF = (pu)pF € M, y por

tanto, ker u(T) # (0). Q.E.D.

COROLARIO 11. Sea M un subespacio IN con FIM q, y u € H®, u # 0.
Entonces ker u(T*) # (0) sZ y sdélo sZ u y a admiten un factor inte

rior comin, no trivial.
pemostracién. Usar el lema 3 y el teorema 10.
COROLARIO 12, Sea M un subespacio IN. Entonces el espectro "resi

dual” de u(T) es vacfo, para todo u € H°. (igual demostracidn que
en (3, cor. 2.10)).
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1. EJEMPLOS.

Para terminar, ilustraremos los resultados con dos ejemplos. En

el primero de ellos veremos que el corolario 6 no puede extenderse
al caso en que K es de dimensidn infinita, ni aun cuando el opera-l
dor U pertenece al tipo mas restringido de operadores analiticos
para los cuales se puede definir el determinante.

Probaremos que existe un operador U y una funcidn interior u, no
constante, tales que:

1) Ues IN , y
FIM de U = determinante de U(z) = q(z) es un producto
de Blaschke,

2) Ju]| + Wwilt@igt > /4, (zeD) ,
3) inf {|u(z)]| + |q(z)]: 2z €D} =0 ,

4) u(T) es invertible en K (obviamente, el operador inver-
so de u(T) no puede expresarse en la forma v(T), con
veH).

Sea {¢n}:=1 un sistema ortonormal y completo en K, y definamos U
como el operador '"diagonal" tal que

U(z)¢n = b(z,rn)¢n , n=1,2,... ,

donde los ceros de los factores de Blaschke elementales satisfacen
la condicidn 0 < 1} < T, < ... < T < 1 , vy q(z) = TTn_lb(z,rn)
es un producto de Blaschke convergente.

En estas condiciones, 1) se cumple trivialmente.

No es dificil verificar que (2,lema 3.2) si D+R son los circulos
cuyas circunferencias pasan por {-1,:xiR,+1} , 0 < R < 1 , entonces
HU'l(z)U;1 > R , para todo z en el conjunto: D-{D . N D_R} .

Sea u(z) = TT:glb(z,A ) un producto de Blaschke cuyos ceros corres
ponden a puntos de la circunferencia que pasa por los puntos
{-1,(3/4)i,+1} y satisfacen la condicidn
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0 < Re A k > o .

1 < Re Ag € wwe < Re Ae 1,

Es inmediato que, si Ay tiende a 1 suficientemente rapido, enton-
ces la condicidn 2) se satisface, independientemente de cdmo es-
tén distribuidos los ceros, T de U(z).

Ahora procederemos a elegir estos ceros.

o .
Sea Rk = Re A o p(z) = TTk=1b k(Z,R ) , donde {mk} es una suce-
sién no decreciente de enteros positivos que tiende a +« lo
bastante despacio para que ‘

Lem1Me (1R < =
(es decir, el producto p(z) es convergente).

Por otra parte, no es diffcil ver que la sucesidn {mk} puede ele-
girse de modo que valga 3), es decir,

inf {|u(z)] + |p(2)|: [z|<R} » 0 , cuando R ~ 1

Para cada k fijo, reemplazamos b k(z,Rk) por TThtlb(z,Rkh), donde
los valores Rkh estin elegidos de modo tal que

R < Ryp < Ryg < vee < kak < Repp < ooe <1

m.
y si q(z) = TT:=1 TTkzlb(z’Rkh)’ la condicidén 3) sigue valiendo pa

ra u(z) y q(z).

Sé6lo resta verificar 4). Para esto, observemos que

_ 2 _ © 2 _ _ ) . ;
M = UHK = 0n=1[b(z,rn)H ¢n] , K = Ml =@ 1{cgr $:¢ € C}

(sumas directas ortogonales), donde

gr(z) - (1-r2‘1/2/(1—rz) .

Asi, si F € K, entonces F = 2:=1cngrn¢n , (¢, €0,

0T L S L LRI
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u(T)(F) = Jo_jc. <ug, o.,8_ ¢ >g_ o .

n n n
Es decir, u(T) es un operador normal en K, diagonalizable-cén res-
pecto al sistema ortonormal y completo {g ¢ 3 1> el n-ésimo coe

n n=
ficiente de 1la dlagonal es

o
L}

n <ugrd¢n,gr 0> = f u(e™ g, (ei*) |2 ax/2n =
‘ n oD n

fanu(eix)f(1-rn)2/(1+r§-2rncos x)] dx/2n = u(r) .

De esta igualdad y de 1), deducimos que u(T) es 1nvert1b1e, y
Hu(m1™M <4 , 1o cual prueba 4).

Vayamos al segundo ejemplo. Si M es un subespacio IN con FIM q,
éntonces se sigue de los resultados de (8, cap. III; ver propiedad
(ii), en la <ntroduceién) y de la demostracidn del teorema 5 que
si qr(z) = q(rz) (z € D); entonces

limq (T) = q(T) =0, (r>1,

en la topologia fuerte. Ahora bien, aqui qr(T) debe entenderse en
el sentido del cdlculo funcional (es decir, "via" la proyeccién P,
etc.). (Es posible darle un sentido mis directo a la expresidn an
terior?. .

Esto es posible, al menos para los productos de Blaschke. Si
N M
a(z) = TTo,[b(z,2)] ,

doride AI,AZ,...,AN son los distintos ceros de q en D, entonces
q(z) = m(z) k=1(z-Ak), donde m(z) es cierta funcidn invertible de

Hm, y no es dificil ver que qr(T) converge a q(T) = 0 en la topolo
gia de la norma; se obtiene asi el siguiente resultado

COROLARIO 13. Si M es un subespacio, IN cuya FIM es el producto de

Blaschke finito q(z) (como fue definido mds arriba), entonces
m
TTﬂal(T-Ak) ko 0 , siendo este producto un polinomio en T (como o

perador en K) en el sentido usual.
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m
Méds aitin, TT;LI(Z-Ak) k g5 el polinomio "minimal" de T.

Inversamente, si M es un subespacio invariante y T, el operador ad
junto de S restringido a K = Ml, satisface una ecuacién polindmi-
ca, entonces M es un subespacio IN y su FIM es un producto de Blas
chke finito conectado con el polinomio mfnimo de T de la manera in
dicada.

La demostracién completa de este corolario fue obtenida en (6) u-
sando argumentos directos; de (6, cap. III) también se puede extra
er el siguiente resultado:

PROPOSICION 14. Sea M un subespacio IN cuya FIM es el producto ae
m.
Blaschke q(z) = TT:;lb k(Z,Ak) , y sea K el complemento ortogonal

de M. Entonces K admite la descomposicidn

o

K = ek=1Kk (suma directa cerrada),

m
donde (T, -x;) k-9 (T, indica la restriceién de T a K, ), para
K=1,2,.0. .

. . — — =1 .
Si, ademds, b(T,\) = (Ak/IAkl)(Xk-T)(I-AkT) (entend;do eomo el
ifmite uniforme de la serie de Taylor!), y Ty = ﬁ;lb k(T,Ak),

entonces uTN| < 1, para todo N,
lim Ty = 0, (N»=) ,

en la topologfa fuerte.
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