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PROYECCIONES SOBRE CONJUNTOS CONVEXOS EN EL
ESPACIO DE HILBERT Y TEORIA ESPECTRAL (1)

Eduardo H. Zarantonello

1. PROPIEDADES BASICAS.

Sea H un espacio de Hilbert real y K un subconjunto cerrado con-
vexo en H. La operacidén x — PKx que asigna a cada punto de H el

punto mas préximo en K se denomina la proyeccidn sobre K; si K es
un- subespacio lineal Py es la proyeccidn ortogonal sobre K. La

existencia y unicidad de PKx son hechos bien conocidos de 1la geo-

metria del espacio de Hilbert. Juntamente con PKx € K las rela-
ciones

(1.1 hx - Pexll <lx - yll Vyek,

caracterizan PKx; el conjunto K es el rango y a la vez el- conjun-
to de puntos fijos de PK. Las ecuaciones variacionales correspon-

dientes a la minimizacién de la distancia son

(1.2) (x - PKx » Pex - y ) =0 , Yye€K;

ellas tambiém caracterizan PKx. Estas relaciones son mucho mis

manejables que las relaciones (1.1) y de ellas resultan de inme-
diato numerosas propiedades de PK. En primer lugar:

TEOREMA 1.1.. Una aplicacién P:H — H ®) o5 14 pestricoidn de una

(1) Conferencia pronunciada en la Reunidn Anual de la Uma; Tandil,
Octubre de 1972. Extraida del artficulo del autor "Projections
on convex sets in Hilbert space and spectral theory" en el 1li-
bro "Contributions to nonlinear functional analysis", E.H.
Zarantonello editor, Academic Press, New York, 1971.

(2) Esta notacidn indica que el rango y el dominio de P estdn con-
tenidos en H, y de ning@in modo supone que el dominio sea todo
el espacio. En lo que sigue el paréntesis angular indica el
producto escalar en H, y la doble barra la norma.



188

proyeccidén si y sdlo st

(1.3) (x - Px , Px - Py) >0 , VY x,y € D(P).

Si se suma a (1.3) la relacidén que resulta de permutar x con y se
obtiene

(1.4) ((I-P)x - (I-P)y , Px - Py >0 , V¥Yx,y €H,
relacién que también puede escribirse en las formas siguientes:

(1.5) {(x -y, Px-Py >1IPx -Pyl2 , Vx,y€H,
(1.6) (x -y, (I-P)x - (I-P)y) > (I-P)x - (I-P)yll%, ¥ x,y € H.'

Aqui I indica la transformacién idéntica. Estas tres desigualdades,
naturalmente satisfechas por las proyecciones, simplemente dicen
que la aplicacidén Q = 2P-I es no-expansiva, es decir, que

IQx - Qyll <llx - yll. En el caso de una proyeccidn la operacidn
2Pp-1 aplica todo punto del espacio en su simétrico respecto de

su proyeccidén sobre K; se la denomina simetria con respecto a K.
Por simple inspeccidén de (1.4)-(1.6) y aplicacién de la desigual-
dad de Schwarz se obtiene:

TEOREMA 1.2. 57 K es un conjunto convexo cerrado, los operadores

PK,I—PK,ZPK-I son no expansivos; ademds, los dos primeros som mo-"

nétonos.

Utilizando las operaciones P_1 y (I-P)—l, no necesariamente uni-

"formes, las relaciones (1.5) y (1.6) pueden expresarse.diciendo

1

que P" -1 vy (I-P)_I-I son operadores mondétonos. De esta observa-

cién resulta la siguiente caracterizacién de las proyecciones en
términos de idempotencia y monotonia:

TEOREMA 1.3. Toda aplicacién P:H — H que posee las propiedades
(1.7) D) 2R(®) , P* =P , PTl-1 ponstona,

es la restriceidén de una proyeccidn, ydﬂ@biprooamente.

Puesto que no- agrandan la distancia las proyecciones y sus com-
plementos son operaciones continuas. En general no son continuas
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con respecto a la topologia débil en el dominio y en el rango, pe-
ro son cerradas en el siguiente sentido:

TEOREMA 1.4. Para toda proyeccidn PK sobre un convexo cerrado

(1.8) {xa — x , 1im Hxan < 400 | PKxa — y} = {y = PKx}

(1.9) x, — x, Tim hx I < oo, (I-PIXx, — y} = {y = (I-P )x}.

Las proyecciones forman una familia muy especial dentro de la cla-
se de funciones que satisfacen (1.4). Ya se ha visto que son las
‘inicas que son idempotentes; mds sorprendente es su condicién de
puntos extremales, que expresamos en términos de simetrias y con-
tracciones: ’

TEOREMA 1.5. Médulo traslaciones las simetrias Yy sus opuestas son
puntos extremales en el conjunto convexo de las operaciones no ex-

pansivas.

En vista que (1.4) es invariante ante la sustitucién de P por I-P

el siguiente resultado es ﬁarticularmente significativo:

TEOREMA 1.6. I-Py es una proyeccién 87 y 8b6lo si K es un cono con-

vexo cerrado con vértice en el origen. En este caso I-PK = PKL
donde
(1.10) K=yl ¢y, <0, Vxek}

/

es el cono dual de K, y en consecuencia

(1.1 X = PKx + Ple , Vx € H

Los vectores Pexy Ple son ortogonales, y (1.11) proporciona la

Gnica descomposicién de x en suma de dos vectores ortogonales, u-
no en K y otro en Kl.

Las proyecciones sobre conos convexos, cerrados con vértice en el
origen tienen su origen e @B condicidn que los complementos de

las proyecciones sean también proyecciones y por esta razén jue-
gan un papel muy importante en nuestra teoria. Obsérvese que son
positivamente homogéneas y satisfacen la identidad
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(1.12) (x , P00 =lpPxlI? . .

En general I P no es una proyeccién, no obstante su rango no dis-

ta mucho de ser un’ ‘cono’ convexo con vértice en e1 orlgen. En efec-
to se tiene ' wh‘

(1.13) R(T-P,) = ®t,

donde K* es el llamado cono de receso de K, definido asi:

(1.14) K*={u| x+tu€ek, Yxe€K, ¥Vt >0} .

El cono de receso.de K es el mayor cono convexo cerrado con vérti-
ce en el origen que por traslacién puede instalarse en K; también
puede ser concebido como él conJunto de traslaciones que mantie-

nen a K dentro de si mismo.

Otros elementos geometrlcos de un convexo K se expresan natural-

mente en términos de P.. Asi por eJemplo, (P -I)x es el dual del
cono soporte en X y se denomlna el vértice de K en X; analogamen-
te, ((I‘P )~ -i)u es. la cara de K perpendzcular a u. De este modo

ciertas pecullarldades geométrlcas de K se trasladan a propieda-
des del operador-P . E1 lector hallara numerosas instancias de es-

ta 51tuac16n en el 2° y ser capitulo del artlculo precitado.

Bs fédcil .advertir que en ge ‘ral las proyecc1ones no son diferen-
ciables en todos los puntos, si- b1en, por un conocido teorema de
Rademacher, son d1ferenc1ab1es en casi todos 1l6s puntos cuando ac-
tGan sobre un espacio de d1mens16n finita. De maybr 51gn1f1cac1on
es el hecho que las proyecc1ones sean las operac1ones grad1entes
que satisfacen una cierta ecuacién diferencial:

TEOREMA 1.7. Una aplicacidn lipschitaiana P:H — H, D(P) = H, es

una proyeceidn si y sblo si satisface la ecuacidn diferencial

(1.15) (1-P)x = v L1 -pyxi?

2. EL ALGEBRA DE LAS PROYECCIONES

La clase de proyecc1ones sobre espac1os 11neales tiene propleda-
des algebraicas muy simples que dan lugar a la p051b111dad de
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efectuar la sintesis espectral de varios tipos de operadores 1li-
neales a partir de proyecciones. Es natural pues investigar en

que medida estas propiedades se extienden a proyecciones en gene-
ral. En este sentido los resultados que se obtienen no pueden ser
mds halaglefios, pues se descubre que, a pesar de las manifiestas
diferencias que puede haber entre un convexo y un espacio lineal,
el comportamiento de las proyecciones en general no difiere mayor-
mente del de las proyecciones lineales. Esta semejanza se hace

mds marcada cuando.se consideran proyecciones sobre conos, cuya
dlgebra retiene precisamente aquellas propiedades que hacen posi-
ble una teoria espectral. En este caso los operadores sintetiza-
dos o analizados no son necesariamente lineales. De la teoria es-
pectral nos ocuparemos en el § 3; aqui, completando esta resefia
sobre proyecciones, nos limitaremos a considerar el significado

de las relaciones: PK PK =P P +~PK = P , PK PK = PK PK .

’
2 KK 2 K,y 1 %2 2 Ky

Si K, y K, son espacios lineales la relacién P, P =P equiva-
1 2 K2 K1 K2
vale a PK P =P la cual simplemente dice que K, C K>
1 K2 K2 2
yo caso PK - PK es una proyeccién, precisamente la proyeccidn
1 2

sobre el complemento ortogonal de K2 en Kl‘ Que las cosas no ocu-

en cu-

rren asi en el caso general se advierte de inmediato considerando
el ejemplo en que K2 se reduce a un punto. El teorema siguiente
revela sin embargo notables semejanzas entre uno y otro caso:

TEOREMA 2.1. Las siguientes relaciones son equivalentes:

(2.1) P P, =P
Ky Ky Ky’
(2.2) R(Py - Py ) +K, CK ,
1 2
(2.3) P, -P, =P (I-P, )
K1 KZ T(Kz,Kl) K2

donde r(Kz,Kl) = {u | K2+u C Kl}. Ademds si Vv es el desplazamien-

to minimo que pone K2 en contacto con Kl’ la relacidén (2.1) im-
plica
(2.4 P, , P =P P =P B

K,+v K, K " Ky+v Ky+v
En el caso.de -conos convexos con vértice en el origen C1 y C2 es-
te teorema adquiere la forma:
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TEOREMA 2.2. La relacidn PC PC = PC equivale a decir que
2 71 2
PC - PC .es una proyeccidén; en este caso las proyecciones
1
P, ,P., Pl , Pl conmutan entre sf y sus productos coinciden
Cl C2 Cl C2 ’

con las proyecciones sobre las intersecciones de los respectivos

conos. Por pasaje a conos duales la relacidén P, P =P se
€2 & Cy
convierte en =
Pcl Pcl PCl
1 2 1
Pasemos ahora a la consideracidn de la relacidn P + P =P .
Ky Ky Ky

En el caso lineal esta relacidén es posible si y s6lo si K1 y K2
son ortogonales y si K3 es la suma directa de K1 y Kz. En el caso

general la situacién no ha sido adn completamente elucidada, pero
se perciben notables analogias. En todo caso siempre resulta que

K3 = K1+K2 y que en cierto modo K, vy K2 deben ser ortogonales.

La presentacidén de los detalles mno es posible, pues requiere con-
ceptos no discutidos aqui. Para conos convexos con vértice en el

origen los resultados obtenidos para el caso general adquieren la
forma: |

TEOREMA 2.3. La relacidw

(2.5) P, +P, =P
¢, c, K
implica

- ot s
(2.6) K =Cp+C, , Cp =0Cyn (C#Cy) , Cy = C; N (C;+Cy)

No se sabe si reciprocamente (2.6) implican (2.5). Una condicién
necesaria y suficiente enteramente andloga a la que existe en el
caso lineal puede enunciarse en términos de la nocidn de '"proyec-
ciones ortogonales'.

DEFINICION. Dos proyecciones PC y PC sobre conos convexos cerra-
2

1
dos con vértice en el origen se dicen ortogonales. st

(2.7) (Pclx , szx) =0 , VYxeH

En este caso los.conos C ¥y C2 también se dicen ortogonales.

Las proyeccionés sobre conos duales son ejemplos de proyecciones
ortogonales, pero en modo alguno los Gnicos.
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TEOREMA 2.4. La suma ] P
i i
proyecciones sobre conos convexos con vértice en el origen es u-

de una familia finita o numerable de

na proyeceidn PC s? y sblo si las proyecciones PC son ortogona-

i
les dos a dos. En este caso C = C1+C2+... .

Como se advierte este resultado es una réplica exacta del corres-
pondiente teorema para proyecciones lineales.

Finalmente discutiremos brevemente la cuestidn basica de saber
cuando el producto de proyecciones es nuevamente una proyeccidn.
En el caso lineal es bien sabido que esto ocurre solamente si las
proyecciones conmutan, eh cuyo caso el producto es la proyeccidn
sobre la interseccidn de los espacios lineales en cuestidén. En el
caso general, si bien la conmutatividad parece ser suficiente,

no es estrictamente necesaria, como se ve cuando uno de los
convexos se reduce a un punto, pero acaso también lo sea si se
trabaja médulo traslaciones. Notemos en primer lugar el siguien
te resultado, en el que la interseccidn de los convexos cuando

es vacia es reemplazada por la interseccién de uno de ellos con
una traslacidn del otro:

TEOREMA 2.5. 5% PKlPK2 = PK , entonces

(2.8) K=K n (K+) ,

donde u es la minima traslacidn que pone K2 en contacto con K1 .

En este orden de cosas el problema mis importante es el de la su-
ficiencia de la conmutatividad para que el producto de proyeccio-
nes sea una proyeccidn. El problema parece ser dificil y los re-
sultados hasta ahora obtenidos son fragmentarios e incompletos,
si bien todos apuntan hacia 1la vaiidez de la conjetura. En el ca-
so general nada hay de definitivo pero en el caso de conos la su-
ficiencia ha sido establecida por lo menos bajo la hipétesis que
uno de los conos sea de dimensidn finita (Teorema 5.6, loc.cit.).
La demostracién echa poca luz sobre el camino a seguir en el ca-
so general pues hace uso de propiedades que ni siquiera son véa-
lidas para todos los conos convexos.
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3. TEORIA ESPECTRAL.

El teorema espectral para operadores autoadjuntos en un espacio
de Hilbert (que podemos suponer real) establece que todo opera-
dor lineal autoadjunto T:H — H admite una Ginica representacién
de la forma

+ o
(3.1) T = J A dP ’

+ PR . N .
donde {PA}_: es una familia de proyecciones sobre espacios 1li-

neales dependiente de un pardmetro real ('resolucidn espectral')
que posee las propiedades siguientes:

(3.2) {p <A} = {Pu < PA} ,
(3.3) PA-'—O = P}\ ,
(3.4) P_=0 , P,_=1.

Reciprocamente, todo operador de la forma (3.1) es autoadjunto.
La teoria espectral contenida en la férmula (3.1) es doblemente
lineal, pues no sbélo el andlisis o sintesis que ella proporciona
son lineales sino que también lo son los objetos analizados o sinte-
tizados. Si alguna disciplina en andlisis merece el calificativo
de lineal es la teoria espectral, la cual, por asi decir, es el
arquetipo de teoria lineal. Es pues sorprendente, con esta abun-
dancia de linealidad, que la teoria espectral no alcance su 1li-
mite natural de validez en el dmbito lineal, y que admita una ex-
tensién natural a situaciones no-lineales. Precisamente nuestro
propdsito aqui es mostrar que la teoria espectral resiste casi
intacta cierta violacidén del segundo aspecto lineal, y que es po-
sible dar una representacidn espectral a cierto tipo de operado-
res no-lineales en términos de operadores elementales dPA que no
son ya proyecciones lineales sino proyecciones sobre conos con-
vexos cerrados con vértice en el origen. Contrariamente al orden
histérico en el caso lineal, en que el andlisis precede a la sin-
tesis, en nuestra presentacidén comenzaremos por la sintesis es-
pectral,

Para comenzar convengamos de una vez por todas que en lo sucesivo
el término "proyeccién" signifique 'proyeccidn sobre un cono con-
vexo cerrado con vértice en el origen". Toda proyeccidn es pro-
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yeccidén sobre su rango y por lo tanto en la notacién podemos su-
primir la indicacién del conjunto sobre el cual se proyecta. La
relacidén

(3.5) PP, =P

que indicaremos asi: P, < P,, introduce un orden parcial en las
clases de las proyecciones. Segln el teorema 2.2, P1 < P2 equiva-
le a decir que P2 - Pl es una proyeccidn, y puesto que toda pro-

yeccidn es mayor que la aplicacién identicamente nula (proyeccién
sobre el origen), P, < P2 y P2 - P1 > 0 son equivalentes. Es de-

cir el ordenamiento es aditivo. Notemos de paso que P1 < P2 equi-
vale a Pé < Pi, donde el simbolo L indica proyeccién sobre el co-

no dual. A esta extensidén del concepto de orden corresponde una
extensién de la nocién de resolucidn espectral.

DEFINICION. Una resolucidén espectral es una familia continua de
proyecciones sobre conos convexos cerrados con vértice en el ori-
gen {Px}f: con las propiedades (3.2)-(3.4).

El ejemplo mas simple de una resolucidn espectral no lineal es
talvez el siguiente:

0, A<o0O
Ejemplo 1 : PA =¢P , 0<A<1 , donde P es una proyeccién
I , 1T <X+

no lineal fijada de antemano.
Por superposicién se pueden construir ejemplos mas complicados:
Ejemplo 2: Sea H = M1 + M2 + ... una descomposicién de H en su-

ma directa de espacios lineales cerrados ortogonales, y para ca-

da i sean Ci y C; dos conos convexos cerrados en Mi’ duales rela-
tivamente a este espacio. Ahora bien, dada una sucesién creciente
de nimeros reales {Aj}f:.adjudiquemos a cada Xj una proyeccidn
cualquiera PA en la familia v {P V) PC"} de modo que las PA‘

1
i i Ci i i
agoten la familia. Bajo estas. condiciones

o A +oo
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es una resolucidn espectral.

Los ejemplos mencionados pueden ser calificados como resoluciones
discretas. Si el espacio es de dimensi6én finita todas las resolu-
ciones espectrales son discretas, en efecto, finitamente discre-
tas. Un ejemplo de una particidén no lineal continua es el siguien
te:

Ejemplo 3. En el espacio LZ(O,fzg sean C+[M,R] y C[u,A]l los co-
nos de todas las funciones no-negativas y no-positivas respectiva

mente en el intervalo [#,A], nulas identicamente fuera de &l.En-
tonces,

Pempon,+e] A<O0 o,

+ P + o<\ ,

Pe10,+e] (0,21

es una resolucién espectral no lineal continua.

Un teorema clave en esta teorfia, asi como en la teoria lineal, es
el siguiente:

Teorema 3.1. Si dada una resolucidn espectral {Pk}f: a todo in-

tervalo semicerrado a derecha (M,\] se le asigna la proyeccidn

P(u,A] = PA - Pu, entonces

(3.8) Plagargd Plugongd T PGl noGugy]

Mas ain, st (ul,kll n (MZ,KZ] = @ , entonces P(“1’*1] y P(HZ,XZ]

son ortogonales.

Con ayuda de este resultado y de las propiedades del orden se cons
truye, a partir de una resolucién espectral, una medida espectral
que asigna a todo conjunto de una cierta clase de conjuntos "medi-
bles" una proyeccidn, su medida espectral. Mas precisamente,

TEOREMA 3.2. Dada una resolucidén espectral {Pk}f: existe una 0-dl-

gebra de Boole E de conjuntos sobre la recta real que incluye a
todos los conjuntos borelianos, una 0-dlgebra de Boole ™ de pro-
yecciones y un O-homomorfiemo de Z enm®™ : E — PE’ tal que

P = P,. La proyedeidn P_ es la medida espectral de E. La
(-=,A] A E

medida espectral es regular, es decir, PE es a la vez el supremo
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de las medidas de todos los compactos contenidos en E y el infi-

mo de las medidas de todos los abiertos que lo contienen.

Z es la clase de los conjuntos medibles con respecto a la medida

espectral. La nocidn de canjunto medible induce la correspondien-
te nocidn de funcidén medible. A su vez, toda funcidn medible re-

al valorada f(A) puede ser integrada con respecto a la medida es-
pectral, y el resultado es un operador

X +o
(3.7) T = j £\ dp,

de H-en H. El dominio de definicién de este operador es el conjun-
to

. + o
(3.8) D(T) = {x |J f(?\)zd(P)‘x , X < 4o}

el cual es un cono convexo con vértice en el origen, denso en el
cono cerrado R(PE), donde E = {A | £(A) < +e}. En particular,

D(T) = H si £(A\) es finita salvo en un conjunto de medida nula,
condicidn que supondremos siempre cumplida. Los operadores linea-
les autoadjuntos aparecen como casos especiales de (3.7) cuando

la integracidn se efectfia respecto de resoluciones espectrales
lineales.

Asi, mediante (3.7), hemos construide en forma natural una amplia
clase de operadores, no lineales en general, que contiene a la
clase de los operadores lineales autoadjuntos. Aqui nos limitare-
mos a considerar las integrales de funciones no-negativas. En es-
te caso un cambio de la resolucidn espectral permite escribir la
integral (3.7) en la forma

+o
(3.9) T = J Aap,
0
donde ahora {Pl}f: tiene su soporte sobre la semirrecta real no-

negativa. A los operadores del tipo (3.9) los llamaremos operado-
res integrales espectrales, o simplemente, integrales espectrales.
A continuacién pasaremos revista a algunas de sus propiedades.

TEOREMA 3.3. Toda integral espectral T = J A dPA posee las pro-
0
piedades siguientes:

a. T es un operador mondtono mazximal, positivamente homogéneo,de-

4
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finido en unm cono convexo con vértice en el origen denso en H

we

b. |{x , Ty -(Tx , | <{x -y, Tx -Ty) , Vx,y € D(T)
1/2

we

c.(x , Ty <(x, Y2y , Ty , ¥x,y € D(T)

d. {(x , TX) es una funcional convexa positivamente homogénea de

grado 2;

e. T =V % (x , TX , Y x e D(T)

g, inf (x -y , Tx - Ty _ inf UTx - Tyl _ inf (o p jte
SUP iy -y 2 SUPgix -yl SR Mo
x,y x,y

Las integrales espectrales no son necesariamente continuas pero
sus restricciones a convexos de dimensién finita si lo son relati-
vamente a la topologia débil en el rango. Esta propiedad conocida
bajo el nombre de hemicontinuidad toma el lugar de la propiedad

de los operadores lineales de ser continuos sobre todo espacio de
dimensidén finita. Las integrales espectrales son ademds demicerra-
das, esto es:

TEOREMA 3.4. Si T es una integral espectral,

(3.10) {xa - X , Txa -y , lim HTxaH < +o} = {x € D(T), y = Tx}.

Desde luego puede ocurrir que una integral espectral sea continua,
para lo cual sélo basta que sea continua en el origen. En tal ca-
so el operador estd definido en todo el espacio y satisface una
condicién de Lipschitz, a la vez la resolucién espectral tiene so-
porte compacto. Reciprocamente, toda integral espectral definida
en todo el espacio es continua.

Una integral espectral es compacta si la medida espectral estd
concentrada en un conjunto numerable y acotado de puntos cuyo G-
nico punto de acumulacién es el origen y si el rango de la medi-
da espectral de todo punto es localmente compacto.

En cuanto al "espectro" de un operador integral espectral la si-
tuacidén .aparece como un tanto artificial. En el caso lineal la
clasificacién de los puntos de.la recta real segln propiedades de
continuidad de la resolucidn espectral y seglin la existencia y a-

cotacidn del operador (T - )\I)_1 conducen al mismo resultado. Es-
to no es asi en el caso general, donde, para restablecer la equi-
valencia, es necesario tomar en cuenta,ademis de la continuidad
de P,, su linealidad. Esta ins6lita aparicidén de la linealidad
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pierde su cardcter sorpresivo tan pronto como se advierte que ella
ha sido subrepticiamente introducida en el planteo mismo de 1la
Cuestidn al considerar el operador T - AI, combinacién Zineal de

T e I. Sea como fuere, el estudio del espectro no ha sido comple-
tado aln pues quedan por aclarar algunos puntos relativos al es-
pectro continuo. Un par de hechos bastarin para dar una idea de

lo que realmente ocurre. Un punto ko es un autovalor en el senti-

do corriente del término si y sélo si XO es un punto de disconti-
nuidad de PX; en este respecto lo no-lineal en nada difiere de lo
lineal. Por otra parte el operador T - XOI tiene inversa lipschit-
ziana toda vez que RO es un punto de constancia de la resolucién
espectral y PAo es una proyeccidn lineal. Aqui la condicidén de
Lipschitz es el suceddneo natural de la acotacién.

Toda integral espectral da lugar a un cdlculo funcional en la for-
ma misma como lo hace un operador lineal autoadjunto. El primer

paso es la identificacién del polinomio de un operador con la in-
tegral del polinomio:

+oo
TEOREMA 3.5. §¢ T = J NPy p() =ag tad + ...+ aA® oo
0 n

un polinomio que toma valores no-negativos sobre la semirrecta
real no-negativa,

+o
-— n-—
(3.11) p(T) = aOI + alT + oo+ anT = Jo r(A) dPAI.

Este resultado da pie a la notacién u(T)

+o
j u(A) dPA toda vez
0

que u(A) es una funcidén medible no-negativa en [0,+%] , De inme-
diato se demuestra que

(3.12) sup 1u(Mx - u(T)yl sup es u(\)
X,y Ix - yll A20

Yy que, si u y v son dos funciones de este tipo, el dominio de
(uv) (T) contiene al dominio de u(T)v(T), sobre el cual ambos ope-
radores coinciden. Ademis,

(3.13) (u(M)x , v(T)X =<(x , u(T)v(T)x s, Yx € D (T)) n D(v(T))

Naturalmente, si el producto u(T)v(T) estd definido en todo el
espacio, lo cual sdlo ocurre si ambos factores estin definidos
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en todo el espacio, entonces
(3.14) u(T)v(T) = (uv)(T)

Estos resultados contienen lo esencial del cdlculo funcional, el
cual puede ser resumido asi:

+o
TEOREMA 3.6. SZ T = J A dPA’ la aplicacién u(d) -» u(T) es un
0

isomorfismo isométrico entre la semidlgebra de Banach de todas
las funciones medibles no-negativas. y esencialmente acotadas so-
bre el soporte de la resolucidn espectral con la norma L=, Y una
semidlgebra de Banach de operadores mondtonos lipschitzianos con
la norma de Lipschita.

Todavia dentro del espiritu del cdlculo funcional debemos mencio-
nar una desigualdad de capital importancia para la caracteriza -
cibén en abstracto de las integrales espectrales.

TEOREMA 3.7. S22 T es una integral espectral y u(A) y v(A\) son
dos funciones medibles no-negativas sobre el eje real no-negati-
vo, entonces,

(3.15) hu(T)v(Mx - u(Mv(Dyl? < u?(Mx - u?(My , v3(Dx -

-vIMy ,  x,y € D?(M) ndv2(T)).

De (3.15) sigue de inmediato que si u(\) es funcién caracteristi-
ca de un conjunto entonces u(T) es idempotente y satisface (1.5),
y por lo tanto es una proyeccién.

Finalmente llegamos a la cuestién capital de caracterizar las in-
tegrales espectrales. ;Bajo qué condiciones un operador T:H - H
admite una representacién integral espectral ?, 6 en otros térmi-
nos, jcudles son los operadores que admiten un andlisis espectral?
Hay varias respuestas a esta pregunta, pero acaso la mis simple
sea la siguiente: .

TEOREMA 3.7. Todo operador monétono mazimal T: H —» H tal que
a. p(Maq(T) = q(T)p(T) ;
b. (p(T)x , q(T)X> =<(x , p(TIq(T)X ;

~c. Ip(T)q(T)x - p(T)q(T)y"Z < (pz(T)x - pz(T)y , qz(T]x - qZ(T)y);
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para todo par de polinomios p(A) y q(N) no-negativos en [0,+],
admite una representacidén de la forma T = J A dPA, y reeipro-

camente. La resolucidn espectral estd univocamente determinada
por T.

Recibido en noviembre’ de 1972.



