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SOBRE ALGUNAS IDENTIDADES DE INVARIANCIA Y DENSIDADES
LAGRANGIANAS DEGENERADAS

Ricardo J. Noriega

SUMMARY. It is well known that the lagrangian density

L = % /g (gij¢ i¢ j + k2¢) gives rise to the Klein-Gordon equation
gij¢|ij - k% = 0. LOVELOCK [ 10] has considered the problem of fin-
ding other lagrangians of the form L(¢; ¢,i; ¢,ij; ghi’ ghk,i) whose

associated Euler-Lagrange equation be also the Klein-Gordon equation.
In this case, one says that L is '"degenerate'", in the sense that the
Euler-Lagrange equation is of second order instead of being of fourth
order as it would be in general. The main purpose of the present pa-
per is to prove Theorem 1, which states that the only degenerate
lagrangians of the form L(¢; ¢,i; ¢,ij; 8hk’ Bhk,i
form (4.8). The proof makes use of the identities (3.1) and (3.3)
which, following RUND [ 4], we call invariance identities, which may

) are those of the

have some interest by themselves. For the sake of continuity, we

have relegated to the Appendix the problem of finding the form of all
the scalars (Theorem 2) and all 2-covariant tensors (Theorem 3) which
depend on a scalar ¢ ,the derivatives ¢,i and a 2-covariant tensor g, .

1. INTRODUCCION.

Un problema cldsico y en general de dificil solucidén es el de, dadas
las componentes de diversos objetos geométricos, encontrar todos los
objetos de un tipo dado que se pueden obtener como funciones de esas
componentes siendo la relacién funcional la misma en todos los siste-
mas de cooydenadas. Por ejemplo, si ¢i son las componentes de un co-
vector y ¥ son las de un vector, entonces definiendo L, = ¢ 6. vy"

en todos los sistemas de coordenadas las Lh resultan componentes de
un covector.

La primera solucidén a problemas de este tipo se encuentra en los tra-
bajos de Cartan [1], Weyl [2] y Vermeil [3] en los cuales se prueba
de diferentes maneras el siguiente resultado: si A*J son las componen-
tes de un tensor 2-contravariante simétrico obtenido a partir de las
componentes de un tensor métrico -S4 de las derivadas 8hk,t * hk,ts

y si A*J es lineal en las segundas derivadas, entonces
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AYd = .61 b.g"), donde a y b son constantes y G13 es el tensor
de Einstein.

El estudio de estos problemas recibe un nuevo impulso con el estable
cimiento de un método que permite obtener ciertas identidades que
deben satisfacer los objetos geométricos concomitantes, las identi-
dades de invariancia (ver §3), que dan informacidén sobre la estruc-
tura algebraica de dichos objetos. En [4] se obtienen las identida-
des de invariancia para los casos:

i) L L(wj; wj,k; 8hi)

11) L = L(gy,; 8hk,2’ Shk,lm)

mientras en [5] se calculan para el caso

- . i . i
L = L(glj, I‘Jk’ er,h)
donde wj son las componentes de un covector, g5 las de un tensor
métrico y P;k las de una conexién afin.

El conocimiento de las identidades de invariancia no es suficiente
en general para la completa determinacién de los objetos concomitan-
tes. En [6] hemos considerado los casos, sencillos por fuerza,en los
que de las identidades de invariancia se calculan dichos objetos.

Esta insuficiencia hace que sea necesario agregar hipdtesis sobre
los objetos concomitantes para su determinacién. En el ejemplo que

dimos, All Aij(ghk; k.t Bnk tm), las hip6tesis agregadas son la
= . ’ ’

simetria, la nulidad de la divergencia y la linealidad de la depen-
dencia en las segundas derivadas. (Estas son sobreabundantes como se
puede ver en [7]).

Hay otra hip6tesis simplificadora que es la que se usa en el presen-
te trabajo y es la degeneracidn de ciertas densidades escalares.

Esto significa lo siguiente: sea L una densidad escalar (Lagrangiano)
concomitante de un objeto pA, de algunas de sus derivadas, de un ob-
jeto prefijado A% y de sus derivadas hasta un cierto orden, es decir

L = L(p%; oA, 5 oee. s Pt DTN LT S )

i ,11...im’ 234 ’ ’jl"'js

Las expresiones de Euler-Lagrange asociadas son

) o ar oL
EA(L) = ELK + 21(-1)r il -
P r= r A
ax “...dx ap’il"'ir

En general estas expresiones serdn de orden 2m en pA y se dice que
L es degenerada si dicho orden es menor que 2m. La hip6tesis simpli-
ficadora de degeneracién se ha utilizado en [8] para calcular las
densidades del tipo
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y en [9] para calcular las de la forma
= JRS: S 3
L =105 Tk Tyu,n)
siendo estas densidades las que se utilizan para deducir las ecuacio-
nes de campo de la teoria general de la relatividad. También se uti-
liza una densidad escalar para deducir, por un principio variacional,
la ecuacidén de Klein-Gordon

ij )
g0 - k

$ =0
donde gij es la inversa de un tensor métrico preasignado Ehic? ¢ es
un escalar, k una constante y donde la barra vertical indica la de-
rivacién covariante respecto a los simbolos de Christoffel del ten-
SOT g, .- El Lagrangiano que hay que utilizar es
. . - 1 =, 1] 2
L(¢’ ¢’-’ gij) f"g(g ¢,i¢,j +k¢)

1
para el cual las expresiones de Euler-Lagrange son

Bw) = & - 2 2y - vgete | - k)
3¢ ox* 0¢ . J

Segdin se indica en [10], pdg.485 , existe un Lagrangiano de la forma

L =1L(; ¢’i; ¢,ij; ghi ghk,t) a.mn

tal que al aplicdrsele un principio variacional resulta nuevamente
la ecuacién de Klein-Gordon. Ese Lagrangiano es

L=1vg¢ (gij¢|ij - k%) (1.2)

Pero entonces el Lagrangiano (1.2) es degenerado pues las expresio-
nes correspondientes no son de orden 4 sino de orden 2. Resulta en-
tonces que la ecuacién de Klein-Gordon se puede obtener a partir de
un Lagrangiano degenerado.

Dado que en [10] no se insiste sobre los Lagrangianos de la forma
(1.1), hemos creido conveniente proceder a su completa determinacién
via las identidades de invariancia y agregando la hipdtesis de la
degeneracién.

2, DERIVADAS TENSORIALES.

Dado un Lagrangiano de la forma (1.1), indicaremos

Lt - % ; L= aZL ; LH - ——a:L
)i ’ij (2'1)
) AR R )
9855 %835,n



219

Los objetos asi definidos no son todos densidades tensoriales. Vamos
ahora a encontrar objetos relacionados con ellos que si lo sean; se
denominardn derivadas tensoriales.

) . i s
Para una transformacidén de coordenadas X* = X (x3) sers:

$ =9 o
;- Bliﬂt:’k (s} - E%T)
St Bli(j et Bli(B?v),kh (2.2)

o BEB?gkh i o 2%
Bij,0 7 BieBig * BiBle,, ¢ BYBIBSg,, | it axdaxt

Por ser L una densidad escalar:

L(s; $,i; $ ..; 8..; Eij,l) = B.L(¢; ¢,k; )

,ij’ Bij kb’ Bxns Byn,¢)

donde B = det(B?). Entonces por (2.2):

U kqh K kp k
L(¢’Bi¢,k’Bij¢,k+BiBj¢,kh’B Bl gkh’B LB i8kn* By ﬂgkh+B B! BLgkh ¢)

= B.L(¢; ¢ X (2.3)

® xn’ Bk’ Exn,e)

Derivando ambos miembros de (2.3) respecto de ¢, obtenemos:

r® = B.L¢

lo que nos indica que L? es una densidad escalar.

Derivando respecto a ¢ xh resulta:
>

piigkgh - g, kb
1]

es decir L' es una densidad tensorial 2-contravariante.
Andlogamente, derivando respecto a 8xh. ¢ se obtiene:
’
Fij,L _ i,jalykh,t
L B'AkAhAtL

Lkh,t:

0 sea es una densidad tensorial 3-contravariante.

Estos resultados valen en general: si

T =T(; ¢ g 33 @
0t

es una densidad tensorial r-contravariante, s-covariante, entonces

sEpeeet ? Bpriv s ghk,pl...pn)

oT oT T

¢ 29 [P aghk,pl...pn

(z.4)

son densidades tensoriales de valencias indicadas por la posicién de
los indices.

Derivando ambos miembros de (2.3) respecto de ¢ k queda:
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T8 + rijBEj = B.LK

(2.5)

Para escribir (2.5) en forma tensorial debemos eliminar las segundas

derivadas BX,. si ri
ij ik
de su ley de transformacidén deducimos:

son los simbolos de Christoffel del tensor ghi?

BK. = B*TS. - BPBIrk (2.6)
ij s 1] 1] pq
Reemplazando en (2.5) y usando el cardcter tensorial de Lij, deduci-
mos:
(T® + TH7S )k = Bk + LPIrK )
1i3° s Pq

Entonces si M°% = L% + LlJsz, las II® son componentes de una densidad
tensorial l-contravariante.

Andlogamente, derivando ambos miembros de (2.3) respecto de 8xn TYe-
sulta -
piigkgh , piisL(gk gh , pkphy - ppkb
i’j il"j i

Reemplazando las derivadas segundas de acuerdo a (2.6) obtenemos,
usando el cardcter tensorial de L13*% 1a relacién:
piph (pid + pmisty o, pimidy 3y o pkh 4 pPReapk o pkPadph
ij ml m{ Pq Pq

Luego, si At = L1 . LSJ’Zr:L + Lls’zriz, las A*J son componentes

de una densidad tensorial 2-contravariante.

En definitiva, hemos construido las siguientes derivadas tensoriales:

pf 2 3L i oo piogogpsipd 0 pif o 3L
a9 s 9% 4
’ (z.7)
A3 - pid oy sz,Lriz + Lis’zrgt ; Lk o g—ik——
€ij,k

3. IDENTIDADES DE INVARIANCIA.

En la identidad (2.3), ademids de ¢,gkh
que aparecen factores de la forma B? y Bj

y sus derivadas observamos
Iz Como la transformacién
de coordenadas puede ser cualquiera (mientras sea diferenciable e in-
versible), podemos considerar que dichos factores varian arbitraria-
mente y en forma independiente excepto por la simetria de Bbz en j,L.
Podemos entonces derivar ambos miembros de (2.3) respecto a B?, lo

cual nos da n? identidades y también lo podemos hacer respecto a Bb

L3 ’
2 jL
lo cual aporta otras E—L%ill identidades. Las identidades asi obteni-
das se denominan <dentidades de invariancia.

Derivamos entonces ambos miembros de (2.3) respecto de B:c y resulta:
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ij 1 gk sbsc . sbsc i, 1 sk sbsc . sbscygh

TH g okeiss + 8550  + T 785635 + 88)Blg,, +
+ij,& 1 sh sbsc bscypk -

+ L 7 808085 + 878%)BYg, = 0

Esta igualdad vale cualesquiera sean las B , en particular para
Bh 6?, con lo que queda:

1, be by 1, be,h ch,b kb,c _
(LT LT8G (LT gy ¢ LT L0 v L g ) =

Por la simetria de LP¢ y P¢»d

en b,c, lo anterior se escribe

Lbc¢ + (Lbs,c + LC8» b)g

sa

[}
o

(3.1)

que es la primer <dentidad de invariancia.
Veamos una consecuencia de esta identidad: si suponemos que L no de-

pende de g, _ _, es decir LP%:¢ = 0, de (3.1) obtenemos: LPC ¢ Q= 0.
t] ’
Como eso vale para todo a, debe ser Lbe - 0, o sea L no depende de

¢,bc'

Reciprocamente, multiplicando (3.1) por gat y sumando sobre a llega-

mos a: LPC% agat + LPEsC 4 LoD - g 4o donde:
’

LPEse = J(LPts _g3C - LD 3T . 1of gaby (3.2)

ya ,a

bt,c

Entonces si th =0es L = 0. Hemos demostrado entonces:

PROPOSICION 1. L es independiente de gij h sl y sblo si es indepen-

diente de ¢ te

Pasamos ahora a la segunda identidad. Derivando ambos miembros de

(2.3) respecto a Bﬁ y después haciendo B Sg, las derivadas se-
gundas son cero y queda:
b bh kb bh kb bh,t
L ¢,a *L ¢,ah + L ¢,ka + L gah + L gka *L gah,t *
kb,t kh b - sb
L gka,t * gkh a 5a L

bh, t

Reemplazando cada L por su expresién (2.2) y cambiando indices

se llega ar

b bh QL ht sb r
L ¢,a + 2L ¢,ah + 2L gah - L ¢,sg grarht
- bh s _ 1bt 8 _ gb
L h¢ L ¢,srta sa L

Usando (2.7), podemos transformar esa igualdad en:

b bh bh _1ij _ tht sb r _ sb
I ¢,a + 2L ¢|a + 2177, - L P1J¢ L ¢’sg 8,.aT 83 L
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ht

Reemplazando Lij¢ a Y L™ "¢ g por (3.1) se llega a:

b bh bh_ . is,j js,i b
nn ¢’a + 2L ¢|ah + 2L €. +(L™°°Y + L )gasrij

» k,h b
* (Lhk t Lt ’ )gksgs grar]l:;t = 82 L \

de donde pasamos a:

=8P L (3.3)

b bh bh
"¢ a’ 2L ¢]ah v 2A an a

que es la segunda identidad de invariancia.

4. DENSIDADES LAGRANGIANAS DEGENERADAS.

Pasamos ahora a considerar los Lagrangianos de la forma

que sean degenerados, es decir cuya expresi6én de Euler-Lagrange sea
de orden menor que 4 en las derivadas de ¢. Recordamos que esta ex-
presién es:

art | a%id

ax* axtaxd

E(L)'= L -

Es claro que el primer sumando no aporta derivadas de ¢ de orden ma-
yor que 2. El1 segundo sumando no aporta derivadas de orden 4, las
que vienen entonces dadas por el Ultimo a través de:

2.ij .
DLl ikl e (L)
axtaxd » 1X1J
. ij 2
donde piishk _ 2L = oL y en (...) juntamos todos los tér-
¥ e % nid? i

minos que no contengan derivadas de ¢ de orden 4.

Teniendo en cuenta la simetria de L1I3PK op i,j y en h,k y ademis

siendo: Lidshk - phk;i] (igualdad de las derivadas cruzadas), podemos
escribir:

dE _ 1 abjcd

a¢,abcd 3

acj;bd

+ Lad;bc)

+ L

Hemos demostrado entonces:

PROPOSICION 2. La expresidén de Euler-Lagrange de L no contiene deri-
vadas de orden 4 de ¢ si y sdlo sz

xabsed _ pabjed | jacibd | padibe _ (4.1)



223

Notemos que por (2.4) es xabsed una densidad tensorial.

Para averiguar la dependencia de las derivadas terceras, calculamos:

2.1j
a°LHd ij;¢;hk ijsh;rs ijsh
—_— = LY . .o+ LY . .+ L7Y2 ..+
axiaxd ¢,J¢,hk1 ¢,h3¢,r51 ¢,h]1
ijs;hk;rs ijshk
+L $ hki®,rsi T L ® hkji
ij;hk;rs ijs;hk,t;rs
+L hk,i%,rs1 * L 8hi,ei®,rsit C00)

donde en (...) incluimos todos los términos que no contienen deriva-
das terceras de ¢.

i .
Por otra parte QLT = Lishkg

x ki b Ge)

Luego, teniendo en cuenta las simetrias apuntadas

ajsbeysh ajj;becyshk
(x ) ¢,hj + 2(x ) ¢,hkj

. (xaj;bc);hkg + (Xaj;bc);hk,t + (xaj;bc);¢¢ .
s

hk,j h|

Bhk,tj
Por la Proposicidén 2 resulta entonces:

PROPOSICION 3. S¢ E no depende de las derivadas de orden 4 de ¢, en-
tonces tampoco depende de las derivadas de orden 3. Entonces la con-
dieidén (4.1) es necesaria y suficiente para que E dependa de las de-
rivadas de ¢ sbélo hasta orden 2.

La dependencia'de E(L) de las derivadas terceras de gij estd dada a
través de

= piishk,t V(. . . . .
E() =1 Bhi,e5i T U85 @ 45 @ 538555 85 ) €55, hK)
Si al Lagrangiano se le aplica un principio variacional, E(L) debe
anularse idénticamente. Si las gij son arbitrarias de modo que las
ghk tii puedan considerarse independientes excepto por las simetrias
L

en h,k y en t,j,i, entonces los coeficientes que las acompafian deben
ser nulos. Por las simetrias apuntadas se obtiene
Lij;hk,t it;hk,j Ltj;hki

+ L =0 (4-2)

De acuerdo a (3.2) podemos escribir las tres igualdades
A- 2 Lhk,t;ij - Lhk;ij¢ agat _ Lht;ij¢ agak - th;ij¢ agah
t] ’ ’

_ hk,j;it _ ;hk;it aj _ ;hj;it ak _ kj;it ah
B 2 L7 L™ ¢’ag L ¢’ag L ¢’ag

C- 2 Lh‘k,i;jt - Lhk;jt¢ gai _ Lhi;jt¢ gak _ Lki;jt¢ gah
»a sa ’X:



224

' Si ahora hacemos A+B+C, el primer miembro se anula por (4.2). En cuan
to al segundo miembro, la suma de los segundos sumandos es cero por
(4.1) asi como la suma de los Gltimos sumandos.

s L . it .
Resulta entonces LPK3idg agat + Lhk’1t¢ agaJ + LRk33 ¢ agal =0
’ t] ’
Sean A\° = ¢ agas; entonces las A® son componentes de un vector y la
’
igualdad anterior se escribe

phksijyt , phksitgg . (hksiegi _ 4.3)

Dado un punto de la variedad, podemos conseguir un sistema de coorde
nadas para el cual todas las A sean distintas de cero en dicho pun-
to. Como (4.3) es tensorial, sigue valiendo en ese sistema. Haciendo
hk;iigi _

j=t=i sin sumar en (4.3) obtenemos: 3L 0 de donde, siendo

Aty 0, LP®331 = o Ahora haciendo t=i en (4.3) resulta

phksigni , phk;iigg , phksjini _

El segundo sumando es cero como acabamos de ver y el primero es
. . i .
igual al tercero. Siendo A~ # 0 obtenemos

phksii o g (4.4)

Por (2.4), la igualdad obtenida es vidlida en todo sistema de coorde-
nadas. Entonces

PROPOSICION 4. S7 L es una densidad Lagrangiana degemerada y si las

Ehk eji se pueden considerar independientes, entonces se cumple
’
(4.4).

Notemos ahora que para obtener la primera identidad de invariancia,
la Gnica propiedad que hemos utilizado de la ley de transformacién
de L es que en ella no aparecen derivadas de orden 2 de las x1 res-
pecto a las X . Como toda densidad tensorial tiene esa propiedad, en
tonces también cumple esa identidad y por lo tanto es vilida para
ella la Proposicién 1.

Entonces de (4.4) deducimos

Lhk;ij,ﬂ =0 (4.5)

lo cual, junto con (4.4) nos dice que LPk no depende de 8ij,e ni de
’

hk _ ;hk,. . .
¢,ij' Luego L =L (¢’ ¢’il glJ)

Podemos escribir (4.5) en la forma = 0 y entonces Lij'Z es
una densidad tensorial que no depende de ¢ hk’ Aplicdndole la Propo-
’

Lij,l;hk

sicién 1, tampoco depende de 8hik ¢+ ©S decir
’

Lij,—e;hk,t =0 (4-6)
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. Las igualdades (4.4) y (4.6) nos dicen que L es lineal en ¢ ij y
t]
en g,y - Podemos escribir entonces,
st N

_ mbi bi,c . .
L=T ¢’bi + T 8pi,c * T(@; ¢ .5 8:.) 4.7)

»i2 ®ij

donde claramente TPT = [P | rPis¢ - pPi.e o 5r tanto son densi-

dades tensoriales dependientes de ¢, ¢ i1 Y gij' Por (3.2)

bi,c -1 . bi ac _ be ai _ ;ei ab -
T gbi,c -2 (L ¢,ag L ¢,ag L ¢,ag )gbi,c
bi 1 h _;bi a
L™ . 7 (8hi,c = Bbe,i ~ Bci,p) = L0 Ty
Luego, de (4.7)
L=1bigp . - ) + T(; ¢ . g..) = LPlg  _ + T(e36 .5g..)
,bi ,a b1 »i’ ®ij |bi 2,15

Como el primer miembro y el primer sumando del segundo miembro son
densidades escalares, entonces también lo es T. Suponiendo que el

covector ¢ ,i ho es nulo, es decir la forma cuadritica g J¢ ¢ # 0,
probamos en el apéndice (Teoremas 2 y 3) que debe ser

LPi = /g (gbi.f(¢,w) + gbhglk¢ h? k.t(¢,¢))
T = /g.h(e,¥) W =g 0 9

y por lo tanto concluimos

TEOREMA. 5% L = L(; ¢ .3 ¢ ;.5 8,5 8y ¢

giana degenerada y las Bhk.t S¢ pueden considerar independientes,
3

) es una densidad Lagran-

entonces si Y = gij¢ i T
t] ’

L= VEg" ), £6,0) + gt 0 6y L t0,9) + TN (4.8)

Como hemos trabajado con condiciones necesarias y suficientes para
la degeneracién, todo Lagrangiano de la formg (4.8) es degenerado.
Luego (4.8) da todos los Lagrangianos degenerados.

APENDICE

Si gij son las componentes de un tensor 2-covariante no singular y
¢ es un escalar de tal manera que ¢ i no sea un vector nulo, vamos

a encontrar tensores de 6rdenes 0 y 2 que se obtengan a partir de
%, ¢ 1Y 8

TEOREMA 2. S¢ L = L(¢; ¢ i3 gij) es un escalar y st ¥ = gij¢ ;® j
. b H] »
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entonces L = f(¢,V¥).
Dem. Fijamos la primer variable ¢ e investigamos la dependencia de L

de ¢,i Y 8i5- Consideremos la hipersuperficie ¢ = gijdb’i ¢,j= c (cte.).

Si hacemos un desplazamiento infinitesimal en la direccidén tangente a
la hipersuperficie, serd d¥ = 0, o sea

6 . ¢ ..dgid v giig ap . +glig as . =0 (A.1)

s 1 5] s 1 5] 5] s 1

.. ij .
Pero dg*d = g~ .dg_,; como nggkt = 8J, entonces derivando respec-

t,

agab
ij .. .
to a g, obtenemos: 9g ° _ 1 gajgib | 1 ghigia,
a og 2 2
ab
Entonces en (A.1) queda
aj_ib _ ij
6 0 ettty s 2t e s | (A.2)

Podemos obtener la identidad de invariancia para L derivando la igual

T(e: BE . pkpgh - . . a
dad L(¢; Bi ¢,k’ Bingkh) L(¢; ¢,k’ gkh) respecto a Bb con lo que

b5 g =0 (A.3)

+
N

resulta Lb ¢

o también Lbs = -% g% ¢ Lb (A.4)

Queremos probar que para desplazamientos infinitesimales en la direc-
cién tangente a la hipersuperficie ¥ = c resulta dL = 0. Recordando

que hemos fijado la primer variable, es dL = Lbs.dgbs +1b.4 ¢ b
s

Reemplazando LS por (A.4): dL = % Lb(z2.a ¢y - g?% ¢ .48, )

b

A esta altura querriamos reemplazar LP por gt ¢ . para poder aplicar

(A.2). Bastaria que fuese Lb - c.gtb ¢ . Yy para que eso ocurra es ne-
’
cesario y suficiente que LP y gtb ¢

ngts ¢ ¢ " Lsgtb ¢ . para todo s,b. Por (A.4) eso es lo mismo que
’ 2

¢ sean proporcionales, es decir
s ,

Lbs - LSb, lo cual se verifica por la simetria de ps -

Entonces dL = % (thb ¢ t'd ¢y - gbtgas ¢ ¢ 8.dgbs) =0
’ ’ ’ ’

por (A.2). Queda probado asi el Teorema.

COROLARIO. s¢ L = L(¢; ¢ ;3 gij) es una densidad escalar entonces
’

L =7/g £(¢,¥).
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En efecto basta observar que L/V/g es un escalar y aplicar el Teorema 1.

TEOREMA 3. 57 Lbs = Lbs(¢; ¢,i; gij) es un tensor 2-covariante simé-

trico y ¥ = gij ¢ i é Iy entonces Lbs = gbs-f(¢,¢) + ¢ b ¢’S-t(¢,¢)-

Dem. Para una transformacién de coordenadas X~ = X>(xJ) serid

- ey

r . ok kyph
Lij(#; Bs ¢ B Be8xn) = BiBilp,

sk’
Derivando respecto a B: obtenemos inmediatamente la identidad de inva

riancia L’ ¢ o+ 2Py - 8P .+ 8PL (A.5)

ij ",a ij®as i“aj j ia

Dado un punto P de la variedad vamos a trabajar con un sistema espe

cial de coordenadas alrededor de dicho punto. Sea A% = gt ¢ o3 afir-

mamos que existe un sistema de coordenadas alrededor de P tal que,

en P A Fo,n, = L= =0 g.. = %5, (A.6)

2 n ’ ij ij

Para probarlo, observemos que el vector de componentes A' define una
direccidén tangente a la variedad. Si tomamos el primer eje en esa di-
reccidn, aseguramos que kl #0, Kz = ... = An = 0. Por otra parte, da

do un vector no nulo, es decir que la forma cuadrdtica fundamental cal
culada en ese vector no sea cero, se puede elegir una base ortonormal
de manera que el primer vector esté en la direccidn del vector dado.
Pero la suposicién de que A' sea no nulo es equivalente a la de que

’

) ; Sea no nulo, es decir gij ¢ i [ j# 0. Es claro que para que la
tl ’

ecuacibén de Klein-Gordon tenga sentido debe cumplirse esa condicién;
entonces eligiendo la base ortonormal de forma que el primer vector

esté en la direccidén de 1los At se verifica (A.6).

Si indicamos e, = g.. = £1, entonces
1 11
= s _ sb = \Pb - t :
¢,t = ¢,s 5t = ¢’s g 8y A e stk (sin sumar t)
Por 1lo tanto‘ ¢’1 #0, ¢’2 = ,.., = ¢,n =0,

Eligiendo ese sistema, si en (A.5) hacemos a#1, i#b#j, resulta
Lbs

ij 8as ~ 0.

ba _ . .. ba _ ;ab ba_
Entonces Lij = 0 para a#1, i#b#j; como Lij = Lij’ entonces es Lij 0

para b#1, i#a#j. Por lo tanto si en (A.5) tomamos a#1, b#1, i#a#j,

entonces 5? L ., + 8P L. =0.
i "aj j Tia

Haciendo i=b#j (sin sumar), obtenemos Laj = 0 - para a#1,a#j.
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Por la simetria supuesta es Lij = 0 para i#j. Veamos cémo son los Lii‘

b

Tomando a#1 en (A.5): ZL?ﬁs =d86.L . + 8?L. (sin sumar la a)
ij a i“aj j ia
. s 3 ba -
Haciendo b=i, a=j ZLbaea‘ Laa (A.7)
Cambiando nombre a los indices y siempre que b#1
ab _
2L37e, = L, » (A.8)
Por la simetria supuesta, L:; = L?i, luego de (A.7) y (A.8)
gbbLaa = gaaLbb (a#1#b)

Por esta relacidén de proporcionalidad deducimos que debe ser

- - — ) -2
L22 = T.gzz,...,Lnn = T.gnn. Respecto a L11’ si S = (L11 T'g11)¢,1

entonces L = T.g;; * S.¢ 1.¢ ;- En definitiva hemos demostrado que
’ s

en el punto P y para el sistema de coordenadas elegido

Lbs = gbsT * ¢,b ¢,s S (A.9)
Si hacemos una transformacidn de coordenadas xt = Ei(xj), entonces
en P
_ npbnps _ pbgrs bys -5
rij = ByBIL, = B;Blg, T + B B ® 8 S =g T+ 6 S

por lo tanto (A.9) vale para todo sistema de coordenadas en P. Como

P era cualquiera, (A.9) vale en toda la variedad. Como T y S no va-
rian con el sistema de coordenadas, son escalares. Veamos que son fun
ciones diferenciables:

Dado P en la variedad, consideramos un entorno coordenado de P en el
en el cual P 0 para i#j. Entonces tomando b#s en (A.9) resulta S

diferenciable en ese entorno; luego tomando b=s resulta T diferencia-

ble. Como P era cualquiera, T y S son escalares diferenciables en to-

da la variedad. Si probamos que son funciones de ¢, ¢ 1Y 8y podre-
’

mos aplicar el Teorema 2 y quedard probado el Teorema.

Como Lb -g. T=2¢ ¢ S, tomando determinante y siendo el segundo
s bs ,b " ,8

miembro un producto, serd det(Lbs T) = 0, ecuacién que nos indi-

" 8ps
ca que T sdlo depende de Lbs y de 82 O defini;iva de ¢, ¢,i y gij'
Luego de (A.9) lo mismo vale para S,
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