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ALGEBRAS DE FUNCIONES DIFERENCIABLES 

Gustavo Corach y Angel R. Larotonda* 

En la presente nota se establecen condiciones necesarias y suficien­
tes para que un álgebra topo16gica A sea isomorfa al álgebra de fun­
ciones infinitamente diferenciables sobre una variedad diferenciable 
X de dimensi6n finita. Se establece de esta forma una corresponden­
cia funtorial entre la categoría de variedades diferenciables y una 
categoría de álgebras topológicas. corlespondencia que deviene una 
equivalencia categorística. En tal sentido hay puntos de contacto 
con [51; la diferencia es que aquí no se manipula con haces sino más 
bien con secciones globales. Por 10 que las caracterizaciones no re­
sultan de traducci6n inmediata. En particular. algunas condiciones no 
tienen análogos en ambas presentaciones. 

La equivalencia de categorías aquí estudiada tiene como fundamento 
una algebrización de la geometría diferencial (o. al menos, de parte 
de ella). de modo análogo al caso de variedades algebraicas afines y 
álgebras afines, o bien espacios compactos y C*-álgebras cOlUlIutativas. 

1. Salvo advertencia. todas las álgebras consideradas serán álgebras 
conmutativas sobre el cuerpo real R. con elemento unidad indicado 1. 

Un morfismo f: A -- B de tales álgebras será una aplicación R-lineal 
que verifique 

f(x.y) = f(x).f(y) para x.y EA. f(1) = 1 • 

En general la mayor parte de las nociones que se utilizarán pueden 
pensarse en contextos más amplios. pero no insistiremos en ello. En 
particular nos restringiremos al caso de álgebras m-convexas [121; 

indicaremos en tal caso con X(A) al espacio de caracteres de A. es de­
cir al conjunto de los morfismos continuos h: A --+ R. provisto de la 
topología de la convergencia simple. Por 10 general no requiere mayo­
res esfuerzos adaptar la teoría existente (álgebras sobre el cuerpo 

C) a nuestro caso. vía complexificación. 

Como nos interesan las álgebras "esencialmente" reales. nos concéntra­

remos en aquellas (que denominaremos áZgebras formaZmente reaZes) que 
verifican: 

* El primero de los autores realiz6 el trabajo contando con el apoyo 
de una beca del CONICET. 
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n 
"¿ a1~ no inversib1e .. ningl1n a1. inversib1e" 
-i=.l 

Si A_es un álgebra formalmente real es inmediato que A ®R C es una C­
álgebra m-convexa con invo1uci6n cuyos caracteres son todos herm~tia­
nos (observar que 1 + xx· resulta siempre inversib1e); por otro lado 
A se identifica con la subá1g~bra de los elementos hermitianos de 
A ®R C y los caracteres de A y de A ®R Cse corresponden-o Combinando 

esto con [12] pág. 53 obtenemos: 

PROPOSICION 1.1. Sea A formaZmente reaZ; enponaes todo ideaZ ma~imaZ 
aerrado es de aodimensión 1 y por ende eZ ndaZeo de un oardater._ Si 

además A es de Fr~ahet. todo morfismo h: A ---+ R es aontinuo. En oon 

seauenaia. si A es un dZgebra de Fr~ohet formaZmente reaZ y M e A es 

un ideaZ. son equivaZentes 

a) M es ma~imaZ oerrado. 

b) M es de oodimensión 1. 

c) M = h- 1 (0) para un (dniao) morfismo-h: A --+ R. 

Nos restringiremos en 10 que sigue a álgebras de Fréchet formalmente 
reales y m-convexas; en tal caso X(A) es siempre hemicompacto ([ 12] 
pág. 22). De 1.1 resulta una inyecci6n continua 

1/: X(A) ---+ J(A) (1) 

donde J(A) indica el espacio de los ideales maximales de'A, provisto 
de la topología de Jacobson (e.sto es, como subconjunto del espectro 
primo de A, [2]). Recordemos que esta topología hace de J(A) un espacio 
T 1 , casi-compacto pero en general no separado. 

Se dirá que A es un áZgebra armónioa si J(A) es separado (luego com­
pacto) (ver [ 15], [16]). 

La transformaaión de GeZfand 

g: A ---+ Cc(X(A),R) 

definida por 9 (x) = x (donde x (h) = h (x)) resulta continua cuando se 
considera la topo19gía .de convergencia uniforme sobre compactos para 
C(X(A),R) (€ste es el significado del subíndice c); basta observár que 
por ser A de Fréchet coinciden los equicontinuos con los débilmente 
relativamente compactos de A'. La imagen A = 9 (A) es una sub1ílgebrá. 
densa de G(X(A),R) por el teorema de Stone-Weierstrass. 

Es claro asimismo que la topología de X(A) es la topología definid~ 
por la familia A, esto es la menos fina que -hace continuas a todas 
las aplicaciones i(a en A). El nl1cleo de 9 es evidentemente 

n {h-1 (O): h E X(A)} = Rad (A) -que en nuestro caso coincide con el r!. 
dical "algebraico" (esto es, la intersecci6n de todos los ideales maxi 
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males de A) (ver [ 121, Prop. 7.3). La identidad de ambos radic'ales ti~ 
ne como consecuencia inmediata el hecho que la imagen de la aplicación 
(1) es densa en J(A). 

El álgebra A se dice pegulap si la aplicaci6n (1) es un homeomorfismo 
entre X(A) y su imagen (o 10 que es igual, la topología de Jacobson 
inducida en X(A) coincide con la topología débil). 

Adoptaremos aquí una definición de regularidad fuerte que es una mo­
dificación de la usada en [11; para ello denotemos con sopea), para 
a E A, al soporte de la aplicaci6n a: X(A) --+ R, esto es: 

sop (a) = {h E X(A): h(a) i a} 

Si Ao = {a E A: sopea) es compacto}, es inmediato que Ao es un ideal 
de A que puede coincidir con A (por ejemplo si X(A) es compacto). 

Diremos que A es un álgebra fuertemente regular si se verifican: 

a) Rad (A) = a (esto es 9 es inyectiva) . 

b) Para cada h E X(A) y cada a E h- 1 (a) existe un elemento b E A tal o 
que h(b) = 1 Y b 2 (1-a) + 712 es inversible para todo escalar X i O. 

LEMA 1.2. Sea A un álgebpa de Fr~ahet m-aonvexa. formalmente real y 

fuertemente regular. Entonaes 

a) A es regular y arm6niaa. 

b) X(A) es loaalmente aompaato y numepable al infinito. 

c) Ao es un ideal denso de A. 

Demostraaión. a) Sea U e X(A) un abierto para la topología débil; vea 
mos que es abierto para la topología de Jacobson. Sea ho E U; por de­
finici6n existen elementos x 1 , ••. ,x r en A y E> a tales que 

r 
V = n {h: Ih(x.) - h (x.)1 < E} e U. Pongamos 

J. o J. i=l 
2 r 2 

a = l/E. ¿ (xi-ho(x i )); claramente ho(a) = O de modo que por de-
i=l 

finición existe un b E A tal que b2 . (l-a) + X 2 es inversible para 
o o 

todo X i a. Por consiguiente la aplicación b2 . (l-a) + X2 no se anu­
la sobre ningún h E X(A) ( cualquiera sea X i O) de donde 

b2. (l-a) ~ O. En consecuencia sop(b) e {h: h(a) ~ l}. Si x b2.(1-a) 
tendremos entonces ho(x) = 1 Y h(x) = a si h ~ U (ya que h ~ U 

implica h(a) ~ 1 luego x(h) ~ O); ahora si V(x) = {M E J(A): x ~ M}, 
V(x) es entorno de ho para la topología de Jacobson y V(x) n X(A) e U. 
Esto da la regularidad y por consiguiente lo afirmado en a); en efec­
to de [41 se deduce que J (A) es isomorfo de manera natural a la' com­

pactificación de Stone-Cech PX(A). 

b) Como X(A) es unión numerable de compactos, basta ver que para cada 
ho E X(A) existe un entorno compacto; por definición existe un b E Ao 



tal que he(b) 
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{h: h(b) # O} e sop(b) da el entorno en 

c) Si I e A es un ideal cerrado (propio) existe por 10 menos un 
-1 hE X(A) tal que I e h (O) (cf. [12) th. 5.9). Si Ae no fuera denso 

existiría h E X(A) tal que A e h-1(0) contra la definición de regula 
e -

ridad fuerte. 

OBSERVACIONES 1.3. i) Con las hipótesis de 1.2 vale un "teorema de 

Urysohn": si Fl y F2 son cerrados disjuntos de X(A) entonces existe 

un a E A tal que ;JFl = O Y iJF2 = 1 (cf. [4) 1.5 ó [61). 

ii) Asimismo se deduce de 1.2 la existencia de particiones de la uni­
dad por elementos de A, y en particular toda aplicación f:X(A) --+- R 

que coincide localmente con elementos de A es un elemento de A (cf. 
[6) 0.2.4.4). 

La situación precedente es propIcIa para considerar localizaciones; 
sin desarrollar una teoría general (ver [6)) nos limitaremos a con­

siderar el caso de un álgebra de Fréchet m-convexa, formalmente real 

y fuertemente regular A. Si h E X(A) indicaremos con AM(h) el álgebra 

local de A en M(h) = h- 1 (O) ([ 2) ch. II §3). 

Por otro lado Ah denotará el álgebra de gérmenes de elementos de A 

en h, esto es: Ah es el cociente de A por el ideal 
{a: aJU = O para un entorno U de h}. El morfismo a --+ a(h) se anula 

sobre ese ideal, definiendo asi un morfismo Ah --+ R cuyo núcleo es 
el ideal m(h) de los gérmenes nulos en h. Como a --+ a es un isomor­

fismo de A sobre A (pues Rad(A) = O), resulta de inmediato que el 

morfismo a --+ i induce un isomorfismo A/P(h) ~ Ah' donde 
P(h) = {a EA:h ~ sopea)} es un ideal incluido en M(h); por ese iso­

morfismo M(h)/P(h) se aplica sobre m(h). 

PROPOSICION 1.4. En las condiciones anteriores se verifica: 

a) Ah es un álgebra local, naturalmente isomorfa a AM(h). 

b) P(h) es el menor ideal cuya cápsula es {h} (cf. [9) pág. 111). En 

particular P(h) e M(h)r para todo r ~ 1. 

Demostración. a) Veamos primero que Ah es local; es suficiente ver que 
si a E A verifica h(a) # O entonces a es inversible módulo P(h). Sea 

V un entorno compacto de h tal que ~(a) = a(~) # O para todo ~ E V Y 

sea I = n {~-l(O): ~ E V}, ideal cerrado de A contenido en P(h). Si 

B A/I entonces B es un álgebra de Fréchet m-convexa y la aplicación 

A 2-.,. B induce un homeomorfismo X(B)--+ {1/1 E X(A): 1/1(1) = O}; ahora 

{1/1 E X(A): 1/1(1) = O} es la clausura de V para la topología de 

Jacobson, de modo que (por 1.2 a)) X(B) se identifica con V. Por 10 
tanto B es una Q-álgebra (ver [12) 13.6) Y por ende todo elemento de 
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B es regular, es decir de espectro compacto (cL [9J, pág. 64).. p'onien 

do b = 11' (a) E B, es claro que b n.o se ap.ula ep. ningún punto V = X(B) y 

es un resultado clásico entonces que b es inversible en B (ver por 

ejemplo [17] .ch. VI 6 [121 10.1) ya que Rad(B) = O. Es claro ep.tonces 

q.ue a es inversible módulo I, por 10 tap.to es inversible 1Il6dulo P(h). 

Habiendo probado que Ah E;lS local c.on ideal maximal m(h) consideramos 

el morfismo x -- x de A en Ah' Como x es inversible cada vez que 
x ~ M(h), resulta que este morfismo se factoriza como la composición 

del morfismo canónico A -- AM(h) con el morfismo O: ~(h) ---+ Ah 

definido como sigue: si utilizamos la notación a/b para los elementos 
- - -1 ; 

de AM(h) entonces ponemos O (a/b) = a.(b) . Es obvio entonces que O 

es un ~p~morfismo. Por otro lado si O(a/b) = O(c/d) resulta que 
a.d - b.c se anula en un entorno U de h; si Ve U es un entorno com­
pacto de h, por la regularidad existe un r E A con ~Iv = 1 Y 

rIX(A)-U = O. Por 10 tanto, siendo Rad(A) = O resulta r E M(h) Y 
r.(a.d-b.c) = O de donde a/b = ~/d por la definición de AM(h)' 

b) Es una simple !l.daptación de [151 1.23 y se omite la demostración. 

2. Se~hace notar que si A es un álgebra de Fréchet m-convexa, formal­

mente real y semisimple (o sea Rad(A) = O), A resulta un espacio vec­

torial ordenado por a ~ O "h(a) ~ O para todo hE X(A), o sea 

a~O"a~O. 

El cono A+ {x E A: x ~ O} resulta cerrado y el orden resulta compa­

tible con la estructura de álgebra de A, es decir x E ¡,+, y E A+ '* 
'*X.yEA+. 

3. Una cuestión esencial es la formulaci6n de un "cálculo operacional" 
adecuado en A. De las diversas definiciones adoptaremos la siguiente: 

si O ~ k ~ ~ diremos que A admite un aáZauZo operaaionaZ de aZase Ck 

si para cada x E A existe un morfismo continuo T : Ck(R) -- A tal x 
que T x (t) = x (donde t denota la aplicaci6n idéntica de R) donde la 
topología de Ck(R) es la de convergencia uniforme sobre compactos de 

todas las derivadas hasta el orden k (ver [71 ch. XVII). 

Como los polinomios son densos en Ck(R) , resulta claro que haya 10 

sumo un 1II0rfismo con esa propiedad. Si A es un álgebra de Fréchet m­

convexa semisimple la continuidad de Tx es automática por el teorema 

del gráfico cerrado. 

LEMA 3.1. Sea' A un áZgebra de Fréahet m-aonvexa semisimpZe. Son equi­

val.entes: 

a) A admite un aáZauZo operaaionaZ de aZase Ck .. 

b) Para toda f E Ck(R) y para todo x E A, f o x E ¡. 
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SiA (3S además, formaLmente_reaL y fue1'temente reguLar, a) y b) equiva'­

Len a: 

e) Para toda f E C~(R) (f~r!Ciones de eZ.asf2' Ck con soporte compácto) y 

pard todo X E A, f o i E A. Esto a sU vez se prueba viendo que el con­
juilt6 de las' f E CkeR) para las cuales vale esta fórmula es una subál­
gebra cerrada que contiene a los polinomios en t. 

A 

Para ver que b) q a) notemos que x --+- x es un isomorfismo de A sobre A 

(algebraico); poniendo Tx(f) tinico y E A tal que f o x = y, resulta 
de inmediato un morfismo Ck(R) --+ A que define un cálculo operacional 

de clase Ck en A: 
Finalmente veamos que con las hipótesis adicionales c) q ,b); sea 

f E ck(R) y sea x E A. Si ho E X(A) consideremos un entorno compacto V 
y enseguida una aplicación g E Ck(R) tal que g¡K = f¡K, siendo K el 

A _ ,.. o A , 

compacto x(V). Claramente g o x E A Y además g o i¡v = f o ~¡V; ahora 
basta usar 1.3 ii) para obtener f o i E ¡. 
Interesa particularmente el caso k = oo. Diremos que un álgebra A es di­

ferenciabLemente completa si admite un cálculo operacional de clase C~; 

se da esta denominación en [6] donde además se da una caracterización 

de las mismas en términos de la topología de A.Adaptaremos a nuestra si 

tuación dicha teoría; conviene hacer notar que las álgebras de [6] 

son álgebras sobre C, de modd que se considerará aquí el ciso de un 

álgebra fórmalmentereal A; y su complexificada Ac. Es 'inmediato que A 

es diferenciablemente completa si y sólo si Ad lo es. SiA es m-con-

vexa y completa está definido e iAx E Ac para todo 1 E R Y x E A, me­
diante la serie ~sual. Recordemos poi otr6 lado que un c4lculo opera­

cional analítico es siempre posibl'e en cualquier álgebra m-convexa 

completa ([ 17] , pág. 120), en particular para definir e Hx . 

PROPOSICION 3.2. Sea A un áLgebra de Fréchet ¡n-convexa, formaLmente 

real. y fuertemente r,eguLar. Son equivalentes: 

a) A es diferenciablemente completa. 

b) Para cada x E A la apLicación 1 --+ e iAx es de crecimiento Lento 

(o sea: para cada seminorma continua de áLgebra de A, ,o aL menos para 

cada seminorma de un sistema fundamental, existen c ;;;. O Y un entero 

m ;;;. O tales que p(e iAx ) ~ c(l+¡l¡m) para todo 1 E R)~ 

La equivalencia de a) y b) es entonces consec~encia de [6] 111.21.1; 
de cualquier manera podemos dar ,aquÍ uria demostración alternativa de' 

b) 7 a); por 3.1 e) basta ver que f o x E ¡c cuando ,x E A Y f EC:; 

si f indica la transformada de Fourier usual de f, la integral vecto­
rial 

existe y define un elemento de Ac (que denotaremos y), ya que si p es 
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una ::eminorma de A la aplicación A --+ f (A) .p (e Hx ) es integrable. por 

ser f de decrecimiento rápido. Es fácil ver entonces que y(h) = f(x(h)) 
para todo h E X(A), esto es f o X = y. 

4. Consideremos ahora una variedad diferenciable X (salvo advertencia 
todas las variedades diferenciables serán de dimensión finita y nume­

rables al infinito) y su álgebra C~(X) de aplicaciones X --+ R de cla­
se C~. Esta álgebra es obviamente formalmente real y provista de la 

topología usual (ver [7], ch. XVII) resulta un álgebra de Fréchet 

m-convexa separable. 

Si f: X --+ Y es una aplicación C~ entre variedades, la regla 

a --+ f o a define un morfismo f*: C~(Y) --+ C~(X) y es entonces inme­

diato que las reglas X --+- C~(X), f --+- f* definen un funtor contrav~ 

riante de la categoría de variedades diferenciables en la categoría 
de álgebras m-convexas. Nuestro objeto es caracterizar la imagen de 

este funtor, para 10 cual haremos algunas observaciones previas. Ante 

todo notemos que cada x E X define ,un carácter ex (x) : C~ (X) -->- R 

por ex(x)(f) = f(x) ("evaluación en x"). 

PROPOSICION 4.1. Sea X una variedad diferenciabZe. Entonces 

a) La apZicación natural eX: X --+ X(C~(X)) es un homeomorfismo. 

b)El áZgebra C~(X) es fuertemente regular. 

Demostración. Como C~(X) es una sub álgebra de ((X) que distingue pun­

tos la aplicación ex es inyectiva; su continuidad es asimismo inmedi~ 

tao Veamos que es biyectiva (comparar con [1]). Sea "'o: C(X) -->- R 
un carácte,r, se trata-de pro·bar que exiSte un x tal que", (f) = f (x ) 

. o . o o 
para toda f E C~(X). Si no existe un tal x , para cad~ x E X existe' 

o 
f E C~(X) que verifica f (x) # O y~' (f ) = D. x x o x 

Para cada x consideramos un entorno relativamente compacto Ux tal que 
O é fx(U x); como X es numerable al infinito existe un subcubrimiento 

numerable Ux , (i ~ 1) Y una partición C"" de la unidad gi . (i ~. 1) su-
l. 

bordinada a dicho cubrimiento. Po~gamos f =' ¿ gi .f;,; 
i~ 1l. 

ciertamente f E C""(X) y f(x) > O para todo x E.X, en particular f es 

inversible. Pero esto es absurdo pues fpertenece al ideal maximal 

(cerrado) ",-1(0): en efecto si u 
o n 

n 2 ¿ g,.f 
i=l l. xi 

tendremos u 
n 

pues para cada XE X hay un entorno V de x tal-que u Iv ~ flv 
n 

--+ f 

para todo n ~ no; por 10 tanto", (l) = lim "'o(un) = O. Finalmente ex 
o n+oo 

es un homeomorfismo: si x E X Y U es entorno de x exis.tef E C"".(X) o o 
con soporte compacto incluído en U y f(x o) = 1. Claramente 
V = {", E X(C""CX)): ~(f) , O} es entorno de ex(xo) y V e ex (U) . 

Con las modificaciones obvias todo esto es válido para Ck(X) ~on 

O ~ k ~~; además si operamos sobre cada componente conexa 10 afirmado 
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sólo requiere que X sea paracompacta. 

b) Es evidente que e"'cX) es semisimple; p'or otro lado si x E X Y 
o 

fCxo) = O para una fE e"'(x) , basta considerar g E e"'(X) tal que 
g(xo) = 1 Y sop(g) es un compacto contenido en {x E X: f(x) < 1}. 
Entonces g2. (1-f) ;;;. O, Y de aquí es claro que e"'(X) es fuertemente 
regular. 

El siguiente resultado es bien conocido (cf! [16], §S); su demostra­
ción sólo se incluye a los efectos de hacer completa la exposición. 

PROPOSleION 4.2. Sean X,Y variedades diferenciabZes y sea f: X _ Y 
una apZicación continua. Entonces son equivaZentes: 

a) f es de cZase e~. 

b) Para toda g E e"'(y) , g o fE e"'(X). 

Demostración. a)=* b) es evidente; suponiendo que vale b), sea x E X 
Y sea V un entorno de f(x), v: V --+ Rm un difeomorfismo. Sea U un en 
torno de x tal que f(U) e V, con un difeomorfismou: U ,-+ Rn •. Por hi­
p6tesis g o f: X --+ Rm es de clase e'" luego y (;) f o u- 1 : Rn --+ Rm 

también lo es, pero esto significa que f es de clase e"'. 

COROLARIO 4.3. Sean X,Y variedades diferenciabZes. 

a) Si a: e"'(y) --+ e"'(X) es un morfismo de áZgebras, existe una única 

apZicación f: X --+ Y de cZase e'" taZ que f* = a. 

b) X e Y sondifeomorfas si y sóZo si e'" (X) y e'" (Y) son áZgeb1'as iso­

m01'fas. 

Demostración. a) La unicidad es evidente ; por otra parte a induce una 
aplicaci6n continua a': X (e'" (X)) - X (e'" (Y)) y bas ta poner 

f = e;l o a' (;) ex usando 4.1 y 4.2. 

b) Es consecuencia inmediata de a). 

Los resultados anteriores muestran que, mediante el funtor X --+ e"'(x) , 

la categoría de variedades diferenc.iables es equivalente a una cierta 
- subcate~oría plena de la categoría de las álgebras de Fréchet m-con­
vexas formalmente reales. Indicando con A esta subcategoría de las 
eCO-álgebras, daremos primero una serie de condiciones que deben cum­
plir los objetos de A. Se verá luego que esas condiciones son asimis­
mo suficientes para que un álgebra de Fréchet m-convexa formalmente 
real se~ del tipo eco (X) para ~na variedad 'diferenciable X. 

4.4. a) Toda eCO-áZgebra es fuertementeregut.ar: es evidente por 4.1. 
ii). 

4.4. b) Toda e"'-áZgebra es dife1'enciabZemente compZeta (cf. [6]): 
evidente. 
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4.4. c) Si A es una C"'-áZgebra, el. A-inóduZo Der(A) de Zas derivaaiones 

de A es proyeativo y finitCunente generado (recordamos que si M es un 
A-módulo una derivación D: A --+ M es una aplicación R - lineal que 
verifica D(a 1.a2) = a 1 .D(a2) + a 2 .D(a1) para todo par de elementos 
a1 ,a2 E A; ver [10)) • 

Si A es un álgebra de Fréchet m-convexa regular semisimp1e toda deri­
vación D: A --+ A es automáticamente continua (cf. [13)). Aquella afi~ 
mación es una consecuencia inmediata de la bien conocida identifica­
ción entre derivaciones de C"'(X) y campos vectoriales de clase e'" so­

bre X (o sea secciones de clase e'" del fibrado tangente T(X)). 
(cf. [14)). 

Por supuesto el A-módulo dual HomA(Der(A) ,A) también es proyectivo y 
finitamente generado, y se identifica con el módulo de secciones eco 
del fibrado dual de T (X), que se denota r (T (X) *) ("formas diferencia­
les de grado uno"). 

Si consideramos el morfismo de álgebras de Fréchet A ® A ~ A induci­
do por la multiplicación (x,y) ~ x.y (aquí el producto tensorial in­
dica el producto tensorial proyectivo [8)) Y si ~ es el ideal ndc1eo 
de ~, se sabe que Der(A) es el. A-módulo dual de ~/ ~2 (cf. [6)); si 
ponemos OCA) = ~/ E2 esto significa que Der (A) = eHomA(O(A),A), don­
de CHomA indica los homomorfismos A-lineales continuos. 

El A-módulo de Fréchet OCA) es el denominado módulo de diferenciales 
de A, con significado análogo al módulo de diferenciales de Kahler 

en el caso de la geometría algebraica. 

Sin embargo, de lo anterior no se deduce mucho sobre el módulo O(A); 
el resultado siguiente es conocido pero se adjunta una demostración 

para no dejar lagunas en la exposición. 

LEMA 4.4. d). Si A es una e"'-áZgebra, el. A-módulo OCA) es proyeativo 

finitamente generado. 

Demostraaión. Debemos considerar el caso A = e"'(X). 

i) X = U abierto de Rm. Se sabe que en este caso A ® A se identifica 
con e"'(UxU) y que ~ se identifica con el ideal de las aplicaciones nu­
las sobre la diagonal. De la fórmula de Tay10r se deduce que ~ es ge­
nerado por los x.-y. (1 ~ i ~ m) y de aquí sigue inmediatamente que 

~ ~ 2 
los elementos dx. (1 ~ i ~ m) (clase módulo ~ de los x.-y.) son una 

~ ~ ~ 

base de OCA); éste resulta así libre de dimensión m. 

ii) Caso general. Por el teorema de inmersión de Whitney (cf. [7) , 
ch. XVI) podemos suponer que X es unasubvariedad cerrada de Rm para 
m suficientemente grande; sea U un entorno tubular de X y r: U --+ X 
de clase eco una retracción (loe. cit.). La inclusión induce un epimo~ 
fisIDO i*: B = eco(U) --+ A = e"'(X) con inversa a derecha r*: A --+ B 
dada por r*(f) = f o r. De la teoría general hay un epimorfismo 
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u: A 813 r1 (B) - n(A) ([ 6], §III) que' verifica u(l e dBb) = d (i* (b)) , A 
para cada b E B. Notemos que u es A-lineal y continuo y que de 10 an-
terior resulta que A 8B n(B) es un A-módulo libre (por ser n(B) ... Bm). 
Bastará entonces definir una inversa a derecha de u; esto se hace po­
niendo primero?.: A - A 8'B ,n(B) , ?. (a) = l' 8 dB r* (a). Así?. es una 
derivación continua, luego por definición hay una aplicación A-lineal 
continua v: n(A) - A 8B n(B), que verifica?. = v o dA' 
De esto sigue inmediatamente qué u o v(dAx) = dAx para todo x E A, 
luego u o v = id, ya que los elementos dA(x) (x E A) generan un sub­
módulo denso de n(A) (cf. [6] §III). 

Mencionemos que por ser Der(A) el dual de n(A), usando 4.4 .d) es fá­
cil probar que n(A) es canónicamente isomorfo al módulo de diferencia 
les de grado 1. 

4'.4.e) Toda C""-áZgebra A es topoZ6giaamente finitamente generada; esto 
significa que existe una familia finita ui" •• ,un de elementos de A 
tal que la subálgebra de A generada por dichos elementos (la subálge­
bra de "polinomios" en u i ' ... ,un ) es densa en A. La demostración de 
esto es inmediata cuando A = C""(Rm): los u. son las funciones coorde-

~ 

nadas (ti"" ,tm) - ti' En el caso general basta observar que por 
el teorema de inmersión de Whitney C""(X) es un cociente de C""(Rm) 
para un m conveniente. 

4.4. f) Si A es una e"" -álgebra y h E X (A) el ideal maximal M (h) tiene 
propiedades muy interesantes que reflejan la estructura "puntual" de 
la variedad. Así por ejemplo no es dificil ver que M(h) es finitamen­
te generado (o sea, todo ideal maximal cerrado de C""(X) es de tip~ fi 
nito). Supongamos primero X' = Rm, M(h) determinado por el punto 

?. = (?i'···'?..m)· 

feo 
m 

f (?.) + l 
i .. i 

(3) 

muestra que los elementos ~i-?.i (1 ~ i ~m) generan M(h). El caso ge­
neral se reduce a éste, ya que podemos suponer que X es una subvarie­
dad cerrada de Rm; si f E M(h) hay una extensión fE C""(Rm) de f y se 
aplica 10 anterior a f, en cuyo caso los elementos ~. Ix - ?.. 

~ ~ 

(1 ~ i ~ m) generan M(h). Debe notarse que el argumento no es aplica-
ble al caso Cr(X) con r < ~. 

Hay otr,a consecuencia importante de la fórmula (3) que también utili­
zaremos. si M (h) 2 = {l a .. b.; a., b. E M (h)} entonces M (h) 2 es un 

~ ~ 1 1 

ideal contenido en M(h), a saber el i~eal de los f E C""(X) que se anu 
lan en h junto con su diferencial. La demostración de esto es inmedi~ 
ta a partir de (3), ya que cuando X 'es un entorno abierto de ?. E Rm 

las condiciones df(?.) = O Y af/a~ .(?.) = O (1 ~ i ~m) son equivalen-
. 1 2 

tes. Resulta claro entonces que M(h) es un ideal cerrado. Sin embar-
go es importante hacer notar que este hecho es completamente general. 
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En efecto: 

LEMA 4.4. g). Sea A un áZgebra de Fréchet m-conve~a reaZ y sea M e A 
un ideaZ ma~imaZ cerrado. Si M es finitamente generado entonces M2 es 

un ideaZ cerrado. 

Demostración. Si xl, ... ,x generan M, las clases de xl, ... ,x generan 
M/M2 como R-espacio vecto~ial, luego dimR(M/M 2) <~. p 

Consideremos la aplicaci6n A-lineal u: A $ '" $ A (p factores) --+ M 

definida por u (al'" .,a ) = .r ai .• x i ; como u es continua y suryecti-
p 1=1 , 

va, por el teorema del gráfico cerrado se deduce que u es abierta, lu~ 
go M es un cociente de A $ ••• $ A Y bastará ver que u- l (M2) es cerra­
do en A (1) ••• (1) A;' pero u- 1 (M 2) :J M Ea ••• Ea M, que es cerrado de codi­
menSl0n finita en A $ ••• $ A, de donde resulta la tesis. (Evidenteme~ 

te con una demostraci6n análoga resulta Mr cerrado para todo r ~ 1.) 

4.4. h). Si A es una C~-áZgebra. para cada hE X(A) se tiene (cf. §2) 

(4) 

En efecto, esto no es otra cosa que el criterio elemental de determina 
ci6n de extremos de una funci6n ("condici6n necesaria") pues f E C~(X) 
se anula en x E X Y f ~ 0, entonces f tiene un mínimo en x y por con­
siguiente df(x) = 0, y 10 afirmado resulta de la discusi6n precedente. 

De cualquier manera es claro que estas condiciones "puntuales" no re­
flejan completamente la estructura de una variedad diferenciable. Una 
condici6n global satisfactoria sobre el álgebra A = C~(X) es: 

4.4. i). La diagonaZ !J. (núaZeo deZ morfismo canónico A ;R A --+ A) es 

un ideaZ de tipo finito de A ®R A. En efecto, cuando X = Rn es claro 
que A ; A se identifica con C~(Rn x Rn ) (con "variables xl"" ,xn ' 
Yl"" 'Yn") y que !J. consiste de las aplicaciones f: Rn x Rn --+ R 
de clase C~ y nulas sobre la "diagonal geométrica" esto es f(x,x) = ° 
para todo x E Rn . Con un argumento igual al de 4.4.f) se ve que una 
tal aplicaci6n es de la forma 

f(x,y) 
m 
L gi(x,y).(xi-Yi) 

i=l 

con gi E C~(Rn x Rn) (1 ~ i ~n). Por consiguiente los x i - Yi 
(1 ~ i ~ n) generan !J.. En el caSQ de una variedad diferenciable X se 
utiliza este hecho junto con una inmersi6n. en algún Rn . 

. 2 
Del mismo modo resulta que!J. (o más generalmente !J.r) es un ideal.ce-
rrado que consiste de las aplicaciones nulas junto con sus derivadas 
primeras (resp. las derivadas de orden < r) sobre la diagonal. Se ve­
rá en 10 que sigue que esta propiedad es más fuerte que las indicadas 
en 4.4; ver 5.4 y 4.4.g). 

Resumiendo: 
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PROPOSICION 4.5 .. Sea A una Cm-áZgebpa: Entonaes: 

i) A es un áZgebpa de Fp~ahet m-aonve~a fopmaZmente peaZ. 

ii) A es fueptemente peguZap •. 

iii) EZ A-móduZo OCA) es ppoyeativo. 

iv) La diagonaZ ~ es un ideaZ de A ; A de tipo finito y ~2 es aeppa­

do. 

v) A es topoZógiaamente finitamente genepada. 

vi) Papa aada h E X(A) sevepifiaa A+ n M(h) e M(h)2. 

vii) A es difepenaiabZemente aompZeta. 

Veremos que es posible probar que las condiciones enunciadas en 4.5 
constituyen de hecho una caracterización de las Cm-álgebras. 
El siguiente parágrafo provee algunos ~.emas técnicos destinados a la 
demostración de esta afirmación. 

5. LEMAS TECNICOS. Si A es una R-á1gebra y S e A es un subconjunto 
no vacío indicaremos con [S] (resp. [S]o) a la subá1gebra (resp. sub­
álgebra "sin identidad") de A engendrada por S. Claramente [S] (resp. 

[S]o) consiste de los "polinomios" P(s¡, ... ,sr) (si E S) (resp. "po­
linomios sin término constante"). 

LEMA 5.1. Sea A un áZgebpa ZoaaZmente aonve~a sobpe R, a i E A 
(1 < i < r) taZes. que [a¡~ .•• ,ar] es densa en A. Entonaes papa todo 

hE X(A) Za subáZgebpa sin identidad [a¡- h(a¡), .•.. ,ar - h(ar)]o 
es densa en M(h). 

Demostpaaión. Evidente; basta observar que si PE R[t¡, ... ,t r ] enton­
ces peal"~ .. ,a r ) = Q(a¡-h(a¡), •.• ,ar-h(ar )) + a donde Q es un polino­
mio sin término constante y a E R. 

LEMA 5.2. Sea A un áZgebpa que vepifiaa Zas aondiaiones i) e ii) .de 

4.5. Supongamos que una suaesión (hj)j~¡ en X(A) aonvepge a un aiepto 

h E X(A), h # hj papa todo j ~ 1. E~iste entonaes un x E M(h) taZ que 

hj(x) > O papa todo j ~ 1. 

Demostpaai6n. Para cada j ~ 1 existe un x. E M(h) con h. (x.) = 1 
J J J 

(cf. 1.3 i)). Consideremos una sucesión de seminormas p. (j ~ 1) que 
. J 

define la topología de A, pudiendo suponerse que p¡ < P2 < ... y de-

finimos Yj = (1 + Pj(X~))-¡.Xj' j ~ 1. Ciertamente Yj E M(h) Y 

hJ. (YJ.) > O para todo j ~ 1; además la suces ión (y.). > ¡ es acotada en 
J J-

A ya que para cada m ~ 1 es Pm(Yj) < 1 si m < j. Poniendo 

x= L 2-J 'Y j (cf. [12] 7.7b)) se obtiene la tesis. 
j~l 
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LEMA 5.3. Sea A un álgebraAque verifiaa las oondioiones i). ii) y iv) 
de 4.5. sea x E A tal que x: X(A) --+ R tiene un minimo looal en 

h E X(A) (esto es h (x) < h(x) para todo h en un entorno U de ho). 
o o 2 

Entonoes x-h (x) E M(h ) • o o 

Demostraoión. Sea a E Ao tal que slv = 1 Y sopea) e U. donde V es un 
entorno de h tal que Ve U; como a 2 . (x-ho(X)) E A+ n M(ho) resulta 
a2 . (x-h (X))oE M(h )2. Luego por 1.4. resulta que o o 

x-h (x) = a 2 .(x-h (x)) + (1-a2).(x-h (x)) E M(h)2 + P(h o) e M(ho) o o o o 
como queríamos. 

LEMA 5.4. Sea A un álgebra looalmente oonvexa sobre R que verifioa 

la oondioión iv) de 4.5. Entonoes para todo hEX(A) el ideal maximal 

M(h) es de tipo finito. 

Demostraoión. Consideremos el diagrama conmutativo 

o ó A --+ o 

1 
o M(h) A R --+ o 

h 

donde p es inducido por el morfismo A ®R A --+ A. deducido de 
x®y -->- h(x) y; esto muestra que p(ó) e M(h). Ahora si zl •... 'zr ge­

neran á (como ideal en A ® A) Y x E M(h). será 1 ®x - x ®1 E Ó. de 
r 

donde 1 @ x - X ® 1 = L c .. z. para ciertos c. E A ® A (1 < i < r) . 
1. 1. 1. i=l r 

Entonces x p (1 ® x - X ® 1) = L p(ci ) .P(zi) muestra que los 
i=l 

u. = pez) (1 < i < r) generan el ideal M (h) de A. 
1. 

De manera general. si A es un álgebra de Fréchet m-convexa un A-módu-
lo E se dirá un A-módulo de Fréohet si E está provisto de una topolo­

gía que 10 hace un espacio de Fréchet y la aplicación bilineal natu-
ral A x E -->- E resulta continua. Del mismo modo una A-álgebra de 

Fréohet será una A-álgebra B provista de una topología que la hace un 
álgebra'de Fréchet m-convexa de forma tal que las aplicaciones naturales 

A x B --+ B resulten continuas. Claramente el morfismo a --+ a.1 de A 

en B es continuo; todo B-módulo de Fréchet resulta un A-módulo de 

Fréchet. etc. 

Si A es un álgebra de Fréchet es claro que An (n ~ 1) es un A-módulo 
de Fréchet; si E es un A-módulo de Fréchet libre de tipo finito en­

tonces E es isomorfo (algebraica y topológicamente) a An (n = dimA (E)) 

ya que la .biyección algebraica An -->-.E definida por cualquier base 
de E es continua, y por el teorema del gráfico cerrado es homeomorfis­

mo. Lo mismo ocurre si E es proyectivo de tipo finito; hay una única 
topología en E para la cual E es un A-módulo de Fréchet; se define co­

mo cociente de cualquier epimorfismo Am -->- E Y un argumento elemen­

tal muestra que esto es independiente de la "presentación" de E como 
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cociente de un A-m6dulo libre. N6tese· que un tal A-m6dulo E pl,lede con­
siderarse como núcleo de un p.royector e: Am -+- Am (automáticamente 
continuo) y por ende como un sumando directo (cerrado) de un Am• 

LEMA 5.5. Sea A un á~gebra de Fréchet m-conve~a~sea E un A-módu~o de 

Fréchet de tipo finito. 

a) Si F es ¡,in A-:-móduZo de Fréchet toda apZicación A-Zinea~ u:· E -+- F 

es continua. 

b) Si E es proyectivo~ para. todo idea~ cerrado 1 e A, 1.E es cerrado 

en E. 

c) Si A es a inversa continua (o Q-á~gebra [12]) E "lO tiene submódu~os 

propios densos. 

d) Si E es proyectivo~ E no tiene submódu~os propios finitamente gene­

rados densos. 

Demostración. a) Sea f: Am -+- E un epimorfismo; f es automáticamente 
continuo, luego por el teorema del gráfico cerrado f es abierta así 
que Ees un cociente de Am• 

b) P. es sumando directo de Am con Am/P proyectivo, luego p1ayo; enton­
ces I.P = 1m n P (cL [2] Ch. 1, §2, n06). 

c) Supongamos primero que E = Am; la continuidad del determinante y el 
hecho que el conjunto de elementos inversib1es de A es abierto impli-

can que {(vl, ... ,vm) E Am x ... x Am: (Vl, ... ,vm) es una base de Am} es 

abierto en Am x ••• x Am• Por consiguiente todo subm6du10 denso debe co~ 
tener una base de Am, ·por lo tanto coincide con Am• En el caso general 
hay un epimorfismo abierto f: Am -+- E; si M e E es subm6du10 denso 
resulta f-l(M) denso en Am (ya que no hay hiperplanos cerrados que 10 
contengan), luego f-l(M) = Am por 10 anterior y entonces M = E. 

d) Si E = A esto es un hecho conocido ([O]); supongamos por inducci6n 
que la tesis es ~ierta para E = Ar • (r < n) y sea M un subm6du10 denso 
de tipo finito de A n. Si r.p (á l , •.• ,a ) = a claramente r.p (M) es denso de 

n n 
tipo finito en A, luego r.p(M) = A, así que hay un x E M con r.p(x ) = lo 

. o -1 ~ . 
Sea f: An -+- An,f(x)" = x - r.p(x).x ; como f(x) = X" x E An (~dent1-

o 
ficado este último con un subm6du10 de An generado por e1, •.• ,en_l ) 
resulta f(M) = M n An- l subm6du10 denso de tipo finito de An- l y por 
ende f(M) = An-l, así que An-1 e M. Claramente {el"" ,en_l ,xo} es 
una base de An , luego M = An . 

En el caso general hay una sucesi6n exactá O -+- N -+- An -+- E -+- O 
que se escinde vía u: E --+ An (luego.N es de tipo finito); si M e E 

n' es un subm6du10 denso generado por v¡"",vr ' el subm6du10 de A gene-
rado por N y u(vl), ••• ,u(vr ) es denso de tipo finito, luego coincide 
conAn de donde M = E.E1 argumento es en realidad aplicable al caso en 

que E es de presentaci6n finita, no necesariamente proyectivo. 
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LEMA 5.6. Sea A un álgebra de Fréahet'm-aonvexa. sea I un ideal aerra­

do de A. B = A/I eZ ~lgebra aoaiente. Si P es un A-módulo proyeativo 

de tipo finito (provisto de su topolog!a aanóniaa) el produato tenso­

rial algebraiao B ®A P es aompleto para la topolog!a proyeativa (esto 

es. aoinaide aon B *Á P) (cf. [61 1.1.3). 

Demostraaión. De la sucesión exacta O --+ I --+ A --+ B --+ O se dedu­

ce la sucesión exacta O --+ I.P --+ P --+ B ®A P --+ O. 

De 5.5 b) sigue que la topología cociente hace de B ®A P un A-módulo 
de Fréchet, que indicaremos PI. Ciertamente PI es un B-módulo y como 
B x PI es cociente de A x P sigue fácilmente que la aplicación bili­
neal B x PI --+ PI es continua, luego PI es un B-módulo de Fré¿het fi 
nitamente generado. 

Por otro lado, de las propiedades de ®A es claro que B ®A P es un B-mó­
dulo de Fréchet proyectivo de tipo finito (pues P e S ~ Am para conve­
nientes S,m); como la aplicación x --+ 1 ® X de P en B ®A P es continua, 

también 10 es la inclusión B ®A P --4 B ®A P (B ®A P con la topología c~ 
ciente). Como i tiene imagen densa de s.s.d) resulta que i es biyecti­
va, luego un homeomorfismo por gráfico cerrado. 

En 10 que sigue de este §, A serÍí un álgebra de Fréchet m-convexa so­
bre R qUe verifica las siguientes hipótesis: 

1. OCA) es un A-módulo proyectivo de tipo finito. 

2. Para cada h E XlA) el ideal ~aximal M(h) es finitamente generado. 

De 5.6 obtenemos una sucesión exacta de A-módulos 'de Fréchet 

O --+ M (h) . OCA) --+ OCA) ~ OCA) ®A R --+ O (6) 
... 

donde R se considera como A-módulo vía h: A --+ R; como OCA) es de ti 
po finito es claro que OCA) ®A R es un R-espacio vectorial de dimensión 
fini tao 

Si c'i h : A ,--->- M (h) 1M (h) 2 está definida por c'i h (x) = "clase mod M (h) 2 de 
x-h(x)" es inmediato que c'i h es una derivación continua (cf. 4.4 g)) 
así que c'i h = 1{) dA para una única I{): OCA) --+ M(h)/M(h)2, A-lineal y 
continua. Obviamente I{)(M(h).O(A)) = O, así que 1{) se factoriza como 

- - 2 ' 
1{) = 1{) o 'Ir con I{): OCA) ®A R --+ M (h) 1M (h) continua. 

Por otra parte dA(M(h)2) e M(h) .o(A) induce una aplicación R-lineal 
.'lh : M(h)/M(h)2 --->- OCA) ®AR con .'lh c'i h = 'Ir o dA' 

Como dA(A) engendra un submódulo denso de OCA), se ve enseguida que 
c'i h y ~ son isomorfismos recíprocos (cf. 111. 1.3.). 

Siempre bajo la hipótesis 1. Y 2. tenemos otrá construcción: si 
DE Der (A) la aplicación R-lineal continua h o D: M(h) --+ R se ;anula 
sobre M(h)2 e induce ~: M(h)/M(h)2 --+ R. Este proceso da 

kh : Der (A) --->- (M(h)/M(h)2)* vía kh (D) = ~ (aquí * indica el 
R-dual). Se tiene entonces el diagrama conmutativo 



HomA (o (A) ,A) 0A R 

l~ 
HomR(O (A) 0 R,R) 

'A 

-
l:J.* 

h 
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Der(A) 0 R 
~ 

(M(h)/M(h)2)* ~ 
Der(A) 

donde 'Ir (D) = D 01 Y 1'/ es la aplicación natural definida por 

(7) 

1'/ (F (1) (w 0 1) = h ( F,w ) ) • Como l:J.h es isomorfismo es claro que su tras 
* . ' puesta l:J.h también 10 es; por otra parte siendo OCA) proyectivo de tipo 

finito, es un resultado clásico que 1'/ es un isomorfismo. De 5.5 a) si­

gue que Hom A (o (A) ,A) 'CHom A(O (A) ,A) = Der (A), de manera que i tambi én 
es isomorfismo. 

Sigue de esto que kh es epimorfismo y que la sucesión 

O --+ M(h) .Der(A) --+ Der(A) ~ (M(h)/M(h)2)* --+ O (8) 

es exacta. 

LEMA 5.7. Con las hipótesis 1. y 2. sea ho E X(A) y sea (Di) (1 ,¡;; i ,¡;; n) 
una familia de derivaciones de A tales que kh (D.) (1 ,¡;; i ,¡;; n) es una 

o ]. 

base de (M (h ) 1M (h ) 2) *. Existe entonces un entorno U de h en X (A) o o o 
tal que para cada h E U la familia kh(D i ) (1 ,¡;; i ,¡;; n) es una base de 

(M(h)/M(h)2)*. Además si h E U Y x E M(h), son equivalentes 

a) x E M (h) 2. 

b) h o Di(x) = O para 1 ,¡;;i '¡;;n. 

Demostración. Como Der (A) es proyecti vo de tipo finito, hay un a f/. M (h ) 
o 

tal que el módulo de fracciones Der(A)a = Der(A) 0 A es un A -módulo 
A a a 

libre de rango n, para un cierto n. Multiplicando, si es necesario, 
por un elemento inversible de A (de la forma a r ) podemos suponer que 

a 
hay una base de Der(A)a de la forma T./l (1 ,¡;; j ,¡;; m) con T. E Der(A). 

J J m 
Sea la aplicación A-lineal u: Am --+ Der(A) , u(a l , ... ,am ) = L a i · Ti 

i=l 
Y sea N el núcleo de u, C el conúcleo de u. Por definici6n resulta que 
Na = O, Ca = O; como C es de tipo finito hay un r ~ O tal que ar.C = o. 
Además para cada v E N hay un q ~ O ( q = q(v)) tal que aq.v = O. Por 
consiguiente si D E Der(A) existen elementos a i E A (1 ,¡;; i ,¡;; m) tales 

m m 
que ar.D L a .. T, y si L ci.T i = O entonces (cl, •.• ,cm) E N Y por 

~=l ].]. i=l 

10 tanto hay un q = q(c l , ... ,c ) tal que aq.c, = O, 1 ,¡;; i ,¡;; m. Sea 
m ]. 

Uo = {h: h(a) f O} entorno abierto de ho; entonces: 

1) Si h E Uo' kh(T i ) (1 ,¡;; i,¡;; m) generan (M(h)/M(h)2)*; pues si 

1/1 E (M (h) 1M (h) 2) * será 1/1 = kh (D) para una D E Der (A) y por 10 ante,rior 
m 

hay elementos a i E A (1 ,¡;; i ,¡;; m) tales que ar.D = L 
i=l 

m 
L h(a.).kh(T.) de donde 

i=l ]. ]. 

a .. T .. Entonces 
]. ]. 
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2) Si hE Uo' kh(T) (1 ~ i ~ m) es linealmente independiente. 
m 

Pues supongamos que ¿ 
m 

j=l 
¿ A . T. E M (h) • 

j =1 J J 
Der (A) y por 10 tanto 

bk E M(h) Y Lk E Der(A) (1 ~ k ~ p). 

Pero para cada k hay elementos ak. E A 
m m J 

r r 

m 
¿ 

k=l 
A. T. 

J J 

(1 ~ j ~ m) tales que 

a .L1< = ¿ ak . .T .• Sigue que ¿ (a .A. - I bk.ck ) .T j O y en-
j=l J J j=l J k=l J 

tonces hay un q ;;;. O tal que aQ(a r . A. -
J I bk·ck . ) = O (1 ~ j ~ m). 

k=l J 

Como h(a) # O Y h{bk) = O para todo k, cbtenemos Al = .•. = Am = O. 

De 1) Y 2) Y de la hipótesis resulta en particular que n = m pues 
dim(M(h )/M(h )2) = n. Para cada D. de la hipótesis hay elementos o o ~ 

n 
a .. E A (1 ~ i,j ~n) tales que arDo = ¿ a ... T. (1 ~ i ~n) y la 
~J ~ j = 1 ~J J 

matriz (h (a .. ) )ER nxn es inversible ("matriz de cambio de base"); por 
o ~J 

~ontinuidad hay un entorno U 1 de h tal que (h(a .. )) es inversible pa 
o ~J -

ra cada h E U1. Por consiguiente U = Uo n U1 verifica las condiciones 

de la tesis. Para la última afirmación notemos que a) *b) trivialme~ 
te; por otra parte si vale b) resulta que kh(D) (clase de x 
mod M(h)2) O para toda derivación D, de donde "clase de x 
mod M(h) 2" = O , o. sea x E M{h) 2. 

OBSERVACION. La proposición precedente permite establecer la existen­
cia del "fibrado tangente" sobre X(A), con fibra (M(h)/M(h)2)* en c~~ 
da h E X(A). 

LEMA 5.10. Sea A un áZgebra de Fréahet fuertemente reguZar, sea D· 
una derivaaión de A, sea U e X(A) un abierto.Si a E A, b E A verifiaan 
A A A A 
alU = blU entonaes será D(a) IU = D(b) IU. 

D.emostraaión. Es suficiente considerar el caso 
consideremos un entorno V de h con V e U. Sea 

b = O; sea h E U 
~ o 

x E A con x IV = 1 , 
~ o 
xiX-u = O (1.3.i)) as! que a.x = O. Luego para todo hE X(A) ser' 

y 

0= h(x). h o D(a) + h(a). h o D(X), en particular O = h(x). h o D(a)= 
= h o D(a) para tod~ h E V. Luego DCa) IV = O; como ho es cualquie,ra 
en U, resulta que D(a) se anula sobre U. 

Siempre baj o hipótes is 1. Y 2. anteriores, pongamos para cada h E X (A) : 
p (h) = dimR (M (h) 1M (h) 2); ciertamente p (h) < QO para todo h E X (A) . 

LEMA 5.8. Supongamos que A es fuert.emen1;e regu Zar y que verifiaa Zas 
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aondiaiones 1. y" 2.; si ho E X (A) son e"quivaZ.en,tes: 
2 a) M(ho) M(ho) (o sea p(ho ) = O). 

b) M(ho) P(ho). 

c) M(ho ) es generado pOr un idempotente. 

d) {ho} es abierto y aerrado en X(A). 

Demostraaión. a) - b).Resulta m(ho) = m(ho)2 en el anillo local Ah ' 
o 

luego m(ho) = O por el lema de Nakayama y se aplica 1.4. 

b) - a). Trivial. 

b) - c). Como Ah = A/P(h ), sale M(h)h = O Y por ser M(h ) de tipo 
o o o o " o 

finito, hay un cE" P(h ) tal que (l-c).M(h ) = O. Como cE M(h) se 
2 o o o 

obtiene c = c y c.x = x para todo x E M(ho). Sigue que M(ho) = A.c. 

c) - a) Evidente. c) - d). Resulta {ho} abierto en J(A), a fortiori en 
X(A). 

d) - c). Como A es fuertemente regular hay un c E A tal que ~(h ) = O, 
o 

c(h) = 1 para todo h F ho (por 1.3.i) claramente c es un idempotente, 
c E ¡vI(ho) y c.x = x para todo x E M(ho) (pues Rad(A) = O). 

COROLARIO 5.9. Bajo Las hipótesis de 5.8 La apLiaaaión p es LoaaLmen­

te aonstante. 

6. En todo 10 que sigue, A será un álgebra que verifica las condicio­
nes i) a vii) de 4.5.; veremos que es posible dotar a X(A) de una es­
tructura de variedad diferenciable, para 10 cual precisamos construir 
primero "coordenadas locales". Empezamos la construcción con la 

PROPOSICION6.1. Sea h E X(A) aon p(h ) = n > O. Ezisten entonaes un 
o o 

entorno abierto Uo de ho' eLementos x¡, ... ,xn'Y¡' .•. 'Ym en M(ho) y 

derivaaiones Di (1 ~ i ~ n) taLes que: 

a) La subdLgebra [x¡" .• ,xn,y¡, ... ,ym) es densa en A. 

b) Para todo hE X(A), M(h) es generado por x¡-h(x¡), ... ,xn-h(xn), 

y¡-h(y¡),···,ym-h(ym)· 

c) hDi(x j ) = 6ij para todo i,j y todo hE Uo . 

d) Las aLases mod M(h)2 de Los x.-h(x.) (1 ~ i ~ n) forman una base 
l. l. 

de M(h)/M(h)2 para aada h E ti . 
o 

e) Para aada h E U o' M(h) es generado por P(h) y Los xi -h(xi ) 
(1 ~ i ~ n). 

f) Si h EU y h(x i ) = O (1 ~ i ~ n) entonaes h = h . o o 
g) Para todo x E A Y para todo, i,j, l~i,j~n se tiene - -" DiDj (x) U DjDi(X) I U o o 
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h) Existe un a El + P(hJ tal. que 

1) aD i (x k) = a. 6 ik para todo 

2) Para todo w E OCA), a.w = 
n 

i,k. 
n 
I 

i-l 
(D .,w 

1 

a.dx = a. I Di(x) dXi si x E A). 
i=1 

dX i (en particul.ár 

Demostraci6n. Por la hip6tesis V), hay una familia finita ui 
(1 ~ i ~ r) de elementos de A tal que [u1 , .•. ,ur l es denso en A; luego 
(ver 5.1) resulta que para cada hE X(A) la sub álgebra 
[ul-h(ul), ... ,ur-h(ur)lo es 'densa en M(h). Claramente las imágenes de 

los u. - h (u.) (1 ~ i ~ r) son densas en M (h ) /M (h ) 2 (observár que 
1 o 1 o o 

M(h)2 es cerrado para todo h E X(A) por 5.4. y 4.4g)) pero como éste 
es un espacio de dimensi6n finita separado resulta que estas imágenes 
generan M(h )/M(h )2. Por un eventual reordenamiento, podemos suponer 

o o 
que las imágenes de u I - h (u ), .•• ,u - h (u ) forman una base de 

o 1 non 

M(h )/M(h )2. Ponemos x. = u. - h (u.) (1 ~ i ~ n) e indicamos con 
o o 1 101 

YI ,· "'Ym los restantes ui - ho(u i ) (si r=n podemos suponer 

Y1 = ••. = Ym = O). La afirmaci6n a) es entonces evidente. 

Púr (8) hay derivaciones F. (1 ~ i ~ n) de A tales que h F (x ) = 6 .. 
1 o i j 1J 

(1 ~ i,j ~ n); hay un entorno W de h tal que la matriz 
o 

(hF. (x.)) .. E Rnxn es inversible para todo hE W, así que si 
1 J 1,J 

a = det (F. (x.)) se tendrá h(a) # O para todo hE W, luego hay un 
1 J 

b E A con ab E 1 + P(h ). Si (c .. ) indica la matriz adjunta de 

(F. (x. )) se tendrá 
1 J 

.0 l.J 

(c .. ).(F.(x.)) = 
l.J 1 n J 

a. (6 1. k ); ponemos a .. = a.c .. 
1J 1J 

(1 ~ i,j ~ n) y 

1 ~ i,k ~ n). 

entonces es I a 
j =1 ij Fj (xk) = 6 ik + Pik (Pik E P(ho)' 

Definimos 

de h tal 
'0 

es válido 
U e V ). 

o o 

n 
D. = I 1· j=1 
que ve o 
para todo 

a .. F. (1 ~ 
1J J 

W A I V y Pik o 
hE V (el 

o 

i ~ n) ; si V es un entorno abierto 
o 

= O para todo i,k, se obtiene que e) 

entorno U se construirá de modo que 
o 

Ahora kh (D.) (1 ~ i ~ n) es una base de (M(h )/M(h )2)*, luego hay 
o 1 o o 

un entorno VI evo tal que hk(Di ) (1 ~ i ~ n) es base de (M(h)/M(h)2)* 

para todo h E VI (ver 5.7). Como p (VI) n, para obtener d) bas tará 
ver que para cada h E VI es 

n 
I },..(x.-h(x.))EM(h)2 

i=1 1 1 1 

n 
Pero esto es evidente ya que hD. (l. },.. (x:. -h(x.)) = },. 

J i'; 1 1. 1 1 j 
para cada j ~ n, por e). 

E hD (M(h)2)),;0 
j 

Para e) consideramos el anillo local ~ (h E VI); las clases de los 
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. 2' 2 
xi -h(x) (1 '" i'" n) generan M(h)/M(h} ..... m(h)/m(h) y entonces por 
Nakayama las clases' de los xi -h (xi) generan m eh) en Ah = A/P (h). De 
aquí e) es trivial. 

Para probar f) consideramos un entorno V de ho de clausura compacta 
en VI; como A es separable (por a)) y como Ves equicontinuo débilme~ 
te cerrado en A* (por ser A de Fréchet) resulta V compacto metrizable 
([ 3], ch. IV, § 2). En particular es legítimo el uso de sucesiones en V. 
Sea F = {h E V: h(x 1) = .•. = h(xn ) = O}, cerrado en V con ho E F; se 

afirma que ho no es punto de acumul.aci6n de F. De 10 contrario existi­
ría una sucesi6n de puntos distintos hj(j ? 1) en F con hj --+ ho y 

hj # ho para todo j ~ 1. Sea x E M(ho) tal que hj(x) > O para todo 
n 

j ~ 1 (ver 5.2); por e) será x = 1 aixi + b (a i E A, bE P(ho))' 
i=1 

Claramente h.(b) 
J n 

= O a partir de un cierto jo de donde 

O < h.(x) = 1 h.(a.)h.(x.) = O si j > jo' 10 que es absurdo. 
J i-l J 1 J 1 

Resul ta de esto que hay un entorno abierto Uo de ho en V (luego Uo 
es abierto en X(A)) tal que Uo n F = {ho}' 10 que prueba f). 

Resta probar b). Para cada h E X(A) sea I(h) el ideal generado por 
losx.-h(x.),y. - h(y.) (1'" i'",n, 1 '" j "'m); claramente I(h) CM(h). 

1 1 J J 

Por la construcci6n de los x. ,y. y por la parte e) se deduce que I(h) 
1 J 

Y P(h) generan M(h) para todo hE X(A); bastará ver entonces que 
P(h) e I(h) para cada hE X(A), o 10 que es igual que la cápsula de 

I(h) es {h } (cf. 1.4). Pero como [x1-h(x1) ""'Ym-h(Ym)]o e I(h), r~ 

sulta de 5.1 que I(h) es denso en M(h), luego I(h) e M(h') - h = h', 

dando 10 afirmado. 

Veamos g): ante todo es claro por d) que si hE Uo entonces las cla­

ses mod M(h)3 de los (x. - h(x.)). (x. - h(x.)) (1 '" i '" j '" n) gene-
1 1 J J 

ran el R-espacio vectorial M(h)2/M(h)3. Veamos que son linealmente 

independientes: Sea 

I ~1·J·(X1· - h(x 1·)).(xJ. - h(x.)) E M(h)3 con ~ .. 
i,j=1 J 1J 

" 

~ .. E R J1 

Notemos que por c) será Dk(x i ) = 6ik + a ik , con aiklUo O 

(1 '" i,k '" n); por 10 tanto, como h E U • será a. k E P(h) y por co~-
o 1 

siguiente tendremos a ik E M(h)r para todo r ~ 1; en particular 

a ik E M(h)3 (cf. 1.4.). Aplicando Dk (1 < k '" n) obtenemos (por ser 

D (M(h)r+l) e M(h)r si r ~ 1) 
k 

i.j 
~ .. (Dk(X.)(x.-h(xJ) + (x.-h(x.)).D (x.)) E M(h)2. 

1J 1 J J .1 1 k J 

Como Dk(xi ) - 6 ik E M(h)3 queda, para '" i '" n, 

1 
i.j 



21 

o sea 

po~ tanto hkj = O para todo ,k,j por d). Luego las clases de los 
(x.-h(x.)) (x.-h(x.)) (1 ~ i ~ j ~ n) forman una base de M(h)2 /M (h)3. 

1 1 J J 
n 2 

Ahora para cada x E A, x-h(x) - L hD.(x)(x.-h(x.)) E M(h) ; su cla-
i=l 1 1 1 

se mod M(h)3 será entonces expresable en forma única en términos de 
estos elementos. O sea, existen únicos X •• E R, h.. X •• 

1J 1J J 1 
(1 ~ i,j ~ n) tales que 

n n 3 
x-h(x) - L hD.(x.)(x.-h(x.)) - ¿ X .• (x.-h(x.)).(x.-h(x.)) E M(h) . 

i=l 1 1 1 1 i,j=l 1J 1 1 J J 

. . 2 
Aplicando hDkDt (1 ~ k,t ~ n) y recordando que Dk(xi ) - ~ik E M(h) , 
se obtiene hDkDt(x) = hkt' Por 10 tanto hDkDt(x) = hDtDk(x) , y como h 

es un elemento cualquiera de Uo se obtiene 10 afirmado. 

Finalmente veamos h). Cons ideramos las aplicaciones A-lineales 
f: An _ OCA) g: OCA) _ An dadas por f(a1, .•• ,an ) = 

n r aidx i , g.(w) = ( D. ,W}). ;pasando al anillo local Ah "" A/P(ho ) 
i=l 1 1~n . o 

obtenemos f o : A:o - II (A) ®A Aho ' go: II (A) ®A Aho - A~o' y afirmamos 

que fo y go son isomorfismos recíprocos. Como se trata de aplicaciones 
entre Ah - m6dulos libres, es suficiente ver que reduciendo todo 

o 
mOdm(ho) se obtiene gofo = id ([21, ch. II, §3, n02); como 
Aho/m(ho) "" A/M(ho) "" R, esto equivale a decir que 

Rn "" An ®A R ..L O (A) ®A R ..L-,. An ®A R "" Rn 

son isomorfismos recíprocos (R considerado como A-m6dulo vía h :A -+ R). 
o 

Pero esto es inmediato por (7), ya que el isomorfismo 

b. h : M (h ) 1M (h ) 2 _ O (A) ®A· R de §5 manda la base de los x. o o o, 1 

2 . mod M(ho) en los correspondientes dX i ® 1, Y por otra parte los hoDi 
(1 ~ i ~ n) forman la correspondiente base dual. Siendo fo y go iso­
morfismos recíprocos, resulta que hay un a E 1 + P(ho) tal que 

a.fg = a.l 0 (A)' a.gf = a'\n ([21, ch. II, §2, prop. 19) y esto da 
la tesis. 

OBSERVACION. Si h E Uo Y x E M(h), son equivalentes: 

a) x E M (h) 2. 

b) Di(x) E M(h) para todo i ~ n (cf. 5.7.). 

NOTACION 6.2. Indicaremos con U un entorno abierto de h con.U com­o 
pacto y U e U . 

o 

Nos ubicaremos en 10 que sigue en la situaci6n de 6.1. 
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Se tiene una aplicaci6n continua 

o: X(A) __ Rn , O(h) = (h(x1}, ••• ,h(xn )). 

La idea es que 
posible ya que 
ro por 6.1. f) 

0lu defina un mapa en ho; pero en general esto no será 
0lu no es en principio inyectiva (de cualquier modo es cla 

que (O lu)-I(O) se reduce a' {h }). 
o 

n 2 1/2 
Consideremos en Rn la norma Ov/l = (¿ v") Y los conjuntos 

i=1 ~ 
FE = {h E X(A): 110 (h)11 .;;; El ,UE = {h E X(A): 110 (h) 11 < El 

para cada E > O. Claramente U es entorno abierto de h y U e F pa-E o E E 
ra cada E > O. 

LEMA 6.3. Con "las notaaiones anteriores se tiene 

a) Si O < E < eS , entonaes F E n U e U.s n U e F n U. E 
b) La ¡ami "tia {FE n U: E > O} es una base de entornos de h o' 

c) La ¡ami "tia {U E n U: E > Ol es una base de entornos de h . o 

Demostraai6n. a) Si h EFE n U será 110 (h) 11 .;;; E Y h = lim hk con 
k ...... 

hk E'U; por 10 tanto hay un ko tal que /lO (hk ) 11 < eS si k> ko' luego 

hk E U6 n U si k > ko y por ende h E U6 n U. La otra inclusi6n es tri­
vial. 

b) Siendo n FE n U = {ho} por 6.1 f) resulta que ho es el único pun­
E>O 

to adherente a la base de fi! tro (F n U) O en el espacio compacto . E E> 

Ü. Por 10 tanto esta base de filtro converge a h en U. Si W es cual­
o 

quier entorno de h en X(A) W n U es entorno de h en U, luego para 
o o 

un E > O será F n U e W n U e W •. 
E 

c) Evidente por 10 anterior. 

Indicaremos' con la nO.taci6n EE (O) al abierto {v E Rn: Ilvll < El e Rn , 

E :> O. 

LEMA 6".4. Existe un EO > O ta"l que 8(Ue; n U) :J EE/2(0) para todo 
E < .. . 

o 

Demostraai6n. Sea V un entorno abierto de h tal que V e V e U, V 
o 

compacto, y sea EO > O tal que F 
EO 

n U r.: Y. Supongamos entonces que 

O < E < E: o y sea v = (v 1 , ..• ,vn) tal que HVII < E; definamos 

()ti"v i) 2; por compacidad hay lin h 1 E F F,; n U tal que o: 
n 

x = ¿ 
i-1 

inf {h(x): h E FE n U}. 

Notar que x ~ 0, así que o: ;;;. O. Afirmamos que h 1 E UE; como h1 E FE 

bastará ver que ftO(h1)H <E. Supongamos 110(h1)ll = E; entonces 
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2 
E .• 

de donde 

11 vii 2 118 (h 1) 11 2 + IIvll 2 
n 

E 2 + 1Iv11 2 ho(x) ;;;. hl(x) = - 2 L h l (xi)v i = 
i=l 

n 2 
absurdo. nUc uc - 2 L h l (x.)v. > Ilvll 10 que es Luego h l E U F n 

i=l 1 1 E E 

e V ; pero UE nuc F n ucV da U n U e U n V e U n U luego 
E e; e; e; 

Ue; n U = Ue; n V. En conclusión h l E Ue; n V (que es abierto) y hl(x) ~ 

~ h(x) para todo h E Fe; n U implica h l (x) ~ h(x) para todo h E Ve; n V. 

pues Ue; n V e Fe; n U. En conclusión. x tiene un mínimo local en h l y 
2 por 10 tanto x - a EM(h l ) por 5.3 •• 1uego hlDi(x) = hlDi(x-a) = O 

para todo i ~ n. Pero evidentemente es hlDi(X) = 2(h l (x i )-v i ) 

(1 ~ i ~ n) luego hl(x) = v. y conc1uímos. 

NOTACION. 

nemos Ipl 

Para cada p = (PI"" .Pn) (los Pi enteros no negativos) po­

r p.; aP/atP será el operador 
1 1 

P at n 
n 

actuando sobre C~(Rn). Asimismo para cada mu1ti-índice a = (al'" .• a r ) 

(los a i enteros. 1 ~ a i ~ n) definimos D(a): A --+ A por D(a) (x) = 

D ••..• D (x) (los Dk dados por 6.1). Nótes e que es esenci al e 1 orden al a r 
de la r-up1a (al •...• a r ) ya que en general no disponemos de la identi-

dad D.D. = D.D. si i ~ j; no obstante: 
1 J J 1 

LEMA 6.5. Supongamos que a = (al •. ·· .a r ) y P = (PI.· ..• Pr ) difieren en 

una permutación. Entonces para todo x E A se tiene 

/"'... ~ 
D(a)(X) I U = D(fl) (x) I U 

(donde U es el. entorne) abierto fijado en 6.2.) 

Demostración. Inmediata a partir de 6.1. g). 

En particular es posible definir para cada p (Pl •...• Pn) el operador 

DP: A --+ C(U) como aual.quierade los D (a) que verifican 

Pk = card {i: a i = k para 1 ~ k ~ nI; si h E U se obtiene entonces una 

"derivación puntual asociada al carácter h. de orden Ipl ". definida 
sin ambigüedad por hDP: A --+ R. automáticamente continua. 

Indicaremos ahora con U (v). para v = (vl ..... v) E Rn • el ideal maxi-n n 
mal {f; f (v) = O} de C~ (Rn); un (v) está generado por tI -v l' .... t n-v n 

y para cadar ;;;. 1 TI (v)rconsiste de las fE C~(Rn) que verifican 
n 
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3Pf / 3tP(v) = O para.todo p con Ipl < r~ Asimismo con &n indic.amos 
el álgebra local de gérmenes de aplicaciones de clase CW en O; &n no 
es otra cosa que el cocle;nte de CW(Rn) por el ideal 

P = {f E CW(Rn) ; f r w = O para álgún entorno W de OL 

El ideal maximal de &n .es Mn = nn (O) /P y f n será el álgebra de series 
formales en n indeterminadas . 

. ,Es clásico que f n se identifica al completado (separado) de &n para la 

topQlogía M -ádica,que f ~ & /Mw 
-. n n n n (M W = n Mr ) (l 11] ) • 

r;:: 1 

Consideramos ahora el cálculo operacional CW, T: CW(Rn) ~ A, único 

morfismo que verifica T(t i ) = xi (1';;; i <: n); en general f(x1, ... ,xn) 

denotará el elemento T(f) E A para f E C"(Rn). Si hE X(A) se tiene 

PROPOSICION 6.6. Con Zas notaoiones ante~io~es. se tiene: 

a) Si f E C"(Rn) entonoes f E P * T(f) E P(ho)' 

b) Si f E C"(Rn ) y h E U, pa~a todo i .;;; n es 

H - (h (x 1) , •.• , h (x ))). 

c) Si fE CW(Rn), h E U Y P 

hDP(T(f)) = h(T 3Pf)) 
3tP 

3t i n . 

(p 1 ' ... , p n)' e s 

3Pf = - (h(x I ), ••• ,h(x ))). 
3tP n 

Demost~aoión. a) Una afirmación es evidente (si flw = O, la continui­

'" dad de 6: X(A) --+- Rn da T(f) I W' = O donde W' = r 1 (W)). Recíproca--mente supongamos que es T(f) E P(h ), luego T(f) Iu n U = O para un . o E 

cierto E > O (6.3. c)). Si EO es como en 6.4, podemos suponer E < Eo 
así que f(h(xI), •••• h(xn)) = O para todo h E UE n U de donde 

f6 .eUE n U) = O Y entonces p.or 6.4. obtenemos f I EE!2(O) =. O * f E P. 

b) Ambos miembros definen derivacione~ continuas CW(Rn ) - .... R; como 
los polinomios en tI'· •.• ,tn son densos en C"(ltn) basta verificar la 
igualdad cuando f = t k (1 .;;; k .;;; n). Pero esto es inmediato por 6.1 • 

c) Evidente por b) .. e inducción. 

COROLARIO 6.7. Si f E C"(Rn~ y h E U. son equivaZent~J par,·. ",:,da r;;;. 1: 

a) f E n (6 (h) ) r. 
n 

b) T(f) E M(h) r. 

En pa~tiou Za~ fE n (6 (h))" - f E M (h)" ,. 
n 

rlt 1 

Demost~aoión. Como claramente T(n (6(h))) CM(h) es inmediato que 
n . 

a) ~ b). Por otra parte. siendo h(T(f)) =f 6(h) es claro que b) ~ a) 
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si r ~ 1; supongamos que T(f) E M(h)r+1 (r ~ 1) Y sea P = (PI.··· .Pn) 
con Ipl < r. Siendo hDP(T(f)) = O resUlta por 6.6 c) que 

aPf 
(O(h)) = O; como esto vale para todo p con Ipl <r sigue entonces 

atP 

f E II (O (h)) r+1 . 
n 

Para cada h E X (A) hay un morfismo T h: R[ tI" ..• tnl ~ A definido por 
Th(t.) = x.-h(x.) (1 < i < n) (notar que Th no es otra cosa que la 

~ ~ ~ o 
restricción de T al álgebra de polinomios); de 6.7. sigue que Th es 
compatible con las filtraciones: 

i) la definida por los II (O) r (r ~ O) e 
n 

ii) la definida por los M (h) r (r ~ O) 
Y por 10 tanto induce un morfismo de álgebras graduadas 

R[t t 1 (A) W M(h)r/M(h)r+l. Th : l·· .. • n --+ grM(h) = 
r~O 

(9) 

PROPOSICION 6.8. Para todo h E U, eZ morfismo Th es un isomorfismo 

de áZgebras graduadas. En 

PI 
eZementos (xl-h(x l )) ... 

M (h)r/M (h) r+l. 

partiauZar, Zas aZases mod M(h)r+1 de Zos 

Pn 
(xn-h(xn)) aon Ipl = r forman una base de 

Demostraai6n. Si h E U. los elementos x .-h(x.l (1 < i < n) definen 
~ ~ 

una base de M(h)/M(h) 2. de modo que grl(Th) es un isomorfismo. Por 10 

tanto Th es un epimorfismo. Supongamos que f es un polinomio homogé­
neo de grado r ~ 

f 

tal que Th(f) = O. 

Esto significa que L c (XI-h(XI)/1 ... (x -h(x ))Pn E M(h)r+1 
Ipl=r P n n 

entonces por 6.7 a) resulta que el polinomio 

PI . Pn 
g L cp (tl-h(x I )) ... (tn -h (xn)) 

Ipl=r 

tiene todas sus derivadas de orden < r+l nulas en el punto 
(h(x I ) •...• h(xn)). Como el grado total de g es < r, deberá ser g=O ; 

como g(tl ..... t n) = f(tl-h(xIL ...• tn-h(xn)), sigue que f=O. Esto pru~ 

ba que grr(Th) es inyectiva para todo r ~ 1 Y concluimos. 

COROLARIO 6.9. Si h E U Y x E A. existen úniaos cp E R (P=(PI, .. ·,Pn)) 
taZes que 

OBSERVACION 6.10. Es fácil ver que los coeficientes c no son sino 
P 
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(p ;;'0). 

Para ello basta aplicar sucesivamente los hDP éon Ipl 
usar 6.6 c) aplicado a: 

0,1 , •.• ,r y 

. p¡ Pn 
f(t¡, ... ,t) = l c (t¡-h(x¡)) ..• (t -h(x)) (p!=p¡! •.• Pn!)' 

n I P I 'Sr P n n 

Consideremos ahora el diagrama (10) 
cual las flechas sin nombre son las 
pletado separado de A/P(ho ) p~a la 
la m(ho)-ádica). Claramente A/P(ho ) 

el morfismo a: 

C""(Rn) --L- A 

1 T ! 
& o A!P (h ) n ! o 

1 
,.. 

T A/P (ho) 

~ 
F u 

n 

de álgebras y morfismos, en el .-
evidentes y A/P(h ) indica el com 

.......... o -
topología M(ho)/P(ho)-ádica (o sea 

lim A/M(h )r, de donde resulta o 
+ 

~ (10) 

~ A/M(h)ao 
o 

De 6·.6 a) se deduce la exis tencia de T , s iendo evidente que liT (ger 
o A o -

men de ti en O) = clase mo~ P(ho) de. xi" (1 < i < n). ComO o$n = Fn ' . 
por continuidad obtenemos T . Por otro lado ~T : & --+ A/M(h )"" tie-o o n o 
ne núcleo Mao por 6.7., de donde resulta un morfismo inyectivo 
u: F _~ A/M(h )ao. 

n o 

A 

PROPOSICION 6.11. Con Zas notaciones anteriores, Zas morfismos To,a,u 

son isomorfismos. 

Demostraci6n. Notemos que a es trivialmente inyectivo; por otro l~do, 
como m(h ) = Rad (A/P(h )) es generado por las clases de los x~, To o o A '"'-

resulta suryectivo. Como au = T , sigue que a es suryectivo, luego 
o A . 

isomorfismo; ahora u inyectivo y To suryectivo dan la tesis. 

7. Pasamos ahora a las consideraciones locales propiamente dichas; 
con la notación de 6.1., sea V un entorno abierto de h , Ve U, V 

o 
compacto y tal que h(a) = 1 para todo h E V (6.1 h)). Consideremos 

el ideal 1 = {x E A: ilV = O} = n M(hl, sea B el álgebra A/I; cla-
he:V 

ramente X(B) se identifica a V y por 10 tanto B es una Q-álgebra 
(112], 13.6). Para aligerar notación indicaremos con x la imagen de 
cada x E A en B. 

LEMA 7.1. i) Si x E 1 Y DE Der(A) entonces D(x) E l. 

ii) Si x E A, D.D.(x) - D.D.(x) E l para todo i,j. 
1. J J 1. 

iii) Si h E V, 1 e M(h)r para todo r;;' 1. 



Demostraai6n. i) 

"" re$ulta D (x) Iv 
D(x) E l. 
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Si x E 1 entonces xiV = O luego ~Iv =0 y por 5.10 
A _ 

O. Por continuidad se obtiene O(x) Iv = O, luego 

ii) Evidente por 6.1 g). 

iii) En virtud de 6.9. bastará 

multi-índice p se tiene hOP(x) 

probar que si x E 1 entonces para todo 

O para cada h E V. Por continuidad 

es suficiente probar esto cuando 

basta apelar a 1.4 b). 

h E V. Pero en tal caso x E P(h) Y 

Sigue de este resultado que se puede definir una aplicaci6n A-lineal 

O -->- D de Der(A) en Der(B) vía DCa) = O(a). En particular será 

Di (xk ) = 6 ik (1 ~ i,k ~n) por 6.1 h). Asimismo se deduce que DiDj = 

=D.D. para todoi,j 10 que permite definir sin ambigüedad las deriva-
J .~ 

ciones de orden I pi, j)P: B -->- B para todo mÚl ti-índice p (cf. 6. S) . 

NOTA~ De manera gener.l se consid~rará, si E es un álgebra de Fréchet, 

a E ®R E como E-m6dulomediante 

x.(a®b) (x®l) (a®b) = xa®b 

esto es, vía el morfismo x -->- x ® 1 de E en E ~ E. 
R 

El siguiente resultado es esencial: 

PROPOSICION 7.2. i)El ideal generado por los elementos 1 ® xi - Xi ® 1, 

1 ®Y j - Yj ®1, (1 ~ i ~ n) (1 ~ j ~ m) es denso en la diagonal 6 A 

de A ®RA. 

ii) oCA) es generado por los elementos dx.,dy. (1 ~ i ~ n, 1 ~ j <m). 
~ J 

Demostraai6n. i) Consideremos la sucesi6n exacta O + DA + A ®R A r A 

donde A(¿ a i ®b i ) = L aib i ; se sabe que 6 A es "laclausura de DA en 

A ®RA' ([ 61, 111, 1.2) de modo que es suficiente probar que el ideal 

generado p~)T los elementos en cuesti6n en A ®RA es denso en DA' 

-+ O 

Ahora de 

(a E A); 

sucesi6n 

manera general DA es generado por los elementos 1 ® a - a ® 1 

como los x.,y. generan una subálgebra densa en A, existe una 
~ ::t 

P n E R[t 1"" ,tn'~ 1"" '~ml tal que 

a = 1 im P n (x l' ... ,x n' y l' ... , y m) y por lo tanto cada 1 ® a - a ® 1 es 
11-)-00 

límite de elementos de A ® A de la forma 

P(1®x 1,···,1®x n , l®Yl' ... ,l®ym) .. P(x 1 ®1,···,y m ®1). 

Entonces es suficiente probar que un elemento d.e esta forma está en 

el ideal de A®A generado por los l®x i - x i ®l, l®Y j - y j ®1. Pero 

se tiene 

P(tl,···,tn,El'···'~m) - P(t¡, .•.• ,t~,n,···,~~) = 

Q.(t , •.. ,t,~ •... ,~ ,t', ... ,t',~', •• '.,~') (t. - t') + 
~I nl mI nI m~ i 

S.(t , ...• t,~ , ..• ,e ,t', ... ,t',~', ...• ~' ) (e. - e~ 
JI nI mI nI m J J 

+ 
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para convenientes polinomios Q. ,S. (en 2n + 2m variables) y el resu1-
~ J 

tado sigue entonces mediante la sus ti tución 

X j ® I ,~ j -+- 1 ® Y j; ~ j -+- y j ® 1 . 

ii) Por i) el submódulo de OCA) generado por los dx i , dYj es denso en 
OCA); basta aplicar entonces 5.5 d). 

PROPOSICION 7.3. Con las notaciones ante~iores. se tiene 

i) La diagonal f).B de B ®R B es generada por los elementos 1 ® xi - xi ® 1, 
1 ® Yj - Yj ® 1 • 

ii) O(B) es un B-módulo libre de base dxl, .•• ,dxn . 

Demostración. i) Se tiene las sucesiones exactas 

o -
o -

-
-

A *R A 

B ® B 
R 

-A 
A 

1 
B 

- o 

- o 

Como A --+ B es suryectiva y como DB es generada (como B-módulo) por los 
1 ® b - b ® 1 (b E B) s igue que DA --+ DB es un epimorfismo; por otro 
lado B ®R B es un cociente de A ®R A (algebraica y topológicamente). 
Luego DB·es cociente de DA' algebraica y topológicamente. En conse­
cuencia al pasar a los completados resulta f).A -.. f).B suryectiva, y 
por cons iguiente f).B es un B ®R B-módu10 fini tamente generado (por la 
hipótesis iv) sobre f).A)' Ahora bastará combinar 7.2.i) con s.s.e). 

ii) Se tiene una sucesión exacta O -+- LO(A) -+- oCA) -+- B ®A ,,(A) -+ O 

(cf.s.6),y un epimorfismo de A-módulos B ~ OCA) ~ ,,(B) que verifica 
. A 
j(b ®dAx) = b.dBx para todo b E B, x E A ([61, IIL 1.4). Sigue de es-
to y de 7.2. ii) que los elementos dxl , ... ,dx ,dYI , ... ,dy generan el 

11 m 
n 

B-módulo O(B). Pero como a.dy. = a. ¿ Dk(y.)dxk (1 ~ i ~ m) por 
~ k=l ~ 

n 
6.1 h), como a = 1, sigue que dY. = ¿ Dk(y.)dxk (1 ~ i ~ m), luego 

~ k=l ~ 

los dx. generan O(B). 
~ 

n 
Supongamos ¿ 

i.=l 
ri vación lL: B 

J 

b. dx. = O para b; E B (1 ~ i ~ n); aplicando cada de-
~ ~ ~ 

= 6 se obtiene b l ij' 
b = O Y todo queda probado. 

n 

Se deduce de 10 anterior que existe una matriz c = (cij ) E Bmxn tal 
que 

n 
¿ cJ' k ' dXk 

k=l 
(1 ~ j ~ m) 

(claramente será c jk = Dk(Yj) , 1 ~ j ~ m,l .;;; k ~ n). 

(11 ) 

Consideramos por otro lado e1epimorfismo Bn+m -+ n(B) sobre la base 
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Se obtiene una sucesión exacta 

n 

LEMA 7.4. N es un B-módulo libre de base EJ' - ¿ c jk ek 
k=l 

(1 ...: j"': m) . 

Demostración. Inmediata apattir de la definición. 

PROPOSICION 7.5. ll~ es cerrado en B ®R B. Por consiguiente ¡¿ (B) 

Demostración. Ciertamente la aplicación natural 

i: llB/ll~ ~ llB/~ = O(B) es un epimorfismo de B-módu10s. Sea por otro 

lado v: Bn+m ~ ll~ definida como la aplicación B-1inea1 tal que 

v(e.;) = l®x.; - x.®l, V(E.) = l®Y. - y.®l (l"':i"':n, 
L L ~ J J J 

...: j ...: m). 

2 Se afirma que veN) e llB; para ello es suficiente probar que 
n n 

E ll2 v CE j ¿ ek) 10 Yj 
- ® 1 ¿ Dk (y.) (1 ® X x t ® 1) - c jk = - Yj - -

k=l k=l J t B n 
para todo j ...: m. Pero a(l®y. - y. ® 1) - a ¿ Dk (y j) (1 ® xk - xk ® 1) E 

J J k=l 
E ll2 2 

A por 6.1 h) y por ser llA cerrado por la hipótesis iv) de 4.5) . De 

aquí sigue inmediatamente 10 dicho. 

Se tiene entonces un diagrama conmutativo 

O ~ N ~ Bn+m 
~ O (B) -+ O 

1 1 v 1-; 
O --+ ll2 --+ llB -+ II /ll2 --+ O 

B. B B 

Y resulta v suryectivo; en efecto, veamos que llB = ll2 + 1m (v) . Bastará B 

probar que llA = ll~ + Im(w) donde w: An+m -+ II A es definida en forma 

análoga a v, esto es, w(e i ) = l®x i - x i ®l, W(E j ) l®Yj - y j ®1. 

Sea entonces x E llA ; la imagen dex en ¡¿(A) = II /ll2 se escribe en la 
A A n m 

forma ¿ a. dx. + ¿ aJ! dy J. (a .• a! en A) (7 .2.ii)). Por consiguien-
i= 1 ~ ~ j = 1 ~ J 

n m 
te x - ¿ a. (1 ® X. - x.; ® 1) - ¿ a! (1 ® y. - y. ® 1) E ll2 Y esto 

i= 1 ~ ~ L j = 1 J J J _ A 
da 10 afirmado y por consiguiente la suryectividad de v. 

Finalmente, tenemos epimorfismos ¡¿(B) ~ II /ll2 II /ll2 ~ ¡¿(E); de B B' B B 

7.3 ii) resulta entonces que iv es un isomorfismo, luego ves inyecti­
YO, y por ende un isomorfismo. Por consiguiente i también es un iso­
morfismo, y conc1uímos. 

Consideramos ahora el homomorfismo de B-álgebras graduadas (los poli­
nomios con su graduación usual) 

j.I: B [T l' ... ,T 1 --+ gr A (B ¡ B) 
n "B R 

ID 

r~O 

(12) 
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unívocamente definido por la condición p. (1' .) 
1 

(1 ,,¡;; i ,,¡;; n) • 

PROPOSICION 7.6. p. es un isomorfismo de B-áZgebras graduadas. 

2 Demostraaión. En primer lugar, como gr b. (B ® B) l = l:J.B/l:J.B de 7. S. Y 7.3 
B 

ii) sigue que grl(p.) es isomorfismo y por 10 tanto p. es seguramente 

un epimorfismo. Consideremos ahora un h E V, y sea i h : B eR B -+- B el 

homomorfismo bien definido por la condición ih(x ®y) h(x)y (o sea 
i h = h ®l B); se tiene un diagrama conmutativo 

grM(h) (A) 

gr b. B (B ®R B) 

1 gr(ih ) 

grM(h) (B) 

/rrh 

donde a es el morfismo definido por a(b) = h(b) (b E B), a(T i ) = ti 
(1 ,,¡;; i ,,¡;; n),gr(ih) es inducido por i h (ya que ih(l:J.B) = M(h), cf. 7.3. 

1) y 5.4) ,llh es definido en forma evidente vía A -->- B, Th es como en (9) 

y Th' se define análogamente vía t.-->- clase de X. mod M(h)2 (1 ,,¡;; i ,,¡;; n). 
1 1 

Destaquemos que llh es un isomorfismo gracias a 7.1. iii); por consi-

guiente Th ' es isomorfismo por 6.8. 

Supongamos que un cierto P E Ker (grm (p.)) (m;;;' 1), as í que P 

o 

Por lo dicho arriba sobre llh. resulta que h(b ) = 
- P 

O para todo multi-ín­
se obtiene b = O pa­

P 
dice p, y como esto vale para todo h E V = X(B), 
ra todo p, de donde P • O , Y concluímos. 

COROLARIO 7.7. Para aada a E B ®R B existe una úniaa famiZia Rp (a) de 

eZementos de B (p reaorriendo Zos muZti-{ndiaes p ;;;. O) taZ que 

- - PI - - Pn m+l a- L Rp(a) (1 ® xl - xl ® 1) .. , (1 ® xn - xn ® 1) E l:J.B Ip !:sm 
para todo m ;;;. O. Además 

definida por oCa) L 
a1.eo l:J."" 

B 

P~O 

A 

Za apZiaaaióno: B ~R B -+- B [[TI,· .. ,Tnll 

R (a) TP es un morfismo de B-áZgebro!", de nú­
P 
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OBSERVACIONES 7.8. aJEs sencillo. explicitar los "coeficientes" R (a) 
de la serie formal asociada al elemento a E B ®R B; en efecto, ·apli~an­
do el morfismo i h (h E V) y comparando con 6.10, se obtiene 

h R (a) 
p 

para cada h E V y cada p ~ O. 

h ñ1' (ih (a)) 

p! 
(14 ) 

En particular, si a = 1 ® x, ih(a) 
para todo p ~ O 

x para todo h E V y por 10 tanto 

R (1 ® x) 
p 

ñ1' (x) 
p! 

(1 S) 

Por el contrario, si a = x ® 1, i h (a) = h(x), así que de (14) deducimos 
que 

b) De 10 anterior obtenemos:para todo x E B Y para todo m ~ O es 

1 ®x - L ñ1'(x) (1 ® xl - xl ® l)PI ... (l® x - x ® l/n E t,m+l 
I P I Sm p! n n B 

c) En particular, reemplazando en la fórmula anterior x por ñq y m 
por m - Iql, se obtiene 

1 ® ITq (x) - L 
Ipl+hlsm 

para todo m ~ O Y todo multi-índice q con m+l > Iql. 

Consideramos ahora la aplicación continua ~: X(A) 

por ~(h) = (h(xl), ... ,h(xn),h(YI), ... ,h(Ym))' 

( 17) 

Rn+m definida 

Esta aplicación es inyectiva gracias al hecho que los polinomios en 

xl" .. ,xn'YI'· "'Ym son densos en A. 

Sea K = ~(V); K es un compacto y ~IV j: V --+ K es un homeomorfismo. 

Luego j* = :Co(K) --+ CO(X(B)) 

supuesto, j*(f) = fj. 

CO(V) es un isomorfismo, donde, por 

Utilizando la transformación de Gelfand g: B --~ CO(V) (que es inyec­
tiva) podem03 definir un morfismo(automáticamente continuo) 
op: B --+ CO(K) de modo que j* <p = g, 10 que permite representar cada 
elemento b E B como una función continua op(b): K --+ R. Queremos pro­
bar que las funciones <p (b) (b E B) son infini tamente diferenciables, 

esto es: <p(b) es la restricción a K de alguna fE C"'(Rn+m). Para ello 

bastará ver que para todo m ~ O se tiene un "jet de orden m" 

F = (Fk) Iklsm sobre K tal que pO = 'f!(b), Y de modo que F E ~m(K) 

(notaciones como en [111, ch. 1). A tal efecto definimos un morfismo 
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F B - CO(K) [[tl •..•• tn.~I •...• tm]] = J(K) 

poniendo F(b) I eru t P (cf. 7.7) 
P~O p! 

y ponemos para cada multi-índice p ~ O 

= ¡CP (W o(b ) ) 
FP (b) 

si Pn+l ... = Pn+m O 

si algún Pi > O con n < i ~ n+m 
(18) 

y entonces sólo habrá que verificar que. para cada m ~ O. el jet así 
definido verifica las condiciones que definen am(K) (ver [11] ch. l. 

2.2 Y 2.3). Pero esto es consecuencia de las identidades (17) y del 
siguiente lema (comparar con [6].111.3.1) 

LEMA 7.9. Sea a E ó~ (r ~ 1). fa: KxK - R z'a ap l,ia!J,l2ión dada por 

fa = (cp ®.p) (a). Existe entonaes una aonstante C > o. táZ que 

Ifa (v 1 .v 2) I ~ CHV 1 -v2Hr para todo (v 1 '!2) E KxK. 

Demostraaión. Por 7.3 i) existen elementos cp E B ®RB (p recorriendo 

los multi-índices (Pl'P2 •...• Pn+m)) tales que 

a = 

Notando queCP(xi ) = tilK. cp(Yj)=~jIK (1 ~i ~n. 1 ~j ~m). la te­

sis resulta de observar que 

. PI P 
f ((t.O.(t',~')) = L g (t.t'.L~')(tl-tP ... (t -t') n. 

a I pi =r p n n 

( ~ ~,)Pn+l (~",)Pn+m . 1- 1 ... m-~m pomendo gp(cp®cp)(cp)' vI = (t.n. 

v 2 = (t'.~ '). (la constante C dependerá de 

su~ {suplg(t.Lt'.~')I:((t.O. (t'.t')) E KxK}). 
Ipl=r 

NOTA. Conviene observ~r que si f E C=(Rn+m) corresponde a un cp(b). es­
to es: cp(b) = flK. entonces las de~ivadas parciales de f restringidas 
a K son' exactamente los FP (b); la serie de Taylor formal de f sobre K 

coincide con F(b). 

Consideramos ahora el cálculo operacional C~ T": C~(Rn+m) - Bdefini 

do unívocamente por T" (ti) = xi. T" (~j) = Yj (1 ~ i ~ n. 1 ~ j ~ m). 

COROLARIO 7.10. T": C~(Rn+m) - B es un morfismo suryeativo. 

Demostraaión. Sea b E B; por lo anterior cp(b) = flKpara alguna 

f E C~(Rn+m). Como cP T"(f) = ·flK trivialmente. resulta b = T"(f) Y 
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todo queda probado. 

l\horca ;e~tamos en condiciones de probar el resultado siguiente: 

PRÓrostCION 7.11. EZ morfismo To : &n --+- A/P(ho) es un isomorfismo. 

D~~:;tt~~ci6n. (Para la definici6n de To ver el diagrama (10)). 

D,eqna~os el cálculo operacional T': C"" (Rn+m) --+- A vía T' (t.) = x .• 
,,'.'" "~o ~ ~ 

::T:,(~ j) = y j (1 o¡;; i o¡;; n. 1 o¡;; j o¡;; m); la composici6n de T' con el mor-

.. ~islll,o, H: A --+- B es exactamente T". luego T" = nT I es suryecti vo. Como 

el ideal 1 que define a B está inc1uído en P(ho)' el morfismo 

B -:-7.A/P(ho) es suryectivo. Por consiguiente el morfismo 

C~_"Rn+lD.) ~ A --+- A/P (h ). indicado F. es suryectivo e induce trivial 
o 

mente un epimorfismo F o: &n+m --+- A/p (ho ) .' En consecuencia A/p (ho) 

es Un 'glgebra diferenciab1e en el sentido de [111. ch. IlI. 2.2. Aho­

ra si i: Rn+m --+- Rn es i(tl •.••• tn.~l •..•• ~m) = (t1 •..•• t n ) se veri­

f:fca:'~in dificultad que 

& i* • n &n+m 

1 = 
T 

1 F o 

,", \ .. ' ..... 
& o 

n 
A/P(ho} 

, ~ ".', :~;: "', 

es :llÍf \ifagrama conmutativo; ello significa que T es un morfismo de 
A o 

álgebras diferenciab1es. Como To es un isomorfismo (6.11). la tesis 

re~u1ta de [111~ ch. V~ 4.4. 

COROLARIO 7.12. Con 'Zas notaciones de Z §6. existe un entorno W de ho 

y"xyE: C""(Rn ) (1 o¡;; j o¡;; m) taZes que Yj Iw = T(f j ) Iw para todo JO¡;; n. 

, ," ~' ... 
8. Estableceremos ahora el r,esu1 tado fundamental de este trabaj o .pa-

",; 

r,a,._1:0._cua1 utilizaremos la maquinaria desarrollada en los parágrafos 

6 y 7. así como el 

LEMA 8.1. Sea rI un abierto no vac-lo de Rn• A 'una subáZgebra de CO (n) • 

Supongamos: 
" 

1. _Las restricciones u i = tiln de Zas funaiones aoordenadas están en 
Ar'::'(;' ~ i o¡;; n). 

2. Para aada ~ = (~l" "'~n) E n eZ ideaZ maximaZ MA 
de A"es generado por u. -~. (lo¡;; i o¡;;n). 

~ ~ 

3. Existen 6 i E Der(A') (1 o¡;; i o¡;; n) taZes que 6 i (u j ) 

i;j. 

ala ti para todo i o¡;; n. 

{f E A' :f(~};=O} 

6 •• para todo 
~J 
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Demostraai6n. Es una adaptación evidente dé [ 11. lema 3, 

Sea A un álgebra de Fréchet que verifica las condiciones i). ii) Y v) 
de 4.5; bajo hipótesis algo menos restrictivas es posible definir un 
haz A sobre el espacio X(A), cuyas secciones globales coinciden con A. 

Se considera para ello. para cada abierto U e X(A) el conjunto multi­
plicativo Su = {a E A: h(a) # O para todo h E U} y se define 

A(U) = A [S~ll (álgebra de fracciones de A definida por Su). Que esto 
define un haz, así como que cada A(U) admite una topología que la hace 
un álgebra de Fréchet m-convexa formalmente real. es un hecho conocido 
(ver [61. 1.2). 
En la misma referencia se prueba que A(U) puede describirse como el 
conjunto de aplicaciones f: U --+ R que coinciden localmente con las 
restricciones a U de las aplicaciones a (a E A); asimismo la aplica­
ción natural A --+ A(U) (indicada según es usual. con a --+ a/1) in­
duce un homeomorfismo X(A(U)) --+ U. 

Finalmente mencionemos que para cada abierto U e X(A) hay una aplica­
ción A-lineal Der(A) --+ Der(A(U)) (indicada D --+ DIU) bien definida 
por la regla DIU(a/b) = bD(a) - aD(b)/b Z para cada al1 E A(U). 

TEOREMA 8.2. Sea A un álgebra que verifiaa las aondiaiones i) a vii) 
de 4.5. Existe entonaesuna úniaa estruatura de variedad diferenaiable 

en X(A). tal que la transformaai6n de Gelfand induae un isomorfismo 

g: A --+ Coo(X(A)). 

Demostraai6n. La unicidad es clara por 4.3. Veamos la existencia. En 
primer lugar, Xo = {h E X(A): p(h) = O} es un subespacio discreto a­
bierto y cerrado de X(A) (cf. 5.8); no hay dificultad en proveer a Xo 
de una estructura de variedad diferenciable de dimensión O. El proble~ 
ma reside en los puntos de X -X ; evidentemente para tratar este ca-

o 
so puede suponerse que Xo = 0. 

Construimos ~l haz asociado al álgebra A como se indic6 arriba. Sea 
ho E X(A); por 7.12 podemos suponer que hay un entorno W de h yapli-

~ o 
caciones fj E Coo(Rn) tales que YjlW = f(x1, ...• xn)\ W; sea U un entor-

no abierto de h con IT compacto, IT e W, de tal forma que 
o 

O IU: U --+ E (O) sea suryectiva para un cierto E > O (cf. 6.4). 
E 

IT e U como en 6.2. 
o 

Notemos en primer lugar que 0IW es inyectiva; en efecto, sean h1,hz 
en W y supongamos que h1(x i ) = h 2(x i ) para todo i ~ n. Entonces para 

todo j ~m h1(Yj) = h1(fj(x1, ... ,xn)) = f/h1(xJ, ... ,h(xn)) = 

= fj(hz(x 1) •... ,hZ(xn)) = hz(Yj); de ~sto y de 6.1.b) resulta que 

M(h 1) = M(h z) y por ende h 1 = h z . 

Por la hipótesis sobre U sigue que O Iu: U --+ EE'(O) es un homeomorfis­
mo. Antes de proseguir. convendrá probar que cúalquiera sea el abierto 



35 

v e U y h E V, el ideal M(h) de A(V) es g~nerado por los xi/l - h(x i ) 
(1 ,,¡;;; i ,,¡;;; n) . 

Es evidente que M(h) es generado por los xi/l-h(xi) (1 ,,¡;;; i,,¡;;; n) y los 

y j /l - h(Yj) (1 ,,¡;;; j ,,¡;;; m), de modo que bastará ver que cada y j /l - h(Yj) 

está en el ideal generado por los x/l - h (xi) . Sabemos que 

T(f. ) + a con ~.Iw = O ( 1 ,,¡;;; j ,,¡;;; m) . Sea s E A tal que sao = O 
J J J 

j ,,¡;;; m) , ~ lIT = 1 ~ I X (A) - W = O. Así sil 1 en A (V) para cual-

quier abierto V e U, mientras que a./l = O en A(V). Pongamos A = O(h); 
n J 

entonces f. - f.(A) = L g'k (tk-A k), para cada j ,,¡;;; m, con 
J J k= 1 J 

gjk E Coo(Rn); por consiguiente, si 1 ,,¡;;; j ,,¡;;; m, será: 

yj-h(Yj)-a j = 

= T ( f j - f j (A) ) 

el morfismo x 

T(f.) - hT(f.) = T(f.) 
~ J J 

- T (f j (A)) = T (f j - f j (A)) 

= L T(g'k)(xk-h(xk)) 
k=1 J 

Y 10 afirmado resulta aplicando 

-+ x/l de A en A(V). 

Sea V e U un abierto no vacío, sea a = O(V); probaremos que 
0*: C"'(a) -+ Co(V) definida por O*ef) = f o· establece una biyección 
° ° entre Cooea) y A(V). 

Consideramos el cálculo operacional T: Coo(Rn) -+ A definido por 

Teti) = xi el ,,¡;;; i ,,¡;;; n); sean So y Sv los correspondientes conjuntos 

multiplicativos en C"'eRn) y A. Evidentemente T(Sa) e SV' luego queda 
inducido un único morfismo Tv que hace conmutativo el diagrama (20) 

( .. '" (n) [-1] '" se ut111za que.C R SD, = C (a)). 

C"'(Rn) T A 

1 1 
c"'(a) 

T V 
A(V) 

Sea f E C"'(a) y representémosla en la forma f/f z 

y f z E So; 
A 

se tiene para cada h E V = X(A(V)): 
A A 

(20) 

con f 1 ,f z E C"'(Rn) 

T v(f) (h) = [T(f 1)!T(fz)] (h) = hT(f 1)/hT(f z ) =f1(0(h))/f Z(0(h)) 

= f(O(h)). 

Esto prueba que Tv = O~ y por 10 tanto asegura que O~(C"'(g)) E A(V). 

Como 0* es inyectiva, bastará probar que 0* (C"'(a)) = A(V). Para cada 
° a E A(V) definimos .p(a): 0--+ R poniendo .p(a)(O(h)) = h(a) (bien de-

finido ya que 6 Iv: V --+ a es homeomorfismo). Es inmediato que 
.p: A(V) -+ CO(n) es un morfismo inyectivo, cuya imagen es una subálg~ 

bra de CO(n) que se indicará A'. Afirmamos que A' está en las condici~ 
nes del lema 8.1.; en efecto, es claro que .p(x i /l) = tiln si 1 ,,¡;;; i ,,¡;;; n. 

Asimismo las disquisiciones previas dan enseguida la condición 2) ya 
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que si X = 8(h) tendremos "a E M(h) -'P(a) E M/~ Finalmente, si D. 
1\ /'-. 1 

(1 ~ i ~ n) son las derivaciones de A que verifican D.(x.) Iu = 6 .. 
1 J 1J 

(6.1. c)), podemos poner 6 1.: A' --+ A' mediante 6.('P(a)) 'P(D:IU(a)) 
1 . 1 

Y es elemental verificar que se cumple 3. 

Por 8.1 tendremos A' e C~(Q) así que 'P: A(V) --+ C~(Q) es un morfismo 
inyecti vo; ahora si h E V, 8 * 'P (a)(h) = 'P (a)(8 (h)) =8. (h), luego o 
8~'P = 1A(V) y entonces sigue que 8~: C~(Q) --+ A(V) es un isomorfismo. 

De 10 probado resulta que es posible definir en X(A) una estructura 
de variedad diferenciable, tal que para cada abierto X e X(A) el álge­
bra C~(X) se identifica con A(X), y entonces la tesis es evidente. 

Como consecuencia de este teorema resulta que la "categoría de las C~­
álgebras" se identifica con la subcategoría plena (de la categoría de 
álgebras) formada por las álgebras que verifican i) a vii) de 4.5.; 
los funtores X --+ C~(X), A --+ X(A) establecen una equiv~lencia entre 
esta categoría y la categoría de variedades diferenciables. 

Mencionemos que si f:X ->- Y es una aplicación de·clase C~ entre varie­

dades diferenciables y f*: B --+ A es el morfismo correspondiente de 
sus álgebras, la diferencial usual de f en h E X(A) = X se identifica 
con la aplicación lineal inducida por f, 

(M (h) 1M (h) 2)* --+ (M (h' )/M Ch') 2)* , donde h' =hf*. 
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