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ALGEBRAS DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

Gustavo Corach y Angel R. Larotonda*

Dedicado al Doctorn Luis A. Santalé

En la presente nota se establecen condiciones necesarias y suficien-
tes para que un 4dlgebra topol6gica A sea isomorfa al dlgebra de fun-
ciones infinitamente diferenciables sobre una variedad diferenciable
X de dimensi6én finita . Se establece de esta forma una corresponden-
cia funtorial entre la categoria de variedades diferenciables y una
categoria de 4lgebras topoldgicas, coriespondencia que deviene una
equivalencia categoristica. En tal sentido hay puntos de contacto
con [5]; la diferencia es que aqui no se manipula con haces sino mis
bien con secciones globales. Por lo que las caracterizaciones no re-
sultan de traduccidén inmediata. En particular, algunas condiciones no
tienen andlogos en ambas presentaciones.

La equivalencia de categorias aqui estudiada tiene como fundamento
una algebrizacidn de la geometria diferencial (o, al menos, de parte
de ella), de modo anilogo al caso de variedades algebraicas afines y
dlgebras afines, o bien espacios compactos y C*-4lgebras conmutativas.

1. Salvo advertencia, todas las dlgebras consideradas serdn dlgebras
conmutativas sobre el cuerpo real R, con elemento unidad indicado 1.
Un morfismo f: A — B de tales dlgebras serd una aplicacién R-lineal
que verifique

f(x.y) = £f(x).f(y) para x,y €A, £f(1) = 1.

En general -la mayor parte de las nociones que se utilizardn pueden
pensarse en contextos mis amplios, pero no insistiremos en ello. En
particular nos restringiremos al caso de dlgebras m-convexas [12];
indicaremos en tal caso con X(A) al espacio de caracteres de A, es de-
cir al conjunto de los morfismos continuos h: A — R, provisto de la
topologia de la convergencia simple. Por lo general no requiere mayo-
res esfuerzos adaptar la teoria existente (4dlgebras sobre el cuerpo

C) a nuestro caso, via complexificacién.

Como nos interesan las dlgebras "esencialmente" reales, nos concéntra-
remos en aquellas (que denominaremos dlgebras formalmente reales) que
verifican:
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Si A es un dlgebra formalmente real es inmediato que A o C es una C-
dlgebra m-convexa con involucidén cuyos caracteres son todos hermitia-
nos (observar que 1 + xx* resulta siempre inversible); por otro lado
A se identifica con la subdlgebra de los elementos hermitianos de

A o C y los caracteres de Ay de A 8, C se corresponden. Combinando

esto con [12] pdg. 53 obtenemos:

PROPOSICION 1.1, Sea A formalmente real; entonces todo ideal maximal
cerrado es de codimensidén 1 y por ende el nicleo de un cardcter. Si

ademds A es de Fréchet, todo morfismo h: A — R es continuo. En con
secuencia, si A es un dlgebra de Fréchet formalmente real y M C A es

un ideal, son equivalentes
a) M es maximal cerrado.
b) M es de codimensidn 1.

c) M= h_l(O) para un (dnico) morfismo h: A — R.

Nos restringiremos en lo que sigue a dlgebras de Fréchet formalmente
reales y m-convexas; en tal caso X(A) es siempre hemicompacto ([ 12]
pédg. 22). De 1.1 resulta una inyeccidén continua

n: X(A) — J(A) m

donde J(A) indica el espacio de los ideales maximales devA, provisto

de la topologia de Jacobson (esto es, como subconjunto del espectro
primo de A, [2]). Recordemos que esta topologia hace de J(A) un espacio
Tl, casi-compacto pero en general no separado.

Se dird que A es un dlgebra armdénica si J(A) es separado (luego com-
pacto) (ver [15]1, [16]).

La transformacién de Gelfand
g: A — CC(X(A),R)

definida por g(x) = X (donde X(h) = h(x)) resulta continua cuando se
considera la topologia de convergencia uniforme sobre compactos para
C(X(A),R) (éste es el significado del subindice c); basta observar que
por ser A de Fréchet coinciden los equiéontinuos con los débilmente -
relativamente compactos de A'. La imagen A= g(A) es una subidlgebra
densa de G(X(A),R) por el teorema de Stone-Weierstrass.

Es claro asimismo que la topologia de X(A) es la topologia definida
por la familia A, esto es la menos fina que hace continuas a todas
las aplicaciones ﬁ(a en A). El nlcleo de g es evidentemente

n {h'l(o): h € X(A)} = Rad (A) .que en nuestro caso coincide con el ra
dical "algebraico" (esto es, la interseccidén de todos los ideales maxi



males de A) (ver [12], Prop. 7.3). La.identidad de ambos radicales tie
ne como comsecuencia inmediata el hecho que la imagen de la aplicacién
(1) es densa en J(A).

El dlgebra A se dice regular si la aplicacién (1) es un homeomorfismo
entre X(A) y su imagen (o lo que es igual, la topologia de Jacobson
inducida en X(A) coincide con la topologia débil).

Adoptaremos aqui una definicién de regularidad fuerte que es una mo-
dificacién de la usada en [1]; para ello denotemos con sop(a), para
a € A, al soporte de la aplicacién a: X(A) — R, esto es:

sop (a) = {h € X(A): h(a) # 0}
Si A = {a € A: sop(a) es compacto}, es inmediato que A es un ideal
de A que puede coincidir con A (por ejemplo si X(A) es compacto).
Diremos que A es un dlgebra fuertemente regular si se verifican:
a) Rad (A) = 0 (esto es g es inyectiva).
b) Para cada h € X(A) y cada a € h_l(O) existe un elemento b € Ao tal

que h(b) = 1 y b2(1—a) + 22 es inversible para todo escalar X # 0.

LEMA 1.2, Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa, formalmente real y

fuertemente regular. Entonces

a) A es regular y armdnica.

b) X(A) es localmente compacto y numerable al infinito.

c) Ao ee un ideal denso de A.

Demostracidn. a) Sea U C X(A) un abierto para la topologia débil; vea

mos que es abierto para la topologia de Jacobson. Sea ho € U; por de-
finicién existen elementos Xp5--.,X_en Ay € > 0 tales que

Vv

]

r
N {h: |h(xi) - ho(xi)l < e} Cc U. Pongamos

i=1

r
a = 1/e2. ) (xi-ho(xi))z; claramente ho(a) = 0 de modo que por de-
i=1 .
finici6én existe un bo € Ao tal que b2. (1-a) + A% es inversible para
todo N # 0. Por consiguiente la aplicacién b2, (1-3) + 22 no se anu-
la sobre ninglin h € X(A) ( cualquiera sea A # 0) de donde

32.(1-5) = 0. En consecuencia sop(b) C {h: h(a) < 1}. Si x = b2.(1-a)
tendremos entonces ho(x) =1 y h(x) =0 si hegU (yaque hegUu

implica h(a) > 1 luego X(h) < 0); ahora si V(x) = {M € J(A): x ¢ M},
V(x) es entorno de hb para la topologia de Jacobson y V(x) n X(A) c U.
Esto da la regularidad y por consiguiente lo afirmado en a); en efec-
to de [4] se deduce que J(A) es isomorfo de manera natural a la com-
pactificaci6én de Stone-Céch X (A).

b) Como X(A) es unién numerable de compactos, basta ver que para cada
ho € X(A) existe un entorno compacto; por definicién existe un b € Ao



tal que ho(b) = 1; luego V = {h: h(b) # 0} C sop(b) da el entdrno en
cuestidn.

c) Si I C A es un ideal cerrado' (propio) existe por lo menos un

h € X(A) tal que I C h-l(O) (cf. [12] th, 5.9). Si A mo fuera denso
existiria h € X(A) tal que Ko C h_l(O) contra la definicién de regula
ridad fuerte.

v

'OBSERVACIONES 1.3. i) Con las hipdtesis de 1.2 vale un "teorema de

Urysohn': si F1 y F2 son cerrados disjuntos de'X(A) entonces existe

un a € A tal que .';[F1 =0 vy §|F2 =1 (cf. [4] 1.5 6 [6]).

ii) Asimismo se deduce de 1.2 la existencia de particiones de la uni-
dad por elementos de A, y en particular toda aplicacién f:X(A) — R
que coincide localmente con elementos de A es un elemento de A (cf.
[6] 0.2.4.4).

La situacién precedente es propicia para considerar localizaciones;
sin desarrollar una teoria general (ver [6]) nos limitaremos a con-
siderar el caso de un dlgebra de Fréchet m-convexa, formalmente real
y errtementé regular A. Si h é X(A) indicaremos con AM(h) el dlgebra

local de A en M(h) = h™2(0) ([ 2] ch. II §3).

‘Por otro lado A, denotard el dlgebra de gérmenes de elementos de A

en h, esto es: A, es el cociente de A por el ideal

h

{a: ﬁlU = 0 para un entorno U de h}. El morfismo a — a(h) se anula

sobre ese ideal, definiendo asi un morfismo Ah — R cuyo nicleo es
el ideal m(h) de los gérmenes nulos en h. Como a —> a4 es un isomor-
fismo de A sobre A (pues Rad(A) = 0), resulta de inmediato que el
morfismo a — a induce un isomorfismo A/P(h) = Ah’ donde

P(h) = {a € A: h ¢ sop(a)} es un ideal inclufdo en M(h); por ese iso-
morfismo M(h)/P(h) se aplica sobre m(h).

PROPOSICION 1.4. En las condiciones anteriores se verifica:

a) Ah es un dlgebra local, naturalmente isomorfa a AM(h)'

b) P(h) es el menor ideal cuya cdpsula es {h} (cf. [9] pdg. 111). En
particular P(h) C M(h)T para todo r > 1.

Demostracidén. a) Veamos primero que Ah es local; es suficiente ver que
si a € A verifica h(a) # 0 entonces a es inversible mddulo P(h). Sea
V un entorno compacto de h tal que ¥(a) ='4(p) # 0 para todo vy EV y

sea I = n’{¢'1(0): ¢ € V}, ideal cerrado de A contenido en P(h). Si
B = A/I entonces B es un dlgebra de Fréchet m-convexa y la aplicacidn

A —", B induce un homeomorfismo X(B) —> {¥ € X(A): ¥(I) = 0}; ahora
{¥ € X(A): ¥(I) = 0} es la clausura de V para la topologia de
Jacobson, de modo que (por 1.2 a)) X(B) se identifica,con V. Por lo
‘tanto B es una Q-dlgebra (Vér [12] 13.6) y por ende todo elemento de-



B es regular, es decir de espectro compacto (cf. [9], pdg. 64). Ponien
do b = m(a) € B, es claro que b no se anula en ningdin punto V = X(B) y
es un'resultado cldsico entonces que b es inversible en B (ver por
ejemplo [17] ch. VI 6 [12] 10.1) ya que Rad(B) = 0. Es claro entonces
que a es inversible médulo I, por lqytanto es inversible médulo P(h).
Habiendo probado que A, es local con ideal maximal m(h) consideramos
el morfismo x — X de A en A, . Como X es inversible cada vez que _

x ¢ M(h), resulta que este morfismo se factoriza como la composicidn

del morfismo candnico A — AM(h) con el morfismo @: AM(h) — Ah

definido como sigue: si utilizamos la notacién a/b para los elementos
de Ay (py entonces ponemos 0 (a/b) = 2.(5)"!. Es obvio entonces que 6

es un epimorfismo. Por otro lado si 6(a/b) = 0 (c/d) resulta que

;.& . 3.2 se anula en un entorno U de h; si V'c U es un entorno com-
pacto de h, por la regularidad existe un r € A con §|V.= t y
;]X(A)—U = 0. Por lo tanto, siendo Rad(A) = 0 resulta r € M(h) vy

r.(a.d-b.c) = 0 de donde a/b = c/d por la definicién de AM(h)‘

b) Es una simple adaptacidén de [15] 1.23 y se omite la demostracién. .

2., Se-hace notar que si A es un 4dlgebra de Fréchet m-convexa, formal-
mente real y semisimple (o sea Rad(A) = 0), A resulta un espacio vec-
torial ordenado por a >0 «=h(a) >0 para todo h € X(A), o sea

a > 0 = 33>0.

El cono A+ = {x € A: x = 0} resulta cerrado y el orden resulta cdmpa-
tible con la estxuctura de dlgebra de A, es decir x € A+, y € AT =
= X.y € At

3. Una cuestién esencial es la formulaci6én de un '"cdlculo operacional"
adecuado en A. De las diversas definiciones adoptaremos la siguiente:
si 0 < k < o diremos que A admite un cdlculo operacional de clase ck
si para cada x € A existe_uﬁ morfismo continuo'Tx: Ck(R) — A tal
que T (t) = X (donde t denota la aplicacién idéntica de R) donde la
topologla de ck (R) es'‘la de convergencia uniforme sobre compactos de
todas las derivadas hasta el orden k (ver [7] ch. XVII).

Como 1los poliﬁomios son densos en Ck(R), resulta claro que hay a lo

sumo un morfismo con esa propiedad. Si A es un dlgebra de Fréchet m-
convexa semlslmple la continuidad de T es automitica por el. teorema
del graf1co cerrado. o ’

LEMA 3.1. Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa semisimple. Son equi-
valentes:

a) A admite un cdlculo operacional de cZase‘Ck.

-

b) Para toda f € Ck(R) Yy para todo x € A, f o X € A.



31 A es ademds formalmente real y fuertemente regular, a) y b) equiva-
len a:

c) Para toda f € C R) (funczones de clase’ C con soporte compacto) y
pard todo X € A, f o X € A Esto a su vez se prueba viendo que el con-
juntd ‘de las f € ck (R) para las cuales vale esta férmula es una subil-
gebra certada que contiene a los polinomios en t. '

Para ver que B) = a) notemos que x'—» X es un isomoffismo de A sobre A
(algebraico); poniendo T (f) Gnico y € A tal que f o X = y, resulta
de 1nmed1ato un morflsmo C (R) —> A que define un cédlculo operac1onal
de clase C* en A.

F1na1mente veamos que con las hipétesis adicionales c) = b); sea

f e C (R) y sea x € A, Si h € X(A) consideremos un entorno compacto V
y ensegulda una apllcac16n g € C (R) tal que g|K = £|X, siendo K el
compacto x (V). Claramente g o X e A y ademés g o ﬁIV =f o i]V; ahora
basta usar 1.3 11) para obtener foxe€A.

. Interesa particularmente el caso k = . Diremos que un dlgebra A es di-
ferenciablemente completa si admite un cdlculo operacional de clase c”;
se da esta denominacién en [6] donde ademds se da una caracterizacidén
de las mismas en términos de la topologia de A.Adaptaremos a nuestra si
tuacién dicha teorfa; conviene hacer notar que las dlgebras de [6]

son &lgebras sdbre\C, de modo que se considerard aqui el caso de‘un
dlgebra formalmente real A; y su complexificada A,. Es inmediato que A
es diferenciablemente completa si y s6lo si A, lo es. Si A'es m-con-
vexa y completa estd definido e ¢ Ac para todko A € Ry x € A, me-
diante la serie usual., Recordemos por otro lado que un cdlculo opera-
cional analitico es siempre posible en cualquier 4dlgebra m-convexa

completa ([ 17], pdg. 120), en particular para definir eirx

PROPOSICION 3.2. Sea A un dlgebra de Fréchet m~convexa, formalmente
real y fuertemente regular. Son equivalentes:

a) A es diferenciablemente completa.

b) Para cada x € A Za aplicacidén N — e iax es de crecimiento lento
(0 sea: para cada seminorma contznua de dlgebra de A, o al menos para

cada seminorma de un sistema fundamental, existen ¢ = 0 y un entero

m > 0 tales que p(eixx) < c(1+lklm) para todo A € R).

La equivalencia de a) y b) es entonces consecuencia de [6] III.21.1;
de cualquier manera podemos dar aqui una demostraC16n alternatlva de
b) = a); por 3.1 c) basta ver que f o X € A cuando x € Ay e C

si f indica la transformada de Fourier usual de f, la integral vecto-»
rial

J X Fanaa
R ) ‘

existe y define un elemento de Ac (que denotaremos y), ya que si p es



una seminorma de A la aplicacién N — %(k).p(eikx) es integrable por
ser £ de decrecimiento rédpido. Es fdcil ver entonces que ;(h)'= £(X (h))

-

para todo h € X(A), esto es f o X = y.

4. Consideremos ahora una variedad diferenciable X (salvo advertencia
todas las variedades diferenciables serdn de dimensién finita y nume-
rables al infinito) y su dlgebra C°(X) de aplicaciones X — R de cla-
se C*. Esta dlgebra es obviamente formalmente real y provista de la
topologia usual (ver [7], ch. XVII) resulta un dlgebra de Fréchet
m-convexa separable.

Si f: X — Y e% una aplicacién C” entre variedades, la regla

a — f o a define un morfismo f*: Cw(Y) — Cw(X) Y es entonces inme-
diato que las reglas X — C”(X), f — f* definen un funtor contrava
riante de la categoria de variedades diferenciables en la categoria

de dlgebras m-convexas. Nuestro objeto es caracterizar la imagen de
este funtor, para lo cual haremos élgunas observaciones previas. Ante
todo notemos que cada x € X define”gn caricter ex(x) 1 C”(X) — R
por ex(x)(f) = f(x) ("evaluacién en x"). :

PROPOSICION 4.1. Sea X una variedad difereneiable. Entonces
a) La qpiicacién natural eyt X — X(C (X)) es un- homeomorflsmo

b) EL dlgebra C*(X) es fuertemente regular.

Demostracidén. Como C”(X) es una subdlgebra de C(X) que distingue pun-
tos la aplicacién ey es inyectiva; su continuidad es asimismo inmedia
ta. Veamos que es biyectiva (comparar con [1]). Sea 9" C(X) — R

un caridcter, se trata de probar que existe un X, Fal que wo(f) = f(xo)
para toda f € C”(X). Si no existe un tal X s pafa cada x € X ‘existe
f € C°(X) que verifica £ (x) £ 0y v, (f ) A e

Para cada x consideramos un entorno relativamente compacto Ux tal que
0 ¢ fx(Ux); como X es numerable al infinito existe un subcubrimiento

numerable U‘ (i=> 1) y una’ part1c1on C"-de la.unidad g; (i=>=1) su-
bord1nada a d1cho cubrimiento. Pongamos f =y g..f: ;
R N |

ciertamente f € C*(X) y f(x) > 0 para todo x € X, en particular f es
inversible. Pero esto es absurdo. pues f pertenece al ideal maximal

(cerrado) ¢;1(0): en efecto si un”= Z g; f tendremos u, — f
' : i i=1 )
pues para cada x € X hay un entorno V de x tal que u | = f|v '
para todo n > n_; por lo tanto 9, (f) = 1lim ¢, (u ) = 0. Finalmente ex
X ) n-+o o
es un homeomorfismo: si X, € X y U es ‘entorno de X, existe  f € C :(X)
con soporte compacto 1nc1uido en Uy f(x ) = 1. Claramente

V= {p €X(C™X)): v (f) # 0} es entorno de ey (x ) yVc ey (U).

Con 1las modificaciones obvias todo esto es vdlido para ck (X) ‘¢on

0 < k < »; ademds si operamos sobre cada componente conexa lo afirmado



s6lo requiere que X sea paracompacta.’

"b) Es evidente que’ C”(X) es'semisimblej por otro lado si X, €X vy
f(x ) = 0 para una f € Cc”(X), basta considerar g € c™(X) tal que
g(x ) =1 y sop(g) es un compacto contenido en {x € X: £(x) < 1}.

Entonces g .(1-f) > 0, y de aqui es claro que C”(X) es fuertemente
regular. ' ' ‘ '

El 51gu1ente resultado es b1en conoc1do (cf [16], 85); su demostra-
cidén solo se incluye a los efectos de hacer completa la expos1c16n

'

PROPOSICION 4.2. Sean X,Y variedades diferenciables y sea f: X — Y

una aplicacidén continua. Entonces son equivalentes:
X ; .
a) f es de clase C..

b) Para toda g € C*(Y), g o £ € CT(X).

Demostracidén. a) = b) es evidente; suponiendo que vaie;b), sea x € X
y sea V un entorno de f(x), v: V — R™ un difeomorfismo. Sea U un en
torno de x tal que £(U) c V, con un difeomorfismo u: U — Rn..Por hi-
pbtesis g o f: X — R™ es de clase C” luego v o f o u*lz R® — R"

también lo es, pero esto significa que f es de clase c”

COROLARIO .4.3. Sean X,Y variedades diferenciables.

a) S7 a: c’iy) — C”(X) es un morfismo de dlgebras, emzste una dnica
aplicacién £f: X —> Y de clase C® tal que f* = a.

b) X e Y son dzfeomorfas ‘g1 'y 8blo et c” (X) y c”(Y) son ngebras i80-
morfas. ‘ -

Demostracidén. a) La unicidad es evidente; por otra parte a,induce una
aplicaci6én continua a': X(C®(X)) — X(C”(Y)) y basta poner

-1

f = ey © a' o e, usando 4.1y 4.2.

X

b) Es consecuencia inmediata de a).

~ Los resultados anteriores muestran que, mediante el funtor X — "X,
la categoria de variedades diferenciables es equivalente a una cierta

_subcategoria_plena de la categoria de las 4dlgebras de Fréchet m-con-
vexas formélmente,reales. Indicando con A esta subcategoria‘de las
C”-4lgebras, daremos primero una serie de condiciones que deben cum-
plir los objetos de A. Se verd luego que ‘esas condiciones. son asimis-

mo suf1c1entes para que un élgebra de Fréchet m-convexa formalmente

real sea del tipo c” (X) para una varledad d1ferenc1ab1e X.

4.4. a) Toda C”-dlgebra es fuertemente-reguiar} es evidente por 4.1.
ii). ;

4.4. b) Todd C”-4lgebra es diferenciablemente'completa (cf£. [6]):
evidente.



4.4, c) S A es una C”-dlgebra, el A-médulo Der(A) de las derivaciones
de A es proyectivo y finitamente generado (recordamos que si M es un
A-médulo una derivacién D: A — M es una aplicacién R - lineal que
verifica D(al.az) = al.D(az) + az.D(al) para todo par de elementqs
a,,a, € A; ver [10]1) .

Si A es un dlgebra de Fréchet m-convexa regular semisimple toda deri-
vacién D: A — A es automdticamente continua (cf. [13]). Aquella afir
macifén es una consecuencia inmediata de la bien conocida identifica-
cién entre derivaciones de Cw(X) y campos vectoriales de clase c® so-
bre X (o sea secciones de clase C° del fibrado tangente T(X)).

(cf. [14]). /

Por supuesto el A-m6dulo dual HomA(Der(A),A) también es proyectivo y
finitamente generado, y se identifica con el médulo de secciones c”
del fibrado dual de T(X), que se denota I'(T(X)*) ("formas diferencia-
les de grado uno").

Si consideramos el morfismo de 4lgebras de Fréchet A & A ¥, A induci-
do por la multiplicacién (x,y) + x.y (aqui el producto tensorial in-
dica el producto tensorial proyectivo [8]) y si A es el ideal nicleo
de ¥, se sabe que Der(A) es el A-médulo dual de A/ &2 (cf. 16]); si
ponemos Q2(A) = A/ Zz esto significa que Der (A) = CHomA(n(A),A), don-
de CHomA indica los homomorfismos A-lineales continuos.

El A-médulo de Fréchet Q(A) es el denominado médulo de diferenciales
de A, con significado andlogo al médulo de diferenciales de Kahler
en el caso de la geometria algebraica.

Sin embargo, de lo anterior no se deduce mucho sobre el mddulo 2(A);
el resultado siguienté es conocido pero se adjunta una demostracidn
para no dejar lagunas en la exposicién.

LEMA 4.4, d). Si A es una C -dlgebra, el A-médulo Q(A) es proyectivo
finitamente generado.

Demostracidén. Debemos considerar el caso A = C”(X).

i) X = U abierto de R®. Se sabe que en este caso A ® A se identifica
con C*(UxU) y que A se identifica con el ideal de las aplicaciones nu-
las sobre la diagonal. De la férmula de Taylor se deduce que A es ge-
nerado por los X,y (1 <i<m)y de aqui sigue inmediatamente que
los elementos dxi (1 €£i <m) (clase médulo A% de 1los xi-yi) son una
base de 2(A); &ste resulta asi libre de dimensién m.

ii) Caso general. Por el teorema de inmersién de Whitney (cf. [7] ,
ch. XVI) podemos suponer que X es una subvariedad cerrada de R® para
m suficientemente grande; sea U un entorno tubular de X y r: U — X
de clase C” una retraccidn (loc. cit.). La inclusién induce un epimor
fismo i*: B = CT(U) —> A = C”(X) con inversa a derecha r*: A — B
dada por r*(f) = f o r. De la teoria general hay un epimorfismo
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u: A ey 2(B) —> R(A) ([6], §III) que verifica u(l e dgb) = d,(i* (b))
para cada b € B. Notemos que u es A-lineal y continuo y que de lo an-
terior resulta que A ey 2(B) es un A-m6édulo libre (por ser (B) =~ B™).
Bastard entonces definir una inversa a derecha de u; esto se hace po-
niendo primero A: A — A o5 a2(B) , A(a) =1 @ dB r*(a). Asi X\ es una
derivacidn continua, luego por definicién hay una aplicacién A-lineal
continua v: Q(A) — A oy ﬂ(B)bque verifica A = v o dA.

De esto sigue inmediatamente que u o v(dAx) = dAx para todo x € A,
luego u o v = id, ya que los elementos dA(x) (x € A) generan un sub-
médulo denso de Q(A) (cf. [6] §III).

Mencionemos que por ser Der(A) el dual de 2(A), usando 4.4.d) es fa-
cil probar que 2(A) es candénicamente isomorfo al médulo de diferencia
les de grado 1. '

4.4.e) Toda C"-dlgebra A es topoldgicamente finitamente generada; esto
significa que existe una familia finita Ups...,Uy de elementos de A
tal que la subdlgebra de A generada por dichos elementos (la subdlge-
bra de "polinomios" en ul,...,un) es densa en A. La demostracién de
esto es inmediata cuando A = C“(Rm): los u; son las funciones coorde-
nadas (tl,...,tm) — ti. En el caso general basta observar que por

el teorema de inmersién de Whifney C”(X) es un cociente de Cc™(R™)

para un m conveniente.

4.4.f) Si A es una Cm-élgebra y h € X(A) el ideal maximal M(h) tiene
propiedades muy interesantes que reflejan la estructura "puntual' de
la variedad. Asi por ejemplo no es dificil ver que M(h) es finitamen-
te generado (o sea, todo ideal maximal cerrado de C”(X) es de tipo fi
nito). Supongamos primero X = R®™, M(h) determinado por el punto
M=, ).

Lo

(t8 + (1-DNAE) ;A (3)
0 Bfi

£(E) = £0) + ] (

i=1

muestra que los elementos Ei-ki (1 <i <m) generan M(h). El1 caso ge-
neral se reduce a éste, ya que podemos suponer que X es una subvarie-
dad cerrada de R™; si £ € M(h) hay una extensién ¥ € C"(R®) de f y se
aplica lo anterior a f, en cuyo caso los elementos silx - Ai

(1 <i <m) generan M(h). Debe notarse que el argumento no es aplica-
ble al caso C¥(X) con r < oo,

Hay otra consecuencia importante de la férmula (3) que también utili-
zaremos. Si M(h)2 = {] ai.bi; a;, bi € M(h)} entonces M(h)2 es un
jdeal contenido en M(h), a saber el ideal de los f € C”(X) que se anu
lan en h junto con su diferencial. La demostracién de esto es inﬁedig
ta a partir de (3), ya que cuando X es un entorno abierto de A € R™
0y af/asi(x) =0 (1 <i<m) son equivalen-
tes. Resulta claro entonces que M(h)2 es un ideal cerrado. Sin embar-

las condiciones df (A)

go es importante hacer notar que este hecho es completamente general.
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En efecto:

LEMA 4.4. g). Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa real y sea M C A
un ideal maximal cerrado. Si M es finitamente generado entonces M2 es

un ideal cerrado.

Demastracién Si Xy,... »X, generan M las clases de xl,...,x generan
M/M como R-espacio vectorlal luego dlmR(M/M ) < oo,

Consideremos la aplicacidén A-lineal u: A ® ... ® A (p factores) — M
definida por u(al,...,ap) =vizl a;.X; ; como u es continua y suryecti-
va, por el teorema del grdfico cerrado se deduce que u es abierta, lue
go M es un cociente de A ® ... ® A y bastarid ver que u'l(Mz) es cerra-
doen A® ... ® A; pero u_l(Mz) ODMe ,,. ®M, que es cerrado de codi-
mensidén finita en A ® ,.,, ® A, de donde resulta la tesis. (Evidentemen
te con una demostracién anidloga resulta M® cerrado para todo r > 1.)

4.4, h). SZ A es una Cw—dlgebra, para cada h € X(A) se tiene (cf. §2)
+ 2
A n M(h)) cM(h)“. : (4)

En efecto, esto no es otra cosa que el criterio elemental de determina
cidn de extremos de una funcién ("condicién necesaria') pues f € c” (X)
se anula en x € X y f > 0, entonces f tiene un minimo en x y por con-

siguiente df(x) = 0, y lo afirmado>resu1ta de la discusidn precedente.

De cualquier manera es claro que estas condiciones "puntuales" no re-
flejan completamente la estructura de una variedad diferenciable. Una
condicién global satisfactoria sobre el dlgebra A = Cw(X) es:

i). La diagonal A (nicleo del morfismo candnico A @ A — A) es
un tdeal de  tipo finito de A @ A. En efecto, cuando X = R®™ es claro
que A ® A se identifica con C” (Rn x R™) (con "variables XseeesX
yl,...,yn") y que A consiste de las aplicaciones f: R® x R® — R
de clase C” y nulas sobre la "diagonal geométrica" esto es f(x,x) = 0
para todo x € R®. Con un argumento igual al de 4.4.f) se ve que una
tal aplicacién es de la forma

Fo,y) = 1 g; (x,y) . (x;-y,)
1—
con g, € C”(R™ x R™) (1 <i <'n). Por consiguiente los Xm0y,
(1 <i < n) generan A. En el caso de una variedad diferenciable X se
utiliza este hecho junto con una inmersidn, en algtn R™. '

Del mismo modo resulta que a? (o mids generalmente AY) es un ideal ce-
rrado que consiste de las aplicaciones nulas junto con sus derivadas
primeras (resp. las derivadas de orden < r) sobre la diagonal. Se ve-
rd en lo que sigue que esta propiedad es mis fuerte que las indicadas
en 4.4; ver 5.4y 4.4.g).

Resumiendo:
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PROPOSICION 4.5. Sea A una C -4lgebra. Entonces:
1) A es un dlgebra de Fréchet m-convexa formalmente real.
ii) A es fuertemente regular. .

iii) E1 A-médulo Q(A) es proyectivo.

iv) La diagonal A es un ideal de A ® A de tipo finito y A2 es cerra-
do.

V) A es topoldgicamente finitamente generada.
vi) Para cada h € X(A) se.verifica At n M(h) C M(h)z.

vii) A es diferenciablemente completa.

Veremos que es posible probar que las condiciones enunciadas en 4.5
constituyen de hecho una caracterizacién de las c”-4dlgebras.

El siguiente pardgrafo provee algunos lemas técnicos destinados a la
demostracién de esta afirmacién.

5. LEMAS TECNICOS. Si A es una R-3lgebra y S C A es un subconjunto
no vacio indicaremos con [S] (resp. [S]o) a la subdlgebra (resp. sub-
dlgebra "sin identidad") de A engendrada por S. Claramente [S] (resp.
[S],) consiste de los "polinomios" P(s;,...,s ) (s; € S) (resp. "po-
linomios sin término constante').

LEMA 5.1. Sea A un dlgebra localmente convexa sobre R, a; € A

(1 <1i<r) tales que [al,...,ar] es densa en A. Entonces para todo
h € X(A) 1la subdlgebra sin identidad [al-- h(al),...,ar - h(ar)]o
es densa en M(h).

Demostracién. Evidente; basta observar que si P € R[tl,...,tr] enton-
ces P(al,...,ar) = Q(al-h(al),...,ar-h(ar)) + o donde Q es un polino-
mio sin término constante y a« € R.

LEMA 5.2. Sea A un dlgebra que verifica las condiciones i) e ii) de
4.5. Supongamos que una sucesidén (hj)jzl en X(A) converge a un cierto
heX@), h# hj para todo j = 1. Existe entonces un x € M(h) tal que
hj(x) > 0 para todo j = 1.

Demostracidén. Para cada j = 1 existe un xj € M(h) con hj(xj) =1
(cf. 1.3 i)). Consideremos una sucesidén de seminormas pj (7 = 1) que
define la topologia de A, pudiendo suponerse que p; < p, < ... Y de-

finimos v; = (1 + pj(xﬁ))—l.x , j = 1. Ciertamente y; € M(h) vy

3
hj(yj) > 0 para todo j = 1; ademds la sucesién (yj)j>1 es acotada en
A ya que para cadam > 1 es pm(yj) <1 sim<j. Poniendo

x = E Z‘j.yj (cf£. [12] 7.7 b)) se obtiene la tesis.
j21
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LEMA 5.3. Sea A un dlgebra que verifica las condiciones, i), ii) y iv)
de 4. 5, sea X € A tal que x X(A) — R tiene un minimo local en

h € X(A) (esto es h (x) < h(x) para todo h en un entorno U de h )
Entonces x- h x) € M(h )

Demostracidn. Sea a € A tal que alv=1y sop(a) C U, donde V es un
entorno de h tal que V c U; como az.(x—ho(x)) e At n M(ho) resulta
C(x- h (x)) € M(h ) . Luego por 1.4. resulta que

x-ho(x) = a .(x-ho(x)) + (1-a2).(x-h°(x)) e M(ho)z + P(h) C M(h)

como queriamos.

LEMA 5.4. Sea A un dlgebra localmente convexa sobre R que verifica
la condicidn iv) de 4.5. Entonces para todo he€X(A) el ideal mazimal
M(h) es de tipo finito.

Demostracidén. Consideremos el diagrama conmutativo

0 — A — AsA 4 A — o
| 1 | n
0 — M(th) — A — R — 0
h

donde p es inducido por el morfismo A eRA —> A, deducido de
xey — h(x) y; esto muestra que p(A) € M(h). Ahora si Zis- r

neran' A° (como ideal en A g A) y x € M(h), serd 1ex - xe1 € A, de
donde 1ex - xe1 = _E c;.z; para ciertos c; € A 8A (1<i<r).
Entonces x = p(1ex }%i 1) = ‘E‘ p(ci).p(zi) muestra que los

= p(zi) (1 <ix<r) generanlzi ideal M(h) de A.

.52 ge-

De manera general, si A es un dlgebra de Fréchet m-convexa un A-médu-

lo E se dird un A-médulo de Fréchet si E estd provisto de una topolo-
gia que lo hace un espacio de Fréchet y la aplicacién bilineal natu-
ral A x E —> E resulta continua. Del mismo modo una A-d4lgebra de
Fréchet serd una A-dlgebra B provista de una topologia que la hace un
élgebrékde Fréchet m-convexa de forma tal que las aplicaciones naturales
A x B —> B resulten continuas. Claramente el morfismo a — a.l de A
en B es continuo; todo B-médulo de Fréchet resulta un A-médulo de
Fréchet, etc.

Si A es un &dlgebra de Fréchet es claro que A™ (n > 1) es un A-médulo
de Fréchet; si E es un A-médulo de Fréchet libre de tipo finito en-
tonces E es isomorfo (algehraica y topolégicamente) a A" (n = dimA(E))
ya que la biyeccién algebraica A" — E definida por cualquier base

de E es continua, y por el teorema del grafico cerrado es homeomorfis-
mo. Lo mismo ocurre si E es proyectivo de tipo finito; hay una dnica
topologia en E para la cual E es un A-médulo de Fréchet; se define co-
mo cociente de cualquier'épimorfismo A" — E y un argumento elemen-

tal muestra que esto es independiente de la '"presentacién" de E como
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cociente de un A-m6dulo libre. N6tese que un tal A-médulo E puede con-
siderarse como niicleo de un proyector e: A" — A" (automiticamente
continuo) y por ende como un sumando directo (cerrado) de un A™.

LEMA 5.5. Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa, sea E un A-mddulo de
Fréchet de tipo finmnito.

a) S2 F es un A-mddulo de Fréchet toda aplicacidén A-lineal ur E —> F
es continua. '

b) S7 E es proyectivo, para todo ideal cerrado I C A, 1.E es cerrado
en E.

c) Si A es a inversa continua (0 Q-dlgebra [12]) E no tiene submddulasv

propios densos.

d) SZ E es proyectivo, E no tiene submédulos propios finitamente gene-

rados densos.

Demostracidén. a) Sea f: A" — E un epimorfismo; f es automidticamente
continuo, luego por el teorema del grdfico cerrado f es abierta asi
que E es un cociente de A".

b) P es sumando directo de A™ con A™/P proyectivo, luego playo; enton-
ces I.P = I®™ 0 P (cf. [2] Ch. I, §2, n°6).

c) Supongamos primero que E = A"™; 1a continuidad del determinante y el
hecho que el conjunto de elementos inversibles de A es abierto impli-

can que {(v),...,v ) € A" x...x A": (Vis++-»V,) es una base de A"} es

abierto en A™ x...x A™. Por consiguiente todo submédulo denso debe con
tener una base de A™, .por lo tanto coincide con A™. En el caso general
hay un epimorfismo abierto f: A" —s E; si M C E es submddulo denso
resulta f_IGW) denso en A™ (ya que no hay hiperplanos cerrados que lo
contengan), luego f_l(M) = A" por lo anterior y entonces M = E. .

d) Si E = A esto es un hecho conocido ([0]); supongamos por induccidn
que la tesis es cierta para E = A¥. (r < n) y sea M un submédulo denso
de tipo finito de A", Si ¢(é1,...,an) =a claramente ¢ (M) es denso de
tipo finito en A, luego ¢(M) = A, asi que hay‘un x, € M con ¢(xo) = 1.
Sea f: A" — AT, f(x) = x - ¢(x).x_; como f(x) = x »x € A1 (identi-
ficado este Gltimo con un submédulo de A™ generado por el,...,en_l)
resulta £(M) = M n A1 submédulo denso de tipo finito de ar-t y por
ende f(M) = An'l, asi que A" c M. Claramente {e

.s€ xo} es

1°2°° n-1?

una base de A", luego M = A".

En el caso general hay una sucesifén exacta 0 — N — A" — E — 0
que se escinde via u: E — AP (luego N es de tipo finito); si M CE
es un submédulo denso generado por ViseeesVos el submbédulo de Anzgene-
rado por N y u(vl),...,u(vr) es denso de tipo finito, luego coincide
con A" de donde M = E.El argumento es en realidad aplicable al caso en

que E es de presentacién finita, no necesariamente proyectivo.
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LEMA 5.6. Sea A un dlgebra de Fréchet m- convexa, sea I un ideal cerra-
do de A, B = A/I el &lgebra cociente. Si P es un A-mddulo proyectivo
de tipo finito (provisto de su topologfa candnica) el producto tenso-
rial algebraico B ey, P es completo para la topologfa proyectiva (esto
es, coineide con B éAP) (cf. [6] I.1.3).

Demostracidn. De la sucesién exacta 0 — I —» A —> B —» 0 se dedu-
ce la sucesi6én exacta 0 — I.P — P — B ®AP — 0.

De 5.5 b) sigue que la topologfa cociente hace de B e P un A-médulo
de Fréchet, que indicaremos P'. Ciertamente P' es un B-m6dulo y como
B x P' es cociente de A x P sigue facilmente que la aplicacién bili-
neal B x P' — P' es continua, luego P' es un B-m6dulo de Fréchet fi
nitamente generado.

Por otro lado, de ias propiedades de §A es claro que B ® P es un B-mé-
dulo de Fréchet proyectivo de tipo finito (pues P © § A para conve-
nientes S,m); como la aplicacién x — 1ex de P en B ® P es contlnua,
también lo es la inclusién B e P -+ B e P (B ®, P con 1a topologia co
ciente). Como i tiene imagen densa de S, 5 d) resulta que i es biyecti-
va, luego un homeomorfismo por grafico cerrado.

En lo que sigue de este §, A sérid un 4lgebra de Fréchet m-convexa so-
bre R que verifica las siguientes hip6tesis: )

1. R(A) es un A-médulo proyectivo de tipo finito.

2, Para cada h € X(A) el ideal maximal M(h) es finitamente generado.

De 5.6 obtenemos una sucesi6én exacta de A-m6dulos de Fréchet
0 — M(h).2(A) — Q(A) — Q(A) ® R — 0 (6)

donde R se considera como A-médulo via h: A —» R; como 2(A) es de ti
po finito es claro que 2(A) 8, R es un R-espacio vectorial de dimensidn
finita. |

S18,: A — M(h)/M(h)2 estd definida por Sh(x) = "clase mod M(h)2

x—h(x)” es inmediato que 8h‘es una derivacién continua (cf. 4.4 g))
asi que Gh =y dA para una Gnica ¢: Q(A) — M(h)/M(h)z, A-lineal y
continua. Obviamente v (M(h).Q(A)) = 0, asi que v se factoriza como

$ =9 oT con ¢: Q(A) ® R — M(h)/M(h)2 continua.

Por otra parte d, M(h) ) C M(h).9(A) induce una aplicacién R-lineal
Ay M(h)/M(h) — 2(A) ¢, R con Ah 5h =7 od,.

Como dA(A) engendra un submédulo denso de Q(A), se ve enseguida que
6h y ¢ son isomorfismos reciprocos (cf. ITI. 1.3.).

Siempre bajo la hipdtesis 1. y 2. tenemos otra construccidén: si

D € Der (A) la aplicacién R-lineal contlnua h o D: M(h) — R se anula
sobre M(h) e induce h o D: M(h)/M(h) — R. Este proceso da

ky : Der (A)——»-(M(h)/M(h)z)* via k (D) = hoDd (aqu1 * indica el
R-dual). Se tiene entonces el diagrama conmutativo
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HomA(ﬂ(-A) LA) @AR <—— Der(A) ® R ,}\
[ | Der(A)  (7)

Homg (8 (A) 8, RB) —— MM "

donde #(D) = D®1 y n es la aplicacién natural definida por

n(Fel1) (wel) = h((F,w)). Como Ah es isomorfismo es claro que su tras
puesta A; también lo es; por otra parte siendo Q(A) pfoyectivo de tipo
finito, es un resultado cldsico que 7 es un isomorfismo. De 5.5 a) si-
gue que HomA(ﬂ(A),A) ='CHomAﬁn(A),A) = Der(A), de manera que i también
es isomorfismo.

Sigue de esto que kh es epimorfismo y que la sucesidn
0 — M(h).Der(A) — Der(A) g (M(h)/M(h)Z)* — 0 (8)
h

es exacta.

LEMA 5.7. Con las hipdtesis 1. y 2. sea ho € X(A) y sea (Di) (1 i <n)
una familia de derivaciones de A tales que ky (Di) (1 <i <n) es una
o

base de (M(ho)/M(ho)z)*. Existe entonces un entorno U de h° en X(A)
tal que para cada h € U la familia kh(Di) (1 <i <n) es una base de
(M(h)/M(h)z)*. Ademds si h € Uy x € M(h), son equivalentes

a) x e M(h) 2.

b) h o Di(x) =0 para 1 <i <n.

Demostracidn. Como Der(A) es proyectivo de tipo finito, hay un a ¢ M(ho)
tal que el médulo de fracciones Der(A)a = Der (A) oAAa es un Aa-médulo

libre de rango n, para un cierto n. Multiplicando, si es necesario,
por un elemento inversible de Aa (de 1la forma a®) podemos suponer que

hay una base de Der(A)a de la forma Tj/1 (1 <j<m) con Tj € Der(A).

: m

Sea la aplicacidén A-lineal u: A" — Der(A), u(al,...,am) = 7 ai‘Ti
. : i=1

y sea N el nficleo de u, C el condicleo de u. Por definicidén resulta que

Na =0, Ca = 0; como C es de tipo finito hay un r > 0 tal que a®.c = 0.

Ademds para cada v € N hay unq >0 ( q = q(v)) tal que al,v = 0. Por

consiguiente si D € Der(A) existen elementos a; € A (1 <i <m) tales
m m

r = 1 =
que a .D = 421 ai’Ti y si izl ci.Ti 0 entonces (cl,...,cm) € N y por
lo tanto hay un q ='q(c1,...,cm) tal que aq.ci =0, 1 <i<m, Sea

U0 = {(h: h(a) # 0} entorno abierto de ho; entonces:
1) Si h e UO, kh(Ti) (1 < i <m) generan (M(h)/M(h)z)*; pues si
Yy € (M(h)/M(h)zj* serd ¢ = kh(D) para una D € Der(A) y por lo anterior

m
hay elementos a; € A (1 <1i <m) tales que at.pD = 1 ai'Ti' Entonces
i=1

o )
h(a?).kh(D) = 151 h(a;) .k, (T;) de donde
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h(ai)

1 h(a®)

h (Ti)

2) Si h € Uo, kh(Ti) (1 < 1 <m) es linealmente independiente.
Pues supongamos que Z k k (T ) =0 (h € R); resulta de (8) que
j=1

Z k T € M(h). Der(A) y por lo tanto Z A, T, = § b, .L, con
j=1 k=1 J I =1

bk € M(h) y Lk € Der(A) (1 <k <p).

Pero para cada k hay elementos a, € A (1 < j <m) tales que

r m m J ,
a’.L, = ] a .T.. Sigue que | (a%. 5 E b, ).T. = 0y en-
.2 s j .2 & k. j
j=1 J j=1 =
tonces hay un q > 0 tal que ad(aF¥. k - bk.ck ) =0 (1<j<m.
k=1 j
Como h(a) # 0 y h(bk) = 0 para todo k, cbtenemos kl = = Rm =0

De 1) y 2) y de la hipdtesis resulta en particular que n = m pues
dim(M(ho)/M(ho)z) = n, Para cada Di de la hip6tesis hay elementos

n
a;; €A (1 <i,j < n) tales que arDi = j£1 a; .Tj (1<i<n)yla

matriz (ho(aij))eRnxn es inversible ('"matriz de cambio de base"); por

continuidad hay un entorno U1 de ho tal que (h(ai,)) es inversible pa
ra cada h € Ul' Por consiguiente U = Uo N U1 verifica las condiciones
de la tesis. Para la dltima afirmacién notemos que a) = b) trivialmen
te; por otra parte si vale b) resulta que k (D) (clase de x

mod M (h) ) 0 para toda derivacién D, de donde ""clase de x

mod M(h)®" = 0 , o sea x €M(h)2.

OBSERVACION. La proposicién precedente permite establecer la existen-
cia del "fibrado tangente'" sobre X(A), con fibra (M(h)/M(h)z)* en ca-
da h € X(A).

LEMA 5.10. Sea A un dlgebra de Fréchet fuertemente regular, sea D -
una derivacidén de A, sea U C X(A) un abterto.51 a € A, b € A verifican

- N : A A
alU = b|U entonees serd D(a) |U = D(b) |U.

Demostracidn. Es suficiente considerar el caso b = 0; sea h €U y

con51deremos un entorno V de h con V C U. Sea x € A con x[V 1

x[X U=20 (1.3.1)) asi que a. x = 0. Luego para todo h € X(A) serd

0 =h(x). h oD(a) + h(a). h o D(x), en particular 0 = h(x). h o D(a)=
= h o D(a) para todg‘h € V. Luego DTE)IV = 0; como h es cualquiera

en U, resulta que D(a) se anula sobre U.

Siempre bajo hipétesis 1. y 2. anteriores, pongamos para cada h € X(A)
p(h) = dim (M(h)/M(h) ); ciertamente p(h) < = para todo h € X(A).

LEMA 5.8. Supongamos que A es fuertemente regular y que verifica las
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condiciones 1. y 2.; si ho € X(A) son equivalenfes:
a) M(h ) = M(h)? (o sea p(h)) = 0).
b) M(ho) P(ho)'

c) M(ho) es generado por un idempotente.

d) {ho} es abierto y cerrado en X(A).

Demostracidn. a) = b).Resulta m(ho) = m(ho)2 en el anillo local Ah ,
o
luego m(ho) = 0 por el lema_de Nakayama y se aplica 1.4.

b) = a), Trivial.

b) = ¢). Como Aho = A/P(ho), sale M(ho)ho = 0 y por ser M(ho) de tipo
finito, hay un c E'P(ho) tal que (1—c).M(ho) = 0. Como c € M(ho) se
obtiene c2 = Ccy c.x = x para todo x € M(ho). Sigue que M(ho) = A.c.
c) = a) Evidente. c) = d). Resulta {ho} abierto en J(A), a fortiori en
X(A).

d) = c). Como A es fuertemente regular hay un c € A tal que E(ho) =0,
c(h) =1 para todo h # hO (por 1.3.i) claramente c es un idempotente,
c € M(ho) y ¢c.x = x para todo x € M(ho) (pues Rad(A) = 0).

COROLARIO 5.9. Bajo las hipdtesis de 5.8 la aplicacidn p es localmen-

te constante.

6. En todo lo que sigue, A serd un adlgebra que verifica las condicio-
nes i) a vii) de 4.5.{ veremos que es posible dotar a X(A) de una es-
tructura de variedad diferenciable, para lo cual precisamos construir
primero '"coordenadas locales'". Empezamos la construccién con la

PROPOSICION 6.1. Sea hO € X(A) con p(ho) =n > 0. Existen entonces un
entorno abierto UO de ho, elementos XpseeesX 5Y 500,y en M(ho) y

derivaciones Di (1 <i < n) tales que:

a) La subdlgebra [xl,;..,xn,yl,...,ym] es densa en A.

b) Para todo h € X(A), M(h) es generado por xl-h(xl),...,xn—h(xn),
}’l'h()’l):---,)’m'h()’m)-

c) hDi(xj) = 6ij para todo i,j y todo h € Uo.

d) Las clases mod M(h)2 de los xi-h(xi) (1 < i < n) forman una base
de M(h)/M(1)? para cada h € U_.

e) Para cada h € Uo’ M(h) es generado por P(h) y los xi-h(xi)

(1 <i<n).

f) 52 h e Uo y h(xi) =0 (1 <i<n) entonces h = ho.

g) Para todo x € A y para todo, i,j, 1 <1i,j <n se tiene

—~ N
DiDj(x) | u, DjDi(x) | u,
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h) Existe un a €1 + P(h ) tal que

1) aDi(xk) = a.ﬁik para todo i;k.

2) Para todo w € Q(A), a.w = (Di,w ) dxi (en particular
i=1

a.dx = a . Z D, (x) dx; ei x € A).
i=1

Demostracién. Por la hipétesis V), hay una familia finita u;

(1 <1i<r) de elementos de A tal que [u L. ] es denso en A; luego
(ver 5.1) resulta que para cada h € X(A) la subalgebra

[u -h(u ) su_- h(ur)]0 es ‘densa en M(h). Claramente las imdgenes de

los u; - h (u;) (1 <i <r) son densas en M(h )/M(h )2 (observdr que

M(h) es cerrado para todo h € X(A) por 5.4. y 4. 4g)) pero como éste
€s un espacio de dimensién finita separado resulta que estas imigenes
generan M(h )/M(h )2. Por un eventual reordenamiento, podemos suponer
que las 1mégenes de u, - ho(ul),...,un - ho(un) forman una base de

2 - on . .o
M(ho)/M(ho) . Ponemos x; = u, ho(ui) (1 i gn) e indicamos con

Yiseses¥p los restantes u, - ho(ui) (si r=n podemos suponer

Y = o0 =Y

n 0). La afirmacién a) es entonces evidente.

Por (8) hay derivaciones Fi (1 <i <n) de A tales que hoFi(xj) = 615
(1 <1i,j < n); hay un entorno W de ho tal que la matriz

(hFi(xj))i,j € R™™ es inversible para todo h € W, asf que si

a = det (Fi(xj)) se tendrd h(a) # 0 para todo h € W, luego hay un
b€ Aconabe 1 + P(ho). Si (cij) indica la matriz adjunta de
(Fi(xj)) se tendri (cij)'(Fi(:j)) = a.@ ), ponemos a. 15 = a.cij
f1;<ifij%<n?% y entonces es j£1 oy Fj(xk) =8, * Py Py € P(h),

n
Definimos D = ) a,,F (1<i<nn); si V es un entorno abierto
j=1 1JJ o
de ho tal que V C Wy p |. V. =0 para todo i,k, se obtiene que c)
o
es vdlido para todo h € V (el entorno U se construiri de modo que
o o
U cv). '
o o
Ahora kh (Qi) (1< i< n) es una base de (M(ho)/M(ho)z)*, luego hay
o
un entorno V cVv ‘tal que h {Di) (1 <i < n) es base de (M(h)/M(h)z)*
para todo h € V1 (ver 5.7). Como p(Vl) = n, para obtener d) bastari

ver que para cada h € V es

.Z MOgh(g)) € MM, A e Rma == =0
Pero esto es evidente ya que hDJ( f h (x h(x )) =, € hD.(M(h)Z))=0
para cada j < n, por c). i=1 I y

Para e) consideramos el anillo local Ah (h e Vl); las clases de los
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xi-h(xi).(1 <i< n) generan M(h)/M(h)z z-m(h)/m(h)z y entonces por
Nakayama las clases de los xi-h(xi) generan m(h) en Ah = A/P(h). De
aqui e) es trivial. )

Para probar f) consideramos un entorno V de ho de clausura compacta

en V;; como A es separable (por a)) y como V es equicontinuo débilmen
te cerrado en A* (por ser A de Fréchet) resulta V compacto metrizable
({31, ch.Iv, §2). En particular es legitimo el uso de sucesiones en V.
Sea F = {h € V: h(xl) = ... = h(xn) = 0}, cerrado en V con h0 € F; se

afirma que ho no es punto de acumulacién de F. De lo contrario existi-
ria una sucesién de puntos distintos hj(j = 1) en F con hj — h vy

hj # ho para todo j = 1. Sea x € M(ho) tal que hj(x) > 0 para todo
n

j > 1 (ver 5.2); por e) serd x = ) a;x;+ b (a; € A, b € P(h))).
' i=1 ’
Claramente hj(b) = 0 a partir de un cierto jo de donde

n
0 < hj(x) = izl hj(ai)hj(xi) =0sij>j_, lo que es ab;urdo.

Resulta de esto que hay un entorno abierto U  de ho en V (luego U,
es abierto en X(A)) tal que UO NF = {ho}, lo que prueba f).

Resta probar b). Para cada h € X(A) sea I(h) el ideal generado por
losAxi-h(xi),yj - h(yj) (1<i<n, 1<j<m); claramente I(h) c M(h).

Por la construccidén de los xi,yj y por la parte e) se deduce que I(h)
y P(h) generan M(h) para todo h € X(A); bastard ver entonces que

P(h) c 1(h) para cada h € X(A), o lo que es igual que la cédpsula de
I(h) es {h } {(cf.1.4). Pero como [xl-h(xl),...,ym—h(ym)]o c I(h), e

sulta de 5.1 que I(h) es denso en M(h), luego I(h) c M(h') = h =h"',
dando lo afirmado.

Veamos g): ante todo es claro por d) que si h € U  entonces las cla-
ses mod M(h)3 de los (xi - h(xi)).(xj - h(xj)) (1 <i<j<n) gene-

ran el R-espacio vectorial M(h)z/M(h)3. Veamos que son linealmente
independientes: sea

n
. 3 )
i’§=1 Apj(xg - h(x)). (x5 - hixy)) € M(D)™ con Ay, = A..eRr

A
= + U = 0
Notemos que por c) serd Dk(xi) Sik aik’ con aik| o
(1 <i,k <n); por lo tanto , como h € Uo, serd aik € P(h) y por con-
siguiente tendremos a . € M(h)T para todo r > 1; en particular
3. € M(h)3 (cf. 1.4.). Aplicando Dk (1 < k < n) obtenemos (por ser
1
Dk(M(h)f+1) cM(h)T sir>1)

) - 2
i%j Rij(Dk(Xi)(xj h(xj)) *lx h(xi)).Dk(xj)) e M(h)2.
Como D, (x.) - 8. € M(h)3 queda, para 1 <i <n,

)

i,j

xij(aik(xj - h(x) + 8y Oy - h(x;)) € M(h) 2
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O sea

. n
JZ Mgy (x-h(x ) + E N (kg - h(x)) =2 551 Ny (xgh(x;)) € M()? y
por tanto Rkj = 0 para todo k,j por d). Luego las clases de los
(xi-h(xi)) (xj-h(xj)) (1 <i < j <n) forman una base de M(h)z/M(h)3.

n : .
Ahora para cada x € A, x-h(x) - L hDi(x)(xi-h(xi)) € M(h)z; su cla-
i=1 :

se mod M(h)3 serd entonces expresable en forma Gnica en términos de
estos elementos. O sea, existen Gnicos A.. € R, X.. = A_.

1] 1] J1
(1 <i,j <n) tales que

n n
3
x-h(x) - izl hDi(xi)(xi-h(xi)) - -Z hij(xi-h(xi)).(xj-h(xj)) e M(h)~.

i,j=1
Aplicando thDz (1 <k,2 <n) y recordando que Dk(xi) - sik € M(h)z,
se obtiene thDl(x) = xkz. Por lo tanto thDL(x) = thDk(x), y como h

es un elemento cualquiera de U  se obtiene lo afirmado.

Finalmente veamos h). Consideramos las aplicaciones A-lineales
£: A" — Q(A) g: @A) — A" dadas por f(al,...,aﬁ) =
n' -
= 121 a;dx;, g(w) = ((Di,w))iSn;pasando al anillo local Aho ~ A/P(h )
y . AR . n :
obtenemos fo. Aho — Q(A) N Aho s 85° a(A) N Aho —_ Aho, y afirmamos
que fo y g, son isomorfismos reciprocos. Como se trata de aplicaciones
entre A, - médulos libres, es suficiente ver que reduciendo todo
o
mod m(ho) se obtiene gofo = id ([2], ch. II, §3, n°2); como
Ay /m(ho) ~ A/M(ho) ~ R, esto equivale a decir que
o

R® ~A"e, R £ a(A) o, R £~ A", R ~ R"
son isomorfismos reciprocos (R considerado como A-médulo via ho:A — R).
Pero esto es inmediato por (7), ya que el isomorfismo
A ho: M(ho)/M(ho)2 —_— Q(A)@A R de §5 manda la base de los x;

mod M(h°)2 en los correspondientes'dxis 1; y por otra parte los hoDi
(1 <i <n) forman la correspondiente base dual. Siendo fo Y g, iso-
morfismos reciprocos, resulta que hay un a € 1 # P(ho) tal que

a.fg = a.1n(A), a.gf = a.1An (I2], ch. 11, §2, prop. 19) y esto da
la tesis.

OBSERVACION. Si h € U0 y x € M(h), son equivalentes:

a) x € M(h)2.

b) D, (x) € M(h) para todo i <n (cf. 5.7.).

NOTACION 6.2. Indicaremos con U un entorno abierto de h_ con.T com-
pactoy U C u,.

Nos ubicaremos en.lo que sigue en la situacién de 6.1.
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Se tiene una aplicacifén continua

0: X(A) — R®, () = (h(x)),...,h(x,)).

La idea es que 0 |U defina un mapa en h ; pero en general esto no seri
posible ya que 0|U no es en principio 1nyect1va (de cualquier modo es cla

ro por 6.1. £) que (0|U) (0) se reduce a’ {h .

Consideremos en R™ 1la norma lvll = ( Z V?L)I/2 y los conjuntos
) ' i=1 ' )
= {h € X(A): 16(h)l < e} ,U_={h€X(A): 18(h)I < e}

para cada € > 0. Claramente Ue es entorno abierto -de h° y Ue_c Fe pé-
ra cada € > 0. '

LEMA 6.3. Con las notaciones anteriores se tiene
a) 82 0 < e <& , entonces F_ N Uc Ug NTCF_n U.
b) La familia {F_n U: ¢ > 0} es una base de entornos de h,.

c) La familia {Us NU: € > 0} es una base de entornos de ho.

Demostracidn. a) Si h € F NT serd 16(h)I < ¢ y h = 1im h, con

k
k+w
h €-U; por lo tanto hay un k tal que IO(hk)ﬂ <8 si k> k s luego
h €U, NU si k> k y por ende h e ﬁa N U. La otra inclusién es tr1-
v1al

b) Siendo N E_ N U= {ho} por 6.1 f) resulta que hé es el Gnico pun-
e>0
to adherente a la base de filtro (FE 2! ﬁ)e>o en el espacio compacto
U. Por lo tanto esta base de filtro converge a h, en U. Si W es cual-
quier entorno de ho en X(A) Wn U es entorno de ho en U, luego para
un € >0 serd F_ nTcWwnTcw.

c) Evidente por lo anterior.

Indicaremos con la notacién EE(O) al abierto {v € R®:vl < e} C R%,
e > 0.

LEMA 6.4. Existe un e, > 0 tal que G(UE 2] U) ) Ee/Z(Oj para todo
e < A

Demostracién. Sea V un entorno abiertoc de ho tal que VcVcu, ¥
compacto, y sea € > 0 tal que FE nTcv. Supongamos entonces que
[¢] : . .

0 <e< e, Y sea v = (vl,...,vn) tal que vl < ¢ ; definamos
n

X = Z (xi~vi)2; por compacidad hay wun h1 [ FB N T tal que a = hi(x)=
i=1 v o

inf {h(x): he€ F_n 03.

q

Notar que x > 0, asf que a > 0. Afirmamos que h1 € Ue; como h1 € Fe

bastarid ver que I9(h1)ﬂ < e. Supongamos HO(hl)H = g3 entonces
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n n n ’
AR NCRRAE 2(_21 h (x)DM2. (L vHY? <2002 = €2,
= i=1 .

i i=1

de donde
2 2 2 o
“vﬂ = ho(x) > hl(x) = Ho(hl)H + vl - 2 izl hl(xi)vi = e 4 nvll2 -

n
-2 hy (x)v, > Ivi? 1o que es absurdo. Luego h, €e U n T c F_ n Uc
io1 i’ i 1 € €
cV;peroU_NUCF nUC VdaU nUcU nVcU nU Iluego
u_n U= U_nV. En conclusién hy € U_nV (que es abierto) y h (x) <
< h(x) para todo h € Fe N U implica hl(x) < h(x) para todo h € IJE nyv,

pues Ue’n V C Fe N U. En conclusién, X tiene un minimo local en h1 y

0

por lo tanto x - a € M(hl)2 por 5.3., luego thi(x) = thi(x—a)
para todo i < n. Pero evidentemente es thi(x) = 2(h1(xi)—vi)

(1 <i < n) luego hl(x) = v, y concluimos.

NOTACION. Para cada p = (pl,...,pn) (los p; enteros no negativos) po-

nemos |p| = E P;; dP/0tP serd el operador
1
P
£—alPl g/aeft 0t ®

actuando sobre C”(R™). Asimismo para cada multi-indice a = (al,...,ar)
(los a, enteros, 1 <a. < n) definimos p{: A — A por D (x) =
1
. ,...,Da (x) C(los Dk dados por 6.1). Nétese que es esencial el orden
1 r
de la r-upla (al,...,ar) ya que en general no disponemos de la identi-

dad D.D, = D.D, si i # j; no obstante:
i™j ji

LEMA 6.5. Supongamos que & = (al,...,ar) y B = (ﬁl,...,ﬁr) difieren en

una permutacidén. Entonces para todo X € A se tiene
N N

(doﬁde U es el entorno abierto fijado en 6.2.)

Demostracidn. Inmediata a partir de 6.1. g).
En particular es posible definir para cada p = (pl,...,pn) el operador

DP: A — C(U) como cualquiera de los p(e) que verifican

Py = card {i: a; = k para 1 <k <n}; si h € U se obtiene entonces una
"derivacién puntual asociada al cardcter h, de orden |p| " definida
sin ambiguedad por hDP: A — R, automdticamente continua.

Indicaremos ahora con'nn(v), para v = (vl,...,vn) € R", el ideal maxi-
mal {f; f(v) = 0} de c”(RM; nn(v) estd generado por tl-vl,...,tn—vn

y.para cada-r > 1 nn(v)r'cohsiste de las f € c*(R™) que verifican



aPf / 3tP(v) = 0 para todo p con |p] < 1. Asimismo con & indicamos
el dlgebra local de gérmenes de aplicaciones de clase C~ en 0; ﬁn no
es otra cosa que el cociente de c” (M por el ideal
P={fec™®Y ; £ [ W=0 para 4lgin entorno W de 0}.
El ideal maximal de 8# es Mn = Hn(O)/P y Fn serd el dlgebra de series
formales en n indeterminadas. )
Es cldsico que Fn se identifica al completado (separado) de &n para la
topologia M -ddica,que F_ ~ 8n/M: ™M = n MY (111).

l r>1

Consideramos ahora el cidlculo operacional C*, T: C”(R™) — A, dnico

morfismo que verifica T(ti) = x; (1 <i<n); en general f(xl,...,xn)
denotard el elemento T(f) € A para £ € CT(R™®). Si h € X(A) se tiene

(f(kl,...,xn)) = f(h(xl),...,h(xn)).

PROPOSICION 6.6. Con las notaciones anteriores, se tiene:
a) 57 £ € C"(R") entonces £ € P » T(£) € P(h ).
b) si £ € CT(RM) y h € U, para todo 1 <n es

hT (éﬁ) (= af (h(xl),...,h(xn)))-
ot. ati : )

I

hDi(T(f))
. tl

c) st £€C”R™, heUyp

(p19°~':pn)’ es
aPf

nDP(T(£)) = h(T 2£)) ( = 2&f

atP m (h(xl),...,h(xn))).

Demostracidén. a) Una afirmacidn es evidente (si f£|W = 0, la continui-
~
dad de 8: X(A) —» R™ da T(f) | W' = 0 donde W' = 6”1 (W)). Reciproca-

—~
mente supongamos que es T(f) € P(ho), luego T(f)|U€ N U =0 para un
cierto ¢ > 0 (6.3. c)). Si €, ©s como en 6.4, podemos suponer € < €,
asi que f(h(xl),...,h(xn)) = 0 para todo h € Ue N U de donde

f0 (Ue N U) = 0 y entonces por 6.4, obtenemos f | EEIZ(OJ =0=f&P.

b) Ambos miembros definen derivaciones continuas C“(Rn) —> R; como

los polinomios en t .»t ~son densos en C”(R®) basta verificar la

1,’..
igualdad cuando f = te (1 <k <n). Pero esto es inmmediatc por 6.1 .

c) Evidente por b) e induccién.

COROLARIO 6.7. sz £ € C®(R™) y h € U, son equivalentes par.. seda T » 1:
a) f e nn(o(h))r.
‘D) T(£f) e M(h)~.

En particular f € nn(ﬂ{h))w = f e MMh)® = n MMh)¥.
rzl
Demostracidén., Como claramente T(nn(ﬂ(h))) C M(h) es inmediato que

a) = b). Por otra parte, siendo h(T(f)) = f 6 (h) es claro que b) = a)
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si r > 1; supongamos que T(f) € M(h)r+1 (r>1) y seap = (pl,...,pn)

con |p| < r. Siendo hDP(T(f)) = 0 resulta por 6.6 c) que
aPf
at?
fen (6.

(0 (h)) = 0; como esto vale para todo p con |p| < r sigue entonces

Para cada h € X(A) hay un morfismo L R[tl,...,tn]——» A definido por
Th(ti) = xi-h(xi) (1 <i <n) (notar que Tho no es otra cosa que la
restriccién de T al dlgebra de polinomios); de 6.7. sigue que Ty €S
compatible con las filtraciones:

i) la definida por los nn(())r (r=>0) e

ii) la definida por los M(h)® (r >0)
y por lo tanto induce un morfismo de dlgebras graduadas

Tt Rty t ] —gn gy (A) = rto M) E/MM) T (9

PROPOSICION 6.8. Para todo h € U, el morfismo T, €8 un Zsomorfismo

r+1

de dlgebras graduadas. En particular, las clases mod M(h) de los

P
elementos (xl-h(xl))Pl... (x,-h(x_)) ™ con |p| = r forman una base de

M(h) T/M (h) T+1.

Demostracidén. Si h € U, los elementos xi-h(x_) (1 <i <n) definen

- i
una base de M(h)/M(h)z, de modo que grl(rh) es un isomorfismo. Por 1lo
tanto 7. es un epimorfismo. Supongamos que f es un polinomio homogé-

h
neo de grado r > 1

tal que ?h(f) = 0.

1 r+l1

P P
Esto significa que J cp(xl-h(xl)) (xn-h(xn)) € M(h) H

Ip|=x
entonces por 6.7 a) resulta que el polinomio

1

: P . Py
g= 1 c,(t;-h(x))) (t,-hx,))

|p|=x
tiene todas sus derivadas de orden < r+1 nulas en el punto
(h(xl),...,h(xn)). Como el grado total de g es < r, deberd ser g=0 ;

como g(tl,...,tn) = f(tl-h(le,...,tn-h(xn)), sigue que f=0. Esto prue

ba que grr(Fg) es inyectiva para todo r > 1 y concluimos.

COROLARIO 6.9. S¢ h € U y x € A, existen dnicos cp e R (p=(P1,...,pn))

tales que

x- ¥ c (xl-h(xl))pl (xn~h(xn))pn e M(h)T+1,
|p|sx P ‘

OBSERVACION 6.10. Es fdcil ver que los coeficientes c, no son sino



p' < = hDP (x) =>0)..

Para ello basta éplicar sucesivamente los hDP con |p| = 0,1,...,r :}
usar 6.6 c) aplicado a:

P P '
£(t),0.e,t ) = lg . e, (t)-h(x)) "o (tsh(x ) ™ (ei=pyt...p ).
Consideremos ahora el diagrama (10) de dlgebras y morfismos, en el
cual las flechas sin nombre son las evidentes y A/P(ho) indica el com
pletado separado de A/P(ho) para la topologia M(ho)/P(ho)-édica (o sea
N

la m(ho)-ﬁdica). Claramente A/P(ho) = lim A/M(ho)r, de donde resulta
el morfismo a: - *

C°R™) —— A

l ’ T :

& —2 , a/P (h)
~ x (10)
;/oy A/P(h))
’ o
F 4 > A/M ©
n (ho)

De 6.6 a) se deduce la existencia de T, > siendo evidente que "T (ger
men de t; en 0) = clase mod P(hO) de,xi" (1 <i <n). Como Sn = Fn )
por continuidad obtenemos To. Por otro lado wTo: &n — A/M(ho)w tie-

’

ne nicleo M~ por 6.7., de donde resulta un morfismo inyectivo
u: F —> A/M(h)".

-

PROPOSICION 6.11. Con las notactones anteriores, los morfismos To,a,u

son isomorfismos.

Demostracidén. Notemos que a es trivialmente inyectivo; por otro lado,
como m(ho) = Rad (A/P(ho)) es generado por las clases de los X;, To
resulta suryectivo. Como au = TO, sigue que a es suryectivo, luego

isomorfismo; ahora u inyectivo y T0 suryectivo dan la tesis.

7. Pasamos ahora a las consideraciones locales propiamente dichas;
con la notacién de 6.1., sea V un entorno abierto de ho, Vcu, V
compacto y tal que h(a) = 1 para todo h € ¥V (6.1 h)). Consideremos

el ideal I = {x € A: x|V = 0} = N_M(h), sea B el dlgebra A/I; cla-
heV : :
ramente X(B) se identifica a V y por lo tanto B es una Q-dlgebra

(112}, 13.6). Para aligerar notacién indicaremos con X la imagen de
cada X € A en B.

LEMA 7.1. i) 82 x € I y D € Der(A) entonces D(x) € I.
ii) 57 x € A, DD (x) - DD, (x) €1 para todo i,j.

iii) s he V, I c M(h)* para todo t > 1.
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Demostracién. i) Si x € I entonces x|V = 0 luego x|V = 0y por 5.10
. A -—

resulta D(x)|V = 0. Por continuidad se obtiene D(x)|V = 0, luego

D(x) € I.

ii) Evidente por 6.1 g).

iii) En virtud de 6.9. bastard probar que si x € I entonces para todo
multi-indice p se tiene hDP(x) = 0 para cada h € V. Por continuidad
es suficiente probar esto cuando h € V. Pero en tal caso x € P(h) y
basta apelar a 1.4 b).

Sigue de este resultado que se puede definir una aplicacién A-lineal
D — D de Der(A) en Der(B) via D(a) = D(a). En particular serd
Di(xk) = aik (1 <i,k<n) por 6.1 h). Asimismo se deduce que DiDj =

= ﬁ.ﬁi para todo i,j 1o que permite definir sin ambigledad las deriva-
" ciones de orden |p|, D’: B — B para todo milti-fndice p (cf. 6.5).

NOTA. De manera genefél se considerard, si E es un dlgebra de Fréchet,
a E ®RE como E-m6dulo mediante

x.(aeb) = (xe1) (aeb) = xaeb
esto' es, via el morfismo x — x®1 de E en E QRE.

El siguiénte resultado es esencial:

PROPOSICION 7.2. i)EL ideal generado por los elementos 1,®xi - Xy ®1,
1 ®yj - yj 1, (1 <i<n) (1 <j<m)es denso en la diagonal AA
de A @RA.

ii) Q(A) es generado por los elementos dxi,dyj (1<i<n, 1<j< m).

Demostracidn. i) Consideremos la sucesidén exacta 0 - DA + A ®RA ; A-0
donde A (] a;eb.;) = ) a;b.; se sabe que A, es’la’cxausura de D, en

A éRA (I6l, III, 1.2) de modo que es suficiente probar que el ideal
generado por los elementos en cuestién en A ékA-es denso en DA.

Ahora de manera general ‘D, es:genérado por los elementos 1ea - ael
(a € A); como los X;,Y; generan una subdlgebra densa en A,existe una
sucesién P € Rlt,,...,t ,&,,...,¢§ 1 tal que:

a = lim Pn(xl,...,xn,yl,...,ym) y por lo tanto cada 1ea - ael es
n->o .

limite de elementos de:AeA de la forma ,
P(lexy,...,Tex, 1ey1,‘...,1®ym) - P(xlsl,...,yme]).

Entonces es suficiente probar que un elemento de esta forma estd en
el ideal de A ® A generado por los 1¢!>xi - xi_®>1,v 1Te yj - yj e 1. Pero
se tiene

P(tyseeestysbyseceskpy) = P(t]seresthollseenst)) =
n T : ) ,
= igl Qi(tl""'tn’sl""’Emfti""’tn’el""’sm)'(ti - ti) +

m N f
+ j§1 Sj(tl,...,tn,gl,...,gm,tl,...,tn,gl.,...,Em ) (sj - sj )



para conienientes polinomios Qi’sj (en 2n + 2m variables) y el resul-
tado sigue entonces mediante la sustitucién

1 . 1
t, = Tex;,t] — x; oI,Sj — 1@yj, Ej -—»yje1.

ii) Por i) el subm6dulo de @(A) generado por los dx. i» dy es denso en
2(A); basta aplicar entonces 5.5 d).

PROPCSiCION 7.3. Con las notaciones antegiores, se tiene

i) La dZagonal AB de B §RB es generada por los elementos 1@)§i - i& ®1,
y. - y.e1,

1®y3 yJ

ii) @(B) es un B-mdédulo libre de base dfl,...,di;.

Demostracidén. i) Se tiene las sucesiones exactas

—_—> A®@ A — A — 0
R A

S

0 —

0 — — B®B — B — 0

R A

Como A — B es suryectiva y como D, es generada (como B-md&dulo) por los
1eb - bel (b € B) sigue que DA — DB es un epimorfismo; por otro
lado B ®RB es un cociente de A @RA (algebraica y topoldégicamente).
Luego DB’es cociente de DA, algebraica y topoldgicamente. En conse-
cuencia al pasar a los completados resulta AA AB suryectiva, y
por consiguiente Ay es un B éRB-médulo finitamente generado (por 1la
hip6tesis iv) sobre AA). Ahora bastard combinar 7.2.i) con 5.5.c).

11) Se tiene una sucesibén exacta 0 — I.Q(A) — Q(A) — B N Q(A) — 0

(cf 5.6),y un eplmorflsmo de A-médulos B @ 2 (A) RN 2(B) que verifica
j(b ®dAx) b.de para todo b € B, x € A ([6], ITI. 1.4). Sigue de es-
toy de 7.2. ii) que los elementos d? yeeo,dX ,d?l,...,d?i generan el

B-m6dulo @(B). Pero como a.dyi = X D (y )dxk (1 <1i<m) por

=1
n
6.1 h), como a = 1, sigue que d?i = I D (y;)dx, (1 <i <m), luego
k=1
los dfi generan Q(B).

Supongamos Z b dx = 0 para bi € B (1 <i <n); aplicando cada de-
i=1 ) _ _ _
rivacién DJ B— B (1 <j <n) y usando que (Dj,dxi Yy = Dj(xi)

= 6,,; se obtiene b1 = ... =b_ =0y todo queda probado.
ij? . n . .
Se deduce de lo anterior que existe una matriz c = (cij) e B™*® ta1
' .que
7= 1 X an
dy. = c., . dx 1< m 1
Y5 k£1 5k r (G <ji<m

(claramente seri S = ﬁk(yj) , 1 <j<m 1 <k<n).

n+m

Consideramos por otro lado el epimorfismo B —> Q(B) sobre la base
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nénica - ... e-_por e, — dX, . — dy..
cané e »€ 5 €15 »€,~PO i X, €5 dyJ

n+m

Se obtiene una sucesi6én exacta 0 — N — B — @(B) — 0.

8

LEMA 7.4. N es un B-médulo libre de base Ej - [ e (1 <j<m).

k=1 ik "k

Demostracidén. Inmediata apartir de la definicién.

PROPOSICION 7.5. A; es cerrado en B §RB° Por consiguiente Q(B) = AB/Ag.
Demostracidén. Ciertamente la aplicaci6én natural

i: AB/Ag — AB/KE = Q(B) es un epimorfismo de B-médulos. Sea por otro

lado v: B™™® . Ag definida como la aplicacidén B-lineal tal que

vwﬂ=1®§i—g®1,w%)=1@ﬂ-3G®1(1<i<n, 1<j<m).
Se afirma que v(N) C Ag; para ello es suficiente probar que
n n
= T .7 - T (o _ 2
v(ej - kzl Cig e) = 1le Y - Y5 ®1 kzl Dk(ﬁj)(1® x, - x 1) € 45

para todo j < m. Pero a(1®yj Y3 ®1) - a kzl Dk(yj)(1®xk -x, ®1) €
€ Az por 6.1 h) y por ser Az cerrado por la hip6tesis iv) de 4.5). De

aqui sigue inmediatamente lo dicho.

Se tiene entonces un diagrama conmutativo

0 — N —» B™® _, Q@B) — 0

L s

2 2
0 — AB —_— AB — AB/AB — 0

y resulta V suryectivo; en efecto, veamos que AB = Ag + Im(v). Bastarid
probar que A, = Ai + Im(w) donde w: AP™® A, es definida en forma
andloga a v, esto es, w(ei) =1 ®xi - xi® 1, w(ej) =1e yj - yj ®1.

Sea entonces x € AA ; la imagen de x en Q(A) = AA/Ai se escribe en la

n
forma J] a. dx, + 33 dyj (ai, a! en A) (7.2.ii)). Por consiguien-

i=1_t 0t 521 .
n m 2
te x - a.(1lex, - x.,e1) - al! (tey, - y.®1) € A esto
151 gex; - x o) 521 j ey, -yel) €b, y
da lo afirmado y por consiguiente la suryectividad de V.

Finalmente, tenemos epimorfismos Q(B) —— AB/Ag , AB/Ag L a(B); de

7.3 ii) resulta entonces que iV es un isomorfismo, luego V es inyecti-
vo, y por ende un isomorfismo. Por consiguiente i también es un iso-
morfismo, y concluimos.

Consideramos ahora el homomorfismo de B-dlgebras graduadas (los polij

nomios con su graduacidn usual)

A r +1
pw: B[T,,...,T.] — gr, (B® B) = @ A_ /AL (12)
1’ ’'n g AB R r>0 BB
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univocamente definido por la condicién“#("l‘i) = 16X, - X, o1
(1 <i<n).

PROPOSICION 7.6. i es un isomorfismo de B-dlgebras graduadas.

Demostracidn. En pr1mer lugar, como gr, (B eB)1 = A /A2 de 7.5. y 7.3

ii) sigue que gr, (#) es isomorfismo y por lo tanto u es seguramente

un epimorfismo. Con51deremos ahora un h € V, y sea i+ B @ B— B el

homomorfismo bien definido por 1a condicién 1 (xey) = h(x)y (o sea
ih = hel ), se tiene un diagrama conmutatlvo

BT ,uu.,T] gry, (B &;B)

LN
“l -, J gr(i,)
h

R [tl"“’tn] ng(h) (B)
AN A,

donde « es el morfismo definido por «(b) = h(b) (b € B), a(Ti) =t
(1<ic< n),gr(ih) es inducido por ih (ya que ih(AB) = M(h), cf. 7.3.
i) y 5.4),11h es definido en forma evidente via A — B, F£ es como en (9)
y ?; se define andlogamente via t,— clase de fi mod.M(h)2 (1 <i<n).
Destaquemos que I, es un isomorfismo gracias a 7.1. iii); por comnsi-

es isomorfismo por 6.8.

s T
gulente Th

Supongamos que un cierto P € Ker(gr (#)) (m > 1), asf que P = J b TP

lp|=m P
es un polinomio homogéneo de grado m, con
> ey pl pn . .
|§|=m bp(1@ x; -x;81) "...(lex - x_1)"" = 0 ; aplicando gry (i)
_ —_ P - — P
queda IZ h(b,) (X - R(XD) ' (&, - R(ED) ™ -
pP|=m

Por lo dicho arriba sobre I, resulta que h(b_) = 0 para todo multi-in-
dice p, y como esto vale para todo h € V = X(B), se obtiene bp = 0 pa-
ra todo p, de donde P = 0 , y concluimos.

COROLARIO 7.7. Para cada a € B QRB existe una dnica familia Rp(a) de
elementos de B (p recorriendo los multi-indices p = 0) tal que

a- ] R(a) (lex, - X, el . (leX_ - £ e1)fn g AT+l
[plsm P '

para todo m > 0. Ademds la aplicacidén a: B %RB — B [[Tl""’Tn]]

definida por 0(a) = J R_(a) TP es un morfismo de B-dlgebra=, de nii-
- P20
eleo A = n AL,
B B
: r2l
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OBSERVACIONES 7.8. a) Es sencillo eiﬁ1icitar los '"coeficientes" R_(a)
. . . - : P
de la serlf formal asociada al elemento a € B‘@RB; en efecto, aplican-
do el morfismo iy (h € V) y comparando con 6.10, se obtiene
h 5P (i, (a))

h Rp(a) = ————;;r————— (14)

para cada h € Vy cada p > 0.

En particular, si a = 1@ x, ih(a) = x para todo h € V y por lo tanto
para todo p > 0

Ry(Tex) - D) (15)
p!

Por el contrario, si a = x®1, ih(a) = h(x), asi que de (14) deducimos
que

Rp(x 1) =0 si |p|] >0 R (xe1) = x (16)
b) De lo anterior obtenemos:para todo x € B y para todom = 0 es

7P P P
1ex - § XX (1ex, -x . e1) L. (lex -x 1) e altl
[P|Sm p! 1 1 n n B

c¢) En particular, reemplazando en la férmula anterior x por Mym
por m - |q|, se obtiene

— 7P+ P P
1eD9(x) - ) D) (1ex,-x,81) '...(lex -x_e1) ® €
lpl+la[sm p! v
m+1—|q|
€ a® an

para todom > 0 y todo multi-indice q con m+1 > |qf.

Consideramos ahora la aplicacién continua g: X(A) — R™® definida
por n(h) = (h(xl),...,h(xn),h(yl),...,h(ym)).

Esta aplicacidn es inyectiva gracias -al hecho que los polinomios en

XyseresX 3Y seeesy  SON densos en A,

Sea X = n(V); K es un compacto y 7|V = j: ¥V — K es un homeomorfismo.

Luego j* = :C°(X) — C°(X(B)) = C°(V) es un isomorfismo, donde, por
supuesto, j*(f) = £j.

Utilizando la transformacién de Gelfand g: B —~ C°(V) (que es inyec-
tiva) podemos definir un morfismo (automdticamente continuo) )

¢: B — C°(K) de modo que j* ¢ = g, lo que permite representar cada

elemento b € B como una funcién continua ¢(b): K —> R. Queremos pro-
bar que las funciones ¢(b) (b € B) son infinitamente diferenciables,

esto es: p(b) es la restriccién a K de alguna f € C®(R™™), Para ello
bastard ver que para todo m > 0 se tiene un "jet de orden m"
F = (Fk)|k|sm sobre K tal que F® = ¢(b), y de modo que F € &™(K)

(notaciones como en [11], ch. I). A tal efecto definimos un morfismo
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F i B— CO®K) [[t),.cuyt b ,.0uf 1] = J(K)

P
poniendo Fb) = § EB) p (cf. 7.7)
p20 p!

y ponemos para cada multi-indice p > 0

9 (DP (b)) si Pot1 = +++ = Poym = 0
FP (b) = - (18)

0 si algdn p; > 0 conn<i<ntm

y entonces sélo habra que verificar que, para cada m > 0, el jet asi
definido verifica las condiciones que definen &% (X) (ver [11] ch. I,
2.2y 2.3). Pero esto es consecuencia de las identidades (17) y del

siguiente lema (cbmparar con [6], III, 3.1)

LEMA 7.9, Sea a € A; (r>1), £,: Kxk —> R la aplicaeién dada por
fa = (pevy)(a). Existe entonces una constante C > 0 tal que
Ifa(vl,vz)l < Cllvl-vzﬂr para todo (v,,v,) € KxK.

Demostracidn. Por 7.3 i) existen elementos c¢c_ € B QRB (p recorriendo

los multi-indices (pl,pz,...,p )) tales que

n+m

1 n+1

) - P - - Py - P
a ) c (Tex;-x; ®1) "...(1ex -x ©1) (1ey,-y, 1)

a 1
lpl=r P

‘ p
cee (ley -y_e1) ntm

Notando que #(x;) = t,]|K, v(?j)= £k 1 <i<n, 1<j<m), la te-
sis resulta de observar que
ECE),(EHE) = T g (HtEEn (2t L (et R,
a ’ Iy ’ Llox gp > 28 174 et -t .

Pn+1 p V
¢,-¢]) ...(Emfié) 20 oniendo gp(we(p)(cp), v, = (t,8),
v, = (t',£'). (la constante C dependerd de

slu {sup|g(t,6,t", ") ((t,8) , (t',E')) € KxK}).

P|=T

n+m

NOTA. Conviene observar que si £ € CCT(R™™) corresponde a un ¢(b), es-

to es: ¢(b) = £|K, entonces las derivadas parciales de f restringidas
a K son exactamente los FP(b); 1a serie de Taylor formal de f sobre K
coincidé con F(b).

Consideramos ahora el cdlculo operacional C® T": C®(R™*®) — B-definl
do univocamente por T"(tji) = Xxi, T"(§j) =y; (1 <i<n, 1 <j<m).
COROLARIO 7.10. T": Cm(Rn+m) —> B es un morfismo suryectivo.

Demostracién. Sea b € B; por lo anterior ¢(b) = f|K para alguna

£ e C(R™™). Como v T"(f) = £]K trivialmente, resulta b = T"(f) y
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todo queda probado.

Ahora iestamos en condiciones de probar el resultado siguiente:

YR

PROPOSICION 7.11. EZ morfiemo T : & — A/P(ho) es un isomorfismo.

Démésfracidn. (Para la definicién de To ver el diagrama (10)).

n+m

Definamos el cdlculo operacional T': Cm(R ) — A via T'(ti) = X,

:T'(Ej)wi Y; (1<i<n, 1<j<m); la composicién de T' con el mor-
fismo I: A — B es exactamente T'", luego T" = NT' es suryectivo. Como
el ideal I que define a B estd incluido en P(ho), el morfismo

B f—}_A/P(ho) es suryectivo. Por consiguiente el morfismo

Py ]
C (Rnfm) Iia— A/P(ho), indicado F, es suryectivo e induce trivial

mente un epimorfismo F : 8n+m — A/P(ho); En consecuencia A/P(ho)

es un ‘dlgebra diferenciable en el sentido de [11], ch. III, 2.2. Aho-

ra si i: R™® — R® es i(tl,...,tn,il,...,im) = (tl,...,tn) se veri-

fica “sin dificultad que

& —2 A/P(h )

es ‘un’ diagrama commutativo; ello significa que T, es un morfismo de
dlgebras diferenciables. Como To es un isomorfismo (6.11), la tesis
resulta de [11], ch. V, 4.4,

COROLARIO 7.12., Con 'las notaciones del §6, eﬁfste un entorno W de h°
y”fjfE.Cm(Rn) (1 < j <m) tales que §j|W =.T(fj)|W para todo j < n.

8. Estableceremos ahora el resultado fundamental de este trabajo, pa-
ra lo cual utilizaremos la maquinaria desarrollada en los pardgrafos
6y 7, asi como el

LEMA 8.1. Sea 9 un abierto no vacfo de R®, A' una subdlgebra de C°(R).
Supongamos:

1. Las restriceiones u, = ti|nvde las funciones coordenadas estdn en
AT (1<i<n).

2. Para cada X = (A ,. {f € A':£(A)=0}

de A''es generado por u, -

..,kn € Q el zdeal maximal MA

)
Ai (1 <i<n).
<

3. Existen Si € Der(A') (1

i < n) tales que Si(uj)
i{j.

8 .. para todo
1]

.Enfoﬁgéé A' € C¥(R) y Gi =9/9d ti para todo. i < n.
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Demostracidén. Es una adaptacidn evidente dé [1], lema 3,

Sea A un dlgebra de Fréchet que verifica las condiciones i), ii) y v)
de 4.5; bajo hipétesis algo menos restrictivas es posible definir un
haz A sobre el espacio X(A), cuyas secciones globales coinciden con A.

Se considera para ello, para cada abierto U C X(A) el conjunto multi-
plicativo S; = {a € A: h(a) # 0 para todo h € U} y se define

A(U) = A [SBI] (d1gebra de fracciones de A definida por S;). Que esto
define un haz, asi como que cada A(U) admite una topologia que la hace
un dlgebra de Fréchet m-convexa formalmente real, es un hecho conocido
(ver [6]1, I.2). '

En la misma referencia se prueba que A(U) puede describirse como el
conjunto de aplicaciones f: U —> R que coinciden localmente con las
restricciones a U de las aplicaciones a (a € A); asimismo la aplica-
cién natural A — A(U) (indicada segln es usual, con a — a/1) in-
duce un homeomorfismo X(A(U)) — U.

Finalmente mencionemos que para cada abierto U C X(A) hay una aplica-
cién A-lineal Der(A) — Der(A(U)) (indicada D — D|U) bien definida
por la regla D|U(a/b) = bD(a) - aD(b)/b2 para cada a/1 € A(U).

TEOREMA 8.2. Sea A un dlgebra que verifica las condiciones i) a vii)
de 4.5. Existe entonces una iunica estructura de variedad diferenciable
en X(A), tal que la transformacidn de Gelfand induce un isomorfismo

g: A — C7(X(A)).

Demostracidn. La unicidad es clara por 4.3. Veamos la existencia. En
primer lugar, Xo = {h € X(A): p(h) = 0} es un subespacio discreto a-
.bierto y cerrado de X(A) (cf. 5.8); no hay dificultad en proveer a Xo
de una estructura de variedad diferenciable de: dimensién 0. El proble-
ma reside en los puntos de X -'Xo; evidentemente para tratar este ca-
so puede suponerse que X_ = @.

Construimos el haz asociado al dlgebra A como se indicé arriba. Sea
ho € X(A); por 7.12 podemos suponer que hay un entorno W de ho'y apli-
~~

caciones f, € c®(R™) tales que §j|W = f(x ,x )| W; sea U un entor-

TEEE
no abierto de h_con U compacto, U c W, de tal forma que

0|U: U — E_(0) sea suryectiva para un cierto ¢ > 0 (cf. 6.4),
Uc U, como en 6.2.

Notemos en primer lugar que 6 |W es inyectiva; en efecto, sean hl,h2
en W y supongamos que hl(xi) = h2(xi) para todo i < n. Entonces para

todo j < m hl(yj) = hl(fj(xl""’xn)) = fj(hl(xﬂ,...,h(xn)) =
= fj(hz(xl),...,hz(xn)) = hz(yj); de esto y de 6.1.b) resulta que
M(hl) = M(hz) y por ende h1 = hz'

Por la hipétesis sobre U sigue que 6 |U: U — Ee{o) es un homeomorfis-
mo. Antes de proseguir, convendrd probar que cualquiera sea el abierto
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VCUy h€eV, el ideal M(h) de A(V). es generado por los x; /1 - h(x;)
(1<i<n).

Es evidente que M(h) es generado por los xi/1—h(xi) (1 <i<n)ylos

yj/1 - h(yj) (1 <j <m), de modo que bastard ver que cada yj/1 - h(yj)
estd en el ideal generado por los xi/1 - h(xi). Sabemos que
Y = T(fj) + a con éjlw =0 (1 <j<m). Sea s € A tal que sa; =0

(1<j<m), s|U =1 S|X(A) - W=0. Asf s/1 = 1 en A(V) para cual-
quier abierto V C U, mientras que aj/1 = 0 en A(V). Pongamos A = 6 (h);
n
entonces fj - fj(k) = kgl g1 (t,-2.), para cada j <m, con
gjk € Cm(Rn); por consiguiente, si 1 < j < m, seri:
.- )-a. = ) - ) = T(f.) - (A = -f. (A =

Y5thOrdmag = T(E) - BT(E) = T(Ep - T(F;(00) = TCE;-£;0)

= T(f.-£.(A)) = ] T(g..)(x,-h(x,)) y lo afirmado resulta aplicando
i3 k=1 jk k k

el morfismo x — x/1 de A en A(V).

Sea V C U un abierto no vacio , sea @ = 6 (V); probaremos que

6%: C(2) — C°(V) definida por 0%(f) = £ 0-establece una biyeccién
entre Cm(n) y A(V).

Consideramos el cdlculo operacional T: Cw(Rn) — A definido por
T(ti) = xi (1 <1i<n); sean SQ y SV los correspondientes conjuntos

multiplicativos en C” (R™) y A. Evidentemente T(SQ) cs luego queda

V’
inducido un dnico morfismo Tv que hace conmutativo el diagrama (20)

(se utiliza que-C™(R™) [851] = c”(2)).

C"(RY) —Lf—» A
| ] | (20)

coe) —Y— AW

Sea f € C¥(a) y representémosla en la forma fl/f2 con fl,f2 e C”(R™M)
y fz (S SQ; se tiene para cada h € V = X(A(V)):

A\ /\ N _
Tv(f)(h) = [T(fl)/T(fz)](h) = hT(fl)/hT(fz) =»f1(9(h))/f2(9(h)) =
= £(0'(h)).

Esto prueba que TV = 02 y por lo tanto asegura que Gg(C”(n)) € A(V).
Como 6% es inyectiva, bastarid probar que 0§ (C®(R)) = A(V). Para cada
a € A(V) definimos p(a): @ — R poniendo ¢(a) (8 (h)) = h(a) (bien de-
finido ya que 9|V: V —> @ es homeomorfismo). Es inmediato que .
p: A(V) — C°(Q) es un morfismo inyectivo, cuya imagen es una subdlge
bra de C°(ﬂ) que se indicard A'. Afirmamos que A' estd en las condicio

nes del lema 8.1.; en efecto, es claro que ¢(xi/1) = tiln si 1<i<n.

Asimismo las disquisiciones previas dan enseguida la condicién 2) ya



que si A = 6(h) tendremos "a € M(h) = ¢(a) € Mt Finalmente, si D,
(1 <i <n) son las derivaciones de A que verifican Di(x.)lU = ai*
(6.1. ¢c)), podemos poner 81: A' — A' mediante 8i(¢(a)) = ¢(Di]U(a))
y es elemental verificar que se cumple 3.

Por 8. 1 tendremos A' C C” (Q) asi que yv: A(V) — c” (2) es un morfismo
inyectivo; ahora si h €V, Og v(a)(h) = v(a)(O(h)) = a(h), luego
92¢ = 1A{v) y entonces sigue que 02: c”(9) — A(V) es un isomorfismo.

De lo probado resulta que es posible definir en X(A) una estructura
de variedad diferenciable, tal que para cada abierto X C X(A) el dlge-
bra C°(X) se identifica con A(X), y entonces la tesis es evidente.

Como consecuencia de este teorema resulta que la 'categoria de las c®-
dlgebras" se identifica con la subcategoria plena (de la categoria de
jdlgebras) formada por las dlgebras que verifican i) a vii) de 4.5.;
los funtores X — C”(X), A —> X(A) establecen una equivélencia entre
esta categoria y la categoria de variedades diferenciables.

Mencionemos que si f:X — Y es una aplicacién de clase C” entre varie-
dades diferenciables y f*: B —> A es el morfismo correspondiente de
sus dlgebras, la diferencial usual de f en h € X(A) = X se identifica
con la aplicacién lineal inducida por f,

(M(h)/M(h)z)* —> (M(h')/M(h')2)* , donde h' =hf%,
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