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ESTRELLADOS Y SEPARABILIDAD EN UN SISTEMA
AXIOMATICO PARA LA CONVEXIDAD

Juan Carlos Bressan

1. INTRODUCCION.

Utilizaremos el sistema axiomdtico para operadores de cdpsula convexa

desarrollado en [1] y ciertas propiedades alli demostradas. Por analo-
gia con el caso vectorial, daremos la definicién de conjunto estrella-
do y probaremos algunas proposiciones que se deducen de (Ax.1) a (Ax.4).
Finalmente demostraremos la equivalencia entre (Ax.5), el teorema de.

separacién de Kakutani para convexos y el de Dre¥evié [ 3] para conjun-
tos estrellados. Parte de los resultados de este trabajo se encuentra

en el capitulo VI de la Tesis doctoral del autor [2].

2. NOTACION Y AXIOMAS.

Sean X un conjunto tal que card X > 2, P(X) la familia de todos los
subconjuntos de X, K:P(X) — P(X) una funcién que llamaremos operador
de cdpsula convexza y que cumple los siguientes axiomas:

(Ax.1) A CX = K(K(A)) C K(A).
(Ax.2) A CX = K(A)= U {K(F) | F finito y F C A}.
(Ax.3) a € X = K({a}) = {a}.
(Ax.4) @ # FCX, F finitoy p € X =
| = K(F U {p})C U{K({a,p}) | a € K(F)}.

Si {al,...,an} c X, K({al,...,an}) se escribiri K(al,...,an). Dado

{a,b} C X, diremos que K(a,b) es la banda determinada por a,b. Dado

A CX, K(A) se llamard la cdpsula convexa de A. Diremocs que A es con-
vexo si A = K(A). Por [1] (4.1), para todo A C X, K(A) es el menor con
junto convexo que incluye a A."

3. CONJUNTOS ESTRELLADOS, NUCLEO Y COMPONENTES CONVEXAS.

Sean A C X y p € A, diremos que A es estrellado en p si, para todo
x € A, K(p,x) CA.

Como consecuencia de [1] (4.2) obtenemos la siguiente proposicidn:



(3.1) Si A C X, los siguientes enunciados son equivalentes:

i) K(A) = A. ii) p € A = A es estrellado en p.
En forma inmediata se prueban las siguientes dos proposiciones:

(3.2) Si’{Aj | j € J} es una familia de subconjuntos de X estrellados

en p,entonces ﬁ{Aj | 3 € J} es estrellado en p.

(3.3) Si {Aj | 5 € J} es una familia no vacia de subconjuntos de X es

trellados en p,entonces LJ{Aj | j € J} es estrellado en p.

Sea A C X, diremos que A es estrellado si existe p € A tal que A es es
trellado en p. Observemos que si A es un subconjunto convexo no vacio
de X, entonces A es estrellado. Evidentemente, la reciproca no es cier
ta. Por otra parte, la interseccifn y la unidn de conjuntos estrella-
dos pueden no ser estrellados.

Sea A C X, llamaremos nidcleo de A al conjunto N(A) = {x € A | A eS es-
trellado en x}. Evidentemente, A es estrellado sii N(A) # @. Como coro
lario de (3.2) y (3.3) obtenemos la siguiente proposicidn:

(3.4) Si {Aj | j € J} es una familia de subconjuntos de X, entonces:
i) ﬂ{N(Aj) | 3 € J} CN(ﬂ{AjI j €Jn.
1) J# 0 = NIN(A) | j €I} CNULA; | €JD).

Como corolario de (3.1) obtenemos la siguiente proposicidn:

(3.5) Si A c X, los siguientes enunciados son equivalentes:

i) K(A) = A. ii) N(A) = A.

Sea A C X, diremos que C es una componente convexa de A si C es un sub
conjunto convexo maximal de A.

(3.6) Si A C X, entonces A es la unidén de la familia de las componen
tes convexas de A.

Demostracibén. Sea {C; | i € I} la familia de las componentes convexas de
A. Evidentemente U {C; | 1 € I} C A. Por otra parte, tomando x € Ay
F={C| x €CCAYyC convexo}, resulta, por (Ax.3), que F # @, vy
por [1] (4.8) ii), que toda cadena no vacia de F tiene cota superior
en F; de donde, por el principio maximal, existe M elemento maximal de
F. Asi x €M y M es componente convexa de A; en consecuencia
Aculicg | ie€TI}.

Una subfamilia no vacia'{Cj | j € J} de componentes conﬁexas de A C X,
se dird cobertora si A = U{Cj | j € J}. Por (3.6), la familia de to-
das las componentes convexas de A es cobertora, pudiendo existir sub-
- familias propias de la misma que taabién lo sean. La demostracidn de
la siguiente proposicién es una adaptacidn, a nuestro sistema axiomd-
tico, de la dada por Toranzos [5] , en espacios vectoriales:



(3.7) Si AcCXy {C4 | 3 € J} es una subfamilia cobertora de componen
tes convexas de A, entonces N(A) = h{Cj | 7 € J}.

Demostracién. Por (3.4) ii) y (3.5), resulta que N ﬂ%'] j € J} Cc N(A).
Por otra parte, si p € N(A) y p & Cj para algGn j € J, resulta
Cj ¢ K(Cj U{pl}); pero, por [1] (4.12), K(Cj u{p}) =uU{K(x,p) |x € Cj};

asi, como p € N(A) y Cj C A, K(leJ{p}) C A, lo que contradice la maxi
malidad de Cj. De esta forma N(A) C N HG | 7 € J}.

Como corolario de (3.6) y (3.7) obtenemos:

(3.8) Si A C X, entonces el nficleo de A es la interseccidn de la fami
.lia de las componentes convexas de A.

Si ACX vy p €X, llamaremos cdpsula estrellada de A relativa a p al
menor conjunto estrellado en p que contiene a A. Dicho conjunto serd
denotado por st(A,p). Por (3.2), st(A,p) es la interseccidn de la fa-
milia de los subconjuntos de X estrellados en p que contienen a A.
Mediante una demostracién andloga a la dada en la Proposicidn 2 por
DreSevié [3] para espacios vectoriales, podemos probar la siguiente
proposicidn en nuestro sistema axiomidtico:

(3.9) ##ACX y peX = st(A,p) =uU{K(a,p) | a € A}.

En [1] pdg.135, dados A,B C X definimos S(A,B) =uU{K(a,b) | a €A vy
b € B}. Asi obtenemos:

(3.10) @ #ACX y peX = st(A,p) =S(A,{p}H).
Como corolario de (3.9) y de [1] (4.12) obtenemos:

(3.11) 6 #ACX y peX = KAuUiplH = st(K(A),p).

L. EQUIVALENCIA ENTRE DIVERSAS CONDICIONES DE SEPARABILIDAD.

Cuando, en [1] (5.1), demostramos el teorema de separacidn de Kaku-
tani, ademds de los cuatro axiomas ya considerados, utilizamos el si-
guiente axioma de separabilidad:

(Ax.5) a € K(b,p) y .c € K(d,p) = Kk(a,d) N K(b,c) # @.

Por otra parte, en [4] 6.1, Ellis prueba que dicho axioma es necesario
pata deducir el teorema de separacién de Kakutani. En el capitulo VI
deJla Tesis doctoral del autor [2] se utilizé nuevamente (Ax.5) para
demostrar el teorema de separacién de Dre¥evié [3] para estrellados.
La siguiente proposicién‘afirma la equivalencia entre el axioma y los
teoremas de separacién citados.

(4.1) Si K es un operador de cdpsula convexa, es decir, K es una fun-
cidn de P(X) en P(X) con card X = 2 y K cumple (Ax.1) a (Ax.4),
entonces los siguientes enunciados son equivalentes:



i) a € K(b,p) y c € K(d,p) = K(a,d) n K(b,c) # 0.

ii) Si C,D son subconjuntos convexos de X, disjuntos, y p € X, enton-
ces K(CU{p})nD =@ o CNK(D u{p}) = 0.

iii) Si A,B son subconjuntos convexos de X, disjuntos, entonces exis-
ten C,D convexos complementarios tales que A C C vy B C D.

iv) Si C,D son subconjuntos de X, disjuntos, tales que C es estrella-
do en'p y D es estrellado en q, y r € X, entonces
st(Cu{r},p) ND =@ o CnNst(DdU{rl,q) = @.

v) Si A,B son subconjuntos de X, disjuntos, tales que A es estrellado
en p y B es estrellado en g, entonces existen C,D subconjuntos comple-
mentarios tales que A C C, B CD, C es estrellado en py D es estrella
do en q. '

Demostracién. i) = ii), ii) = iii) vy iii) = i), resultan, respectiva
mente, de las demostraciones dadas por Ellis [4] en 4.4, 4.5y 6.1, to
mando en lugar de dos operadores un solo operador K.

i) = iv). Sean C; = st(Cuir},p), D, = st(Du{r},q). Si q € C; NnD,.
por (3.9) existe s € C U {r} tal que q; € K(s,p); de suponer que s € c,
resulta q; € Cy CnD # @; de alli que s = r y q; € K(r,p). Si ademids
p, € C nDy, obtenemos p; € K(r,q); de donde, por i),

K(p,p;) N K(q,9;,) #@ y CnD # 0.

iv) = v). Sea 6 = {(A;,B;) | A cA; = st(A;,p), B CBy = st(B;,q) ¥
,Ai nB; = @} con el orden parcial (Ai’Bi)'< (Aj,Bj) sii Ai C Aj y
B, C Bj. Evidentemente, G # @ y, por (3.3) y el lema de Zorn, existe

(C,D) elemento maximal de G. Pero C,D son subconjuntos complementarios,
pues si consideramos r € X, C; = st(Cu{r},p) y D; = st(D uir},q), por

iv) resulta (Cl,D) €6 o (C,Dl) € G; de donde, por la maximalidad de

(c,D), reC o r eD.

v) = i). Supongamos que a € K(b,p) y c € K(d,p) pero K(a,d) n K(b,c) =
= @¢. Como K(a,d) y K(b,c) son convexos, resultan estrellados en todos
sus puntos. Asi, por V) existen C,D subconjuntos complementarios tales
que K(b,c) ¢ C, K(a,d) cD, y CyD estrellados en b y d respectivamen
te. Si p € C, entonces K(b,p) cCy a €C, lo cual es una contradic-
ci6n pués a € D. Si p € D, se llega a una contradiccidn aniloga.
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