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SOBRE ESPACIOS DE SOBOLEV ANISOTROPOS CON VALORES VECTORIALES 

MARIA JESUS PLANELLS 
( * ) 

A B S T R A C T . Let  n b e  an open sub s e t  o f  Rn , E an ( L F ) - spa c e  and 

W a f in i t e  nonempty sub s et of  Nn such t hat if  ( aj ) E W t hen 

( Sj ) E W whenever  0 � S j � aj for j = 1 ,  . . . , n .  In t h i s  paper 

we study some l o c a l l y  convex pro pert i e s  o f  the  vector - valued 

an i so trop ic Sobo l ev spaces  L� ( n , E ) : = {f  E LP ( n , E ) : Da f E 

E LP ( n , E ) for a E W } , 1 � p � 00 . 

Lo s espac io s vector ia l e s que ut il i zar emo s e s t an d e f in ido s so 

br e el cuerpo C d e  l o s  numero s compl ej o s . La p a labra e s pac io 

s i gnif icara e spac io vector ial topo 1 6 g ico l o c al ment e convexo y 

Hausdorff . S i  E e s  un e spac io deno tamo s por s c ( E )  e l  conj unto 

d e  todas las  s em inorma s cont inuas sobr e E .  Si  E Y F son do s e� 

pac io s E I8In F Y E 18Ie: F d eno t an E 181 F do t ado de  l a  t o p o l o gla  pro 

yect iva e inyect iva r e spect ivament e .  S i  l o s  e s pa c io s  E y F son 

topo16g icament e i s omor fo s e s cr ib imo s E � F .  Si A es un conj un 

to  no vacl0 , EA d eno t a  e l  producto topo 1 6 g ico d e  A copias  d e l  

e spac io E .  N d enotara  e l  conj unto  d e  l o s  ent ero s n o  negat ivo s 

2 Y t e l  e spac io d e  H i l b ert  d e  l a s  suc e s ione s  d e  numero s com-

pl ej o s  d e  cuadrado sumab l e .  cardA es  el  c ard inal del  conj unt o A .  
. n 

S i  E e s  un e spac io c a s i - comp l eto y n e s  un ab ierto  d e  R , 

V ( n , E ) s er a  e l  e sp a c i o  de  las  func ione s  ind ei in idament e d ife -

* S ub v en c i o n a d o  p a r c i a l m en t e  p o r  l a  C A l C Y T , P ro y e c t o  PB85-034 1 .  
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r enc iab l e s  sobr e � con val o r e s  en E que t i enen sopor t e  compac 

to  ( V ( � , E ) s e  cons idera pro v i s t o  d e  su topo lo g i a  l imit e induc 

t ivo hab itual ) .  Como e s  usual , cuando E = C ,  e s c r ib imo s V ( � ) . 

S i  E e s  un e spac io denot amo s por V I ( � , E ) el e spac io de  l a s  d i s  

tr ibuc iones  sobr e � c o n  valor e s  en E equ ipado d e  l a  t o po l o gia  

de  l a  convergenc ia un iforme sobr e los  aco tado s d e  V ( � )  (ver  

[ 1 5 ]  ) . 
S i  E es  un { LF ) - e s t r icto  ( t rabaj amo s en e s ta  c l a s e  d e  e spac io s 
por  cuest iones  d e  med i b i l idad) , � un ab i erto  d e  Rn y p E [ 1 , 00] ,  

LP (� , E ) d eno ta  e l  conj unto d e  todas  l a s  func ione s  ( c l a s e s  d e  

func ion es  equ ival ent e s )  med ib l e s  Bochner de  � en E ,  f ,  t a l e s  

qu e I I f l l
p 

= ( J � I l f (x ) I I P dx)
l / p < 00 ( cuando p = co s e  d eb e  t ener  

I I f l l oo 
= sup e s  I I f (x ) I I < (0)  para cada 1 1 . 1 1 E s c ( E ) . Prov i s to de  

x s �  

l a  topo l o g ia g enerada p o r  l a  fam i l ia d e  s eminorma s 

{ I I . 1 1 P 1 1 . 1 1 E s c ( E ) } , L ( � , E ) l l ega a s er un espac io suc e s io -
P 

nalment e compl eto  (ver [ 7 ] , p . 1 2 2 ) . Ad ema s l a  ap l icacion 

LP (n , E ) ----+ V I (� , E ) 

f - - -� { � - - -� J�� (X) f (X) dX } 
e s t a b i en d e f in ida y e s  l ineal , inyect iva y cont inua . Por  con 

s igti i ent e ,  l a s  func ion e s  d e  LP ( � , E ) admit en d er ivadas  d i st r i 

buc iona l e s  d e  cua l qu i er : orden . (Ver [ 6 J  y [ 7 ]  para  l a  t eo r ia 

d e  int egrac ion d e  func iones  con va lor e s  vector ial e s  y [ 1 5 ] , 

[ 1 6 ] par a l a  t eoria d e  d i s tr ibuc iones con val o r e 5  vector ial e s ) .  

S i  W e s  un subconj unto  f in i t o  no vac io d e  Nn t a l  que 5 i  

( aj )  E W entonc e 5  ( S j ) E W cuando 0 .;;;; Sj .;;;; Ctj para j = 1 ,  . . .  , n ,  

e l  e spac io d e  Sobo l ev (an i so t ro po )  sobr e Ii con valor e s  en E 

(de  t ipo p ,  W) e s  e l  sub e5pac io l ineal  de  LP ( � , E ) 

L� ( � , E ) : 

Cons ideramo s sobr e L� (� , E ) l a  topo l o gia generada por l a  fam i 

l ia de  s em inorma s { 1 I . l i p , w : 1 1 . 1 1 E s c (E ) } donde 

) 
) 

) 
) 
) 
) 
') 
) 
) 

) 

) 
) 
) 

) 
) 

) 

) 
) 

) 
) 
) 
) 
) 
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I I  naf l l  p ) l / p 
p 

sup e s  II na f (X ) I I  
x d l  

cuando p < 00 

cuando p 00 .  

(Ver [ 1 2 ] , [ 1 3 ]  y [ 1 7 ]  para un ana l i s i s  d e  l o s  e spac io s d e  So 

bo l ev an is6 tropo s e s c a l ar e s . En [ 1 1 ] s e  d emuestra  que L� ( Rn , E ) 

t i ene l a  pro p i edad d e  apro x imac i6n cuando p < 00 Y E e s  un e s 

pac io d e  Fr�chet qu e po s e e  d icha prop i edad ) . 

El  prop6 s ito  del  pr e s en t e  art iculo  e s  e s tabl ec er al guna s pro 

p i edad e s  localment e c onvexa s d e  l o s  e spac io s d e  Sobol ev an i s6 -

tropo s vector ial e s  L� ( n , E ) part i endo de  l a s  corr e spond i ent e s  

pro p i edad es  d e l  e spac io E .  

Om it imo s l a  prueba d e l  s igu i ent e s enc il l o , p ero ut il , resultado . 

t-EOREMA 1 .  S e a  n un a b i e r to de  Rn, E un ( L F ) - e s tr i c t o ,  W un 

s u b c o n j un t o  fin i t o  n o  v a c i o  d e  ND t a Z que si (aj ) E W e n t o n c e s  

( S · )  E W cuando 0 � S · � a · para j = 1 ,  . . .  , n, y p E [ 1 , 00 ] .  J J J 
En t o n c e s  

1 .  L� ( n , E ) e s  topo Z 6g i camen t e  i s omorfo a un s u b e sp a c i o  c e rr a do 

d e  ( LP (n , E ) ) c a rdW . 

2 .  E e s  topo Z 6g i c am e n t e  i s om orfo a un s ub e sp a c i o  c o mp Z e t o  d e  

L� ( n , E ) y L� ( n )  e s  t o p o Z 6 g i cam e n t e  i s omo rfo a un s ub e sp a c i o  

c omp Z e m e n t a do d e  L� ( n , E ) . 

3 .  S i  E e s  t o p o Z 6 g i came n t e  i so m o rfo a un  s u b e sp a c i o  ( c o mp Z e 

m e n t a do ) d e  u n  ( L F ) - e s t r i o to F e n t o nc e s  L� ( n , E ) e s  topo Z 6 gi c a 

m en t e  i s omo rfo a u n  s ub e sp a c i o  ( comp Z em e n t a do ) de  L� ( n , F ) . 

NOTA . L� (n , E ) e s  un e spac io d e  d i str ibuc iones  sobr e n con va 

l o r e s  en E .  En [ 1 1 ]  s e  d emuestra , supon i endo n = Rn , 1 � p < 00 

y E un e spac io de  Fr echet , que L� ( n , E ) t i ene l a s  prop iedad e s  

d e  aproximac i6n p o r  trunc am i ento y p o r  r egul ar i z ac i6n (vea s e  

S c hwart z  [ 1 5 ] , pp . 7  y 8 )  Y que V (n , E ) e s  denso en L� ( n , E ) . 
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Por cons i gu i ent e ,  en est e caso , L: C O , E ) es un e spac io normal 

de  d i s t r ibuc iones  vector ial e s . 

COROLARI O .  S ean O , E , W y P como en el t eo r ema . Entonc es  e l  e s 

pac io L: C O , E ) e s  suc es ionalment e compl eto  s i  1 < p � � ,  e s  com 

pl eto s i  p = 1 Y e s  d e  Banach C r e sp o Fr echet ) s i  E e s  un Ba 

nac h  Cr esp o Fr echet ) . 

PRUEBA . E s  cons ecuenc ia d e  l a s  corre spond i ent e s  prop i edad e s  

del  e spac io LP CO , E ) (vea s e  [ 7 ] , pp . 1 1 9 - 1 2 2 )  Y del  t eorema ant e 

r ior . c . q . d .  

TEOREMA. 2 .  Sean 0 .,  E., W y P como en e Z  te or-ema. 1 .  Enton ce s Za to

poZog1,a que induce L: C O , E ) sobr-e L: C O )  e E e sta inte r-ca Zada e n �  

tr-e Za topoZog1, a £ d e  Za conver-gencia biequicontinua y Za to

poZog1,a pr-oyectiva � .  

PRUEBA . Para c ada f e LP C O )  y c ada  e e E d enotamo s por Q C f , e )  

e l  e l emento d e  LP C O , E )  d e f in ido por la  func i6n x � f Cx ) e .  Pro 

bemo s que Q C f , e ) e L� C O , E ) s i  f e L: C O ) : S i  a e W \{ O } s e  t i ene 

< 4> ,  Q CDaf ,  e) > para 4> e VCO) 

por 10 que DaQ ( f , e ) = Q CDaf , e )  e LP CO , E ) . Con s igu i ent ement e 

Q Cf , e )  e L: CO , E ) y Q es  una apl icac i6n b il ineal d e  L: CO ) x E en 

L: CO , E ) . S ea q :  L: C O )  e E  + L: CO ) l a  ap l icac i6n l ineal  a s o c iada 

a Q .  Ev ident ement e q e s  inyec t iva . Veamo s que es cont inua cuan 

do dot amo s a L: CO ) e E de la  � - to po l o g la : Supongamo s p < co Y 

') 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 

) 

) 
'; 

) 
) 

) 
) 
) 

. ) 
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m 
s ea p I e1  expon ent e conj ugado d e  p .  S i  � 

mento de  L� U l ) ® E y 1 1 . 1 1  E sc ( E )  t en emo s 

I f . ® e . e s un e 1 e -
1 � � 

. 1 1 e . 1 1 ) p dx) 1 / p 
� 

Z ( c a r dW- l ) / p ' 
.;;; Z ( c a r dW - l ) / p '

. 

m f I I f i I l L� ( n ) l I e i l i . 

Como esto  e s  c i erto  para cada r epr e s entac i6n d e  � ,  obt enemo s 

II q ( � )  II w .;;; Z ( c  a r d W - 1 ) / p I ( I I . II L p ( n )  ®7T II . II ) ( � ) . p , W 

E s t a  d e s i gua1dad t amb i en e s  val ida en e1  c a s o  p = 00 .  Por 1 0  

t anto , q e s  una ap1 icac i6n d e  L� (n ) 0 7T E e n  L� ( n , E ) cont inua . 

A cont inuac i6n d emo s traremo s que q- l 
e s  una ap1 icac i6n cont i 

nua d e  q ( L� ( E )  ® E ) , e qu ipado d e  1a  topo 1 0 gia  induc ida por 

L� ( n , E ) , sobr e L� ( E )  ® E E .  Sera suf ic i ent e comprobar qu e ,  para 

cada 1 1 . 11 E sc ( E ) , se ver i f ic a  1a  d e s i gua1dad 

F ij ada una s em inorma 1 1 . 1 1 en sc ( E )  pongamo s U = bo l a  un idad de  

y V = { e  E E :  l I e l l  .;;; 1 } . Supongamo s pr imero 1 < p < 00 . S i  

f .  ° e .  E Lw
P ( n )  ® E s e  t i ene , por def in i c i6n , que � � 

m 
1 I . I I L P

(
t"\

)
® E I I . I I C � ) = sup sup I I  < f . , e > < e . , e ' > I · 

W " e E U 0 e I EVo 1 � � 
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Sea e un el emento d e  U O . Razonando como en [ 1 ] , pp . 4 7 - 4 9 ,  ha -

( ) E ( LP ' ( n ) ) c a r dW t a l  que ,  para t o do 
l l amo s un el emento ga 

f E L� (E ) , s e  ver if ica 

< f ,  e > 

y t a l  que 

E s t a  r epr e s entac i6n de  e y l a  d e s igual dad d e  Ho l der dan lugar a 

m 
sup I I < f . , e > < e . , e ' > 1  
e ' EVo 1 1. 1. 

sup I I  L < e . , e ' > J g (x) Daf . (x)dx l ..;; 
e ' EV o 1 aEW  1. n a 1. 

m p '  \' I J \' a I I  P 1 / P ( \' II II ' . 1 / P , ..;; L. I I g I I LP (n' ( i l L. D f . (x) e .  dx) ..;; L. g LP (n ) J . 
aEW a ) n 1 1. 1. aEW a 

De aqui s e  obt i en e  C a l  var iar e en U O ) 

) 
) 
) 

. ) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 

) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
') 
) 

En e l  c a so p = 1 sa r a zona d e  l a  m i sma forma ( t en i endo en cue!:!. ) 

t a  que ahora max I I ga I l Loo ( n ) = l I e l l ( L 1 ( n » ' )  y t amb i en s e  obtiene 
(lEW W 

EI  c a so p = 00 e s  un poco  ma s c?mpl ic ado . Tomemo s nuevament e un 

e l emento 6 E U O . S i  s e  cons idera en ( L"" ( n) ) c a r dW l a  norma 

I I ( fa ) 1 I = �!� l i fa " Loo ( n ) la apl icac i6n Z : L; Un � ( Loo (n ) )  ca rdW 

d e f in ida por Z ( f ) = ( Daf ) a cons erva l a s  norma s . Pod emo s enco n 

t r a r  entonc e s , apl icando e l  t eor ema d e  Hahn - Banach , una forma 

) 
) 
) 

) 
) 
) 
) 
) 
) 
'; 
) 
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l ineal  y cont inua � sobr e ( Loo ( � ) ) c a r dW de  manera que su no rma 

co inc ida con 1 1 6 1 1 ( L; ( � ) ) ' Y qu e < f , 6 >  « Daf ) , � > para todo 

f E L� ( � ) . Entonc e s  l a s  apl icac iones  � ° j a (para cada a E W 

j e s  la  corre spond i ent e inyec c i6n  de  Loo (� ) en ( Loo (� ) ) c a r dW ) a 
e s t an en ( Loo (� ) ) , y verifican que I I � ° j a i l ( Loo ( � ) ) , ..; 1 .  En v ir tud 

d e l  t eo r ema de  G el ' fand - Stone  (ver , po r ej emplo , [ 5 ]  , p . 4 4 5 )  

ex i st e un espac io topo l o g ico compacto  T y una i sometr ia  u d e  

Loo ( � )  s o b r e  el  espac io d e  Banach  C ( T )  ( e spacio  de  l a s  func io 

n e s  compl ej as cont inua s sobr e T con  l a  norma sup ) . S i  ut il i z a 

mo s ahora  el  t eo r ema d e  r epr e s entac ion de  Ri e s z  ha l l amo s med i 

das  d e  Bor el compl ej a s  r e gu lares  sobr e T � a ' a E W , tal es  

qu e para  todo f E L
oo

( � )  se  ver if ica 

< f , � o j > = f u ( f ) d� a T a 

y tal e s  qu e su var iac ion total  e s  ..; 1 .  Obt en emo s a s i  una repr� 

s entac i6n de  6 

m 
Sea  entonc es  s I f . ® e .  un el emento de  Lw

oo
( � )  ® E .  S i  e ' E V o  

1 1 1 
t enemo s 

m m 
I I < f . , 6 > < e . , e ' > 1  

1 1 1 I I  < e i , e ' >  I 

I I aEW  

.;;;: I a EW 

.;;;: I aEW  

1 a EW 

f <I u (Daf . ) e . , e ' > d� I 
T I l 1 a 

f II I u (Daf . ) e . 1 1  d I � I 
T I l 1 a 

m 

..; 

..; I 
a EW 

I max 
a E W 

sup e s  I I I Daf .  ( x )  e . 1 1  ..;; cardW X E �  1 1 1 

f I <I u ( Daf . ) e . , e '> l d l � I 1 1 a T 1 

m 
I I I u ( Daf . ) ( t ) e . 1 I 

1 1 1 

II q ( s )  I I  00 W , 

* 
..; 

.;;;: 

( en el  paso * hemo s ut i l i z ado el  t eo r ema de  l o s  b ipo l ar e s  y e l  

c aract er i somet r i co de  u) . Var iando e '  en V o y 6 e n  U o  l l ega -
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mo s a la d e s {gua ldad 

Esto compl eta  l a  d emo s trac i6n del t eor ema . c . q . d . 

COROLARI O .  S ean n , E , W  y p como en e l  t eo r ema 1 .  S i  ad ema s E 

e s  nucl ear , s e  t i ene 

1 .  L� cn )  �E E. es un subespac io de  L�cn , E ) s i  p 

y E e s  un e spac io de  Fr echet . 

6 5 1  1 < P 0;;;00 

2 . Supongamo s que n = Rn . S i  1 < P < 00 Y E e s  un e spac io d e  

Fr echet 6 s i  p = 1 y W e s  un 1nt erval o  ( e s  dec 1r , ex 1 s t e  un 
C E j ) de Nn tal  que W = { Caj ) E if : o  .;;; aj .;;; Ej para j � 1 ,  • • .  , n} 
6 s i  p = 00 ,  W e s  un 1nt ervalo  y E e s  un e spac 10 de  Fr echet , en 

tonc e s  L� C Rn , E ) cont i ene  una cop1a  de LP CO , 1 )  �E E .  
PRUEBA . HI  punto 1 s e  s igue d 1rectamen t e  d e  l a  nuc l ear idad de  

E ,  d e  la  compl et itud de  L� cn , E )  y del  t eo r ema 2 .  El  punto 2 se  

s igue de  1 y d e  lo s t eo r ema s B y e  de  [ 1 3 ] . c . q . d .  

n C 00 TEOREMA 3 .  1 .  S e a  n un a b i e r t o  de R ,  E i ) i= l un a s uc e s i o n  d e  

e sp a c i o s de  Fr e c h e t ,  W un s u bc o n j un to  fin i to n o  v a c £ o  de Nn 

t a Z  q u e  s i  C a . )  E W e n t o n c e s  C S . ) E W cuando 0 .;;; S . .;;; a .  p a ra J J J J 
j = 1 , 2 , . . .  , n ,  y p E [ 1 , 00 ]  • En t o n  c e s s e t i e  n e 

00 00 
LwP Cn , n E . ) � n LwP c n , E . ) . i= l  1 i= l  1 

2 .  S e a  n u n  a b i e r to de  Rn, E un Fr e c h e t  nuc Z e a r  y W c o m o  e n  e Z  

) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
') 
') 

) 
) 
) 

) 
) 

p u n t o  1 . En t o nc e s  L� c n , E ) e s  t o p o l o g i c am e n t e  i s o mo r fo a u n  s�b ) 

e sp a c i o  c e rra do de C! 2 )
N 

p e ro ,  e n  g e n e ra l ,  L� cn , E ) n o  e s  t o p o - ) 

l o g i cam e n t e i s omo rfo a C! 2 ) N y tamp o c o  e s  t o p o l o g i c am e n t e  i s o -

b � d d 
( o 2 )

N . 
morfo a u n  s u  e sp a d i o  comp � em e n ta 0 e , 

) 
) 
) 

\ 
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3 .  Si E e s un e sp a a i o  t o p o Z 6g i a ame n t e  i s omorfo a CN y 
W e s  a o  -

mo en e Z  punto  1 ,  s e  t i e n e  

( i )  L� (Rn , E ) "'" ( L P ( O , l ) ) N s i  1 < p < 00 , 

( i i )  L� ( Rn , E )  "'" ( L 1 ( O , 1 ) ) N s i  y s o Z o  s i  W e s  un i n t e r v a Z o , 

( i i i )  L= ( Rn , E ) "'" ( Loo ( O , l ) ) N s i  
y 

s O Z o  s i  W e s  un in t e r v a Zo . 

00 
PRUEBA . 1 .  Pongamo s E = i�l 

E i Y para cada i s ea pr i l a  proyec 

c i6n de  E sobr e E i . E s  fac il  comprobar que 1 a  apl icac i6n 

f - - - - - + (pr . o f ) ':' 
l. l.= 1 

esta  b ien defin ida y e s  l ineal , inyect iva y cont inua . Demo s tre  

mo s que e s  sobreyec t iva . S i  para cada i ( 1 I . l I i j
) �

= l e s  una suc e 

s i6n crec i ent e d e  s em inorma s que def inen la topo l o g la de  E i en 

tonces  l a s  s em inorma s 

N 1 , 2 ,  . . .  , 

generan la  topo l o g la d e  E .  S ea ( f i ) := l un el emento de  
00 

i�l L� ( n , E i ) ' Pongamo s f (x )  = ( f i (x ) ) := l para x E n .  Veamo s 

que f def ine  un el emento d e  L� (n , E ) .  S i  z E E ' ex i s t en ( [ 8 ] , 

p . 2 8 4 )  un ent ero po s it iv� k y el emento s z . E E ! , i = 1 , 2 , . . .  , k , 
k l. l. 

d e  manera que « e l.. ) oo
l ' z > = I < e . , z . >  , ( e l.. ) oo

l E E ,  por e l l a  
k i= 1 l. l. 

Z 0 f = I z . 0 f .  y z 0 f e s  med ibl e ;  ademas , s i  para i = 1 , 2 ,  . . .  , 
i= l l. l. 

Al.' e s  un subconj unto  d e  n d e  med ida cero t a l  que f . ( n \ A . ) e s  l. l.. 
00 

s eparab l e  entonc e s  f ( n \  U A . ) e s  s eparabl e .  Apl icando entonc es  1 l. 

el  t eorema de med ib i l idad d e  Pett i s  f r e sulta s er med ibl e .  

Como 

( I  I I f (x) I I PN dx)
l / p .s;;; I ( I  I I f . (x ) II � . dx )

l / p < 00 , N = 1 , 2 ,  . . .  , 
n i , j = 1 n l. l.J 
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f e s t a  en LP cn , E ) ( s i  p = 00 s e  hac en las  mod if icac iones  usua 

l e s ) . Pongamo s aho ra , para a E W , 

x E n 

segun 10  que acabamo s de  ver cada g E LP c n , E ) y como a 

<p E V (n) , 

r e sulta  que f E L� c n , E ) . Ev ident ement e Jf  = ( f i ) := l y l a  apl i 

cac ion J e s  sobreyect iva . F inalment e J e s  un i somo r f i smo topo 

l o g ico en v irtud del  t eor ema d e  la  apl icac ion ab iert a . 

2 N 
2 .  E e s  topo l o g ic ament e i somo rfo a un subespac io de  Cl ) 

(ver , por ej empl o , [ 1 4 ]  , p . 1 0 3 ) . Por t anto , en v i r tud del  t eor� 

ma 1 ,  L� c n , E ) e s  topo l o g i cament e i somorfo a un sub e spac io de  

L� c n ,(l 2 )
N) .  Ten iendo en  cuenta  el  punto y que e l  e s pac io 

2 2 2 N . Lw C � , l  ) e s  un H i l bert s eparabl e ,  vemo s que Cl ) cont l ene  

una cop ia de L� c n , E ) . Supongamo s ahora que E e s  de  d imen s ion 

inf in ita  y no cont iene n inguna cop ia  de  eN . En v ir tud de  un 

t eorema de Bes saga - Pe l c z yn s k i  ( [ 3 ] ) E admit e entonc e s  una nor -

ma cont inua , por tanto t amb i en L� C � , E ) admite  una norma cont i 

nua y no puede s er topo 1 6 g icament e i somorfo a Cl 2 )
N

. Adema s , 
2 

Lw Cn , E ) no puede s er topo 1 6 g icamen t e  i somorfo a un sub e spac io 

compl ement ado de  Cl 2 )
N 

pue s , en caso  contrar io , ex i s t ir ia un 

subespac io c errado G de  Cl 2 )
N 

de manera que L� (n , E ) � Cl 2 )
N

/ G  

1 0  cual impl icar ia , en v irtud d e  un r e sultado d e  B el l enot - Du -

2 b insky C [ 2 ]  , prop . 3 ,  p . 5 9 0 ) , que Lw Cn , E )  fuera un e spac io d e  

Banach .  Entonc e s  t amb i en E s er fa de  Banach 1 0  que contradiria  

l a  el ecc i6n d e  E .  

) 
) 

) 
) 

) 

) 
) 

) 
) 
) 
) 

) 

) 

) 
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S i  e l  e spac io E cont i en e  copias  de  eN y L� ( n , E ) e s  topo l o g ic a -
2 N 

ment e i somo rfo a un subespac io compl ement ado de ( I ) podemo s 

conclu ir , apl icando un r e sul t ado de  Metafun e - Mo s cat el l i  ( [ 1 0 ] ), 

2 2 N 
qu e n e c e s ar iament e Lw (n , E )  � ( I  ) . 

3 .  ( i ) s e  d educe  d e  1 y del  t eo r ema e de  [ 1 3 ] . Pro bemo s ( i i ) : 

S i  W e s  un int erva lo entonc e s  L� ( Rn , E ) � ( L 1 ( 0 , 1 ) )
N 

en v irtud 

de  1 y del  t eorema B de [ 1 3 ] . Supongamo s ahora  que se t enga e l  

i somo r f i smo topo l o g ico  

Entonc e s  el  e spac io d e  Banach L� ( Rn ) e s  topo l o g i cament e i somo r 

fo a un sub e spacio  compl ement ado de  ( L 1 ( 0 , 1 ) )
N 

. Apl ic ando el  

l ema d e  [4 ]  vemo s qu e L� ( Rn ) r e su l t a  s er topo l og icament e i s o 

mor fo a un sube spac io compl ementado de un producto finito  de  

co p ia s  de  L 1 ( 0 , 1 ) . Pue sto  que L 1 ( 0 , 1 ) x L 1 ( O , 1 )  � L 1 ( 0 , 1 )  o bt e 

nemo s que L� ( Rn ) e s  t opo l o g icament e i somor fo
·
a un sub e spac io 

compl ementado de  L l ( 0 , 1 )  p ero entonce s ,  apl icando nuevament e 

el  t eo r ema B de  [ 1 3 ] , W debe s er un int erval o .  La prueba de  

( i i i )  es  ana l o ga a l a  de  ( i i ) y l a  omit imo s . c . q . d .  
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