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FUNCIONES CON CONDICIONES SOBRE SU OSCILACION MEDIA,
DISTRIBUCION Y CONTINUIDAD

HUGO AIMAR

El problema de la relacién entre continuidad Hélder puntual y estimaciones de valor
medio integral para funciones en el espacio euclideo n-dimensional, aparece a principios
de la década de los sesenta, en conexién con el estudio de soluciones débiles de ecuaciones
elipticas con coeficientes con poca regularidad.

Los propésitos de este trabajo son: mostrar cdémo puede plantearse un programa
ahdlogo al eliptico en un contexto més general que contenga también el caso parabohco
y resolver algunos de los problemas que lo constituyen.

Las referencias siguientes definen una linea bésica con origen en problemas elipticos:
J. Moser (1961); F. John y L. Nirenberg (1961);S. Campanato (1963); G. Meyers (1964);
S. Spanne (1965); B. Muckenhoupt y R. Wheeden (1976); A. P. Calderén en U. Neri
(1977); N. Burger (1978); R. Madas y C. Segovia (1979). ‘

El siguiente resultado estd contenido en el trabajo “ Rearrangement and conti-
nuity properties of BMO(¢) functions on spaces of homogeneous type” que aparecera
préximamente en “Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa”. Si ¢ : R* — R*
satisface ¢(2r) < C¢(r) y f es una funcién localmente integrable en el espacio de tipo
homogéneo (X,d, ), se dice que f € BMO(¢) si y sélo si la desigualdad
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es valida para toda d-bola B en X. Aqui »(B) denota el radio de B y’
ma(f) = u(B)™ [ 1 du
B

Si B es una bola, B es la bola concéntrica con B y radio 2K veces el radio de B (K es
la constante triangular de d) y ¥5(t) es la reordenada decreciente de |f — mz(f)| sobre B.
El principal resultado, del que se sigue la equivalencia entre Lipschitz puntual e integral
es el siguiente

Teorema 1: € BMO(¢) i y sdlo si existen constantes positivas a,8 y v tales que
para toda bola B = B(z,r) la desigualdad

o) <5 [ Q) 4,
xlsatmyls &

vale para cada t € (0,v4(B)).

En 1964 y 1967, J. Moser introduce condiciones de tipo BMO parabélico que no sélo
implican un cambio de geometria en el espacio, sino que agregan un retardo temporal a
la condicién de oscilacién media. En 1985, E. Fabes y N. Garéfalo extienden el método
de A. P. Calderén para obtener un lema de tipo John-Nirenberg para logaritmos de solu-
ciones de ecuaciones parabdlicas. Un enfoque unificado de los espacios BMO parabélicos
y elipticos en lo referente a distribuciones y continuidad aparece en [A1l] en 1988 en el



contexto de espacios de tipo homogéneo, con la introduccién de retardos temporales
generales que contienen como casos particulares aquellas dos situaciones y otras nuevas.
Cabe mencionar en este punto la estrecha relacién de estos problemas con los proble-
mas de pesos laterales y maximales laterales que es objeto de intensas investigaciones
y que ha sido el motivo de varias conferencias en esta X Escuela Latinoamericana de
Matemaética (ver A. de la Torre y F. Martin Reyes). Antes de introducir los problemas
y resultados de aquel articulo y otros nuevos, probaremos el siguiente lema que sugiere
la forma de los espacios BMO generales y cuya demostracién sigue la linea de Moser

(1961).

Sea (X, dp) un espacio de tipo homogéneo, B la clase de todas las d-bolas cn X y h
una funcién de B en R*. Una funcién

v: X xIR— IR

estd en BMOP (parabdlico) en X x IR si y sélo si existe una constante C tal que para
cada B € B existe una funcién V(t) = Vg(t) de clase C!(RR) tal que

WEBYG + =57 [ et - VO Paute) < C.
Dada BeB y t€ R, llamamos ¢, =t — 3h(B),t =t+ 3h(B),ts =t — 3h(B),R* = B x (t1,t2) ¥

R~ = B x (t3,t;). Denotamos con A la medida de Lebesgue unidimensional.

Lema 1: Si v e BMOP en X x IR, entonces existe C tal que VBe By vVt€e R 3V € R
que satisface las desigualdades
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Demostracion: Sean z, € X,r > 0y t IR fijos. Sea By = B(zo,7),.R{ y R; como
arriba. Notemos en primer lugar que h(B,)%4 < C'y, por lo tanto

V- V1 = V(t) (tl) < — ( - tl) S C.

h()

Para s > 3C definimos B,(t) = {z € By : v(z,t) — Vi > s}. Para cada z € B,(t) tenemos que

vz, )=V >s+Vi—-V>s—c>2>0,

de donde se sigue que

Bs(t)C{z€Bo:v-V>s+V-V}.

Usando nuevamente la condicién BMOP, se obtiene
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0, lo que es lo mismo,
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Integrando entre ¢, y ¢, tenemos
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Con la informacién obtenida podemos calcular ahora el promedio sobre RF de la siguiente
forma
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< Gl x N(RY).
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Un argumento similar prueba la segunda desigualdad de la tesis. #

Mencionemos que diferentes estructuras de espacio de tipo homogéneo X y difer-
entes funciones h aparecen naturalmente en problemas parabdlicos con parte eliptica
degenerada.

Con el objeto de contemplar simultdneamente las 51tuac1ones ellptlcas y parabdlicas,
en [A1] se introduce la nocién de retardo en un espacio de tipo homogéneo. Si (Y,6,v) es
un espacio de tipo homogéneo y B es la familia de las 6-bolas en Y, un retardo es una
funcién

T:B— B

tal que 6 (centro de T(B), centro de B) < C radio dé B y radio de T(B) ~ radio de B.

Se dice que una funcién real f localmente integrable sobre Y esta en el espacio
BMO(T,h) siy sélo si existe un constante N(f) tal que para cada B € B existe Cp tal que

1
o5 /B h(f — Ca)dv < N(f)
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La funcién h satisface: h(t) = 0 si t < 0, h es creciente, h(t + s) < h(t) + h(s) y e~*®) ¢
L'(0,00)Ve > 0.

El siguiente Lema de tipo John-Nirenberg es el principal resultado que luego puede
aplicarse para probar condiciones de tipo A, laterales para potencias de soluciones de
los operadores diferenciales.

Teorema 2: Si T es un retardo en la bola B(z;,R;), entonces existen constantes n,a
y b positivas y finitas tales que la desigualdad

v{z € B(z1,7, Ba) : [f() = Caier,ml* > A} < a¢™ V6D u(B(e1, 1m1))
vale para todo ).
La demostracién es, una vez mas, una combinacién de los lemas de cubrimiento y
la técnica de A. P. Calderdn.
Si en el miembro derecho de la desigualdad que define BMOP se consideran funciones
¢ del radio de B, un andlogo del Lema 1 es vilido con ¢(r) en el miembro derecho de

las desigualdades. El estudio de tales funciones, su distribucién y regularidad seré el
objeto de un trabajo en preparacién.
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