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En una serie de trabajos ([8], [9], [10] y [11]) D. Leung estudia, 

en una variedad r iemanni ana , las subvaried&des obtenidas como conjuntos 

de puntos fijos de isometrias involutivas y las llama reflexivas. En 

[9] da una caracterizacion de las mismas, para espacios simetricos M, 

en terminos del algebra de Lie del grupo de isometrias de M. 

El principal objetivo de este trabajo es caracterizar las 

subvariedades que son conjuntos de puntos fijos de automorfismos 

involutivos en espacios k-simetricos y que llamamos V-reflexivas. 

Una abWldante cantidad de ejemplos de estas subvariedades aparecen 

naturalmente. En [3], J. jimenez clasifica los espacios 4-simetricos 

simplemente conexos y compactos. Geometricamente, estos espacios se 

fibran sobre espacios simetricos con fibras totalmente geodesicas. Surge 

de su construccion que dichas fibras son subvariedades V-reflexi vas. 

Vale la pena notar que esta construccion se aplica a las variedades de 

bandera genera li zadas y asi [4] y [5] suministran una importante 

cantidad de ejemplos de subvariedades V-reflexivas. 

Presentamos este trabajo dividido en 4 secciones. En § 1 destacamos 

resultados conocidos en espacios k-simetricos y que usamos en el 

desarrollo. La seccion § 2 contiene el resultado mas importante (teorema 

2.2) el cual da una caracterizacion, para M espacio k-simetrico y 

simplemente conexo, de las subvariedades V-reflexivas que involucra 

esencialmente el algebra de Lie del grupo de automorfismos de M . En § 3 
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extendemos el resultado anterior a situaciones donde el espacio 

k-simetrico no es simplemente conexo. Finalmente en § 4 damos relaciones 

entre subvariedades reflexivas y V-reflexivas en espacios k-simetricos 

M = G/R (G grupo de isometrias de M y K grupo de isotropia en el 

punto a de M') donde la descomposici6n q = k ® m dada en (1.3) es, 

como ocurre en los espacios simetricos, naturalmente reductiva. 

Los resultados de este articulo son parte del trabajo de tesis 

doctoral realizado bajo la direcci6n del Dr. Cristian Sanchez, a quien 

quiero agradecer muy sinceramente. 

§ 1. PRELIMINARES. 

Un espacio k-simetrico es una variedad riemanniana conexa M tal que 

para cada p en M 

il s tiene orden 
P 

iil P es un punto 

iii) -1 s s s p q p 

existe una isometria s 
p 

k , para todo p en M 

fijo aislado de s , p 

para todo s s (q) p, q 
p 

que satisface: 

, 

en M 

Una familia de isometrias satisfaciendo il, iil Y iiil es llamada una 

s-estructura regular de orden k en M. 

En un espacio k-simetrico existe un tensor S de tipo 1-1 y una 

conexi6n llamada conexi6n can6nica, asociados ambos a la 

s-estructura y relacionados por US = 0 Ellos estan definidos por 

(SX) = s I X p p *p p v = V - D donde es la conexi6n de Levi-Civita 

y D(X,Y) = (V(I_S)-l X S) 

Es bien conocido (ver [6] y [2]) que: 

1.1. Si I(M) es el grupo de isometrias de M, entonces la clausura 

en I(M) del grupo generado por ~s : p e M~ p 
actua transi ti va y 
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diferenciablemente sobre M. 

1.2. El' grupo de automorfismos de M Aut(M) p es 

difeomorfismo ~-afin de M y pSp = sp(p)p , para todo p en M~ es un 
o 

grupo de Lie N2 y transitivo de transformacionesde M; asi Aut(M) 
o 

actua transitivamente sobre M (H denota la componente conexa de la 

identidad del grupo de Lie H) . 
o 

1.3. Si G = Aut(M) y a 'estaen M, el espacio homogeneo 

es reductiv~ respecto a la descomposici6n 

M '" GIG a 

(esto es, 

Ad(g) (m) c m para g 

m = Im(id - ~I ) *e ' 

en K = Ga ) donde k = ~(K) = Ker (id - ~I*e) , 

-1 
es el automorflsmo de G dado por ~(g) = sagsa 

Y ~(H) denota el algebra de Lie de H . Ademas ~ es completa y 

coincide con la conex16n can6nica del espacio homogeneo reductivo G/Ga . 

, -1 
El grupo de transvecciones Tr(M) , generado por s s ,x,y en M, x y 

1.4. 

es un subgrupo de Lie conexo y normal en Aut(M). Ademas, es transitivo 

sobre M. 

Recordemos que una subvariedad N de M es ~-autoparalela si para 

cada curva r: [0,1] ~ N y X e Tr(O)N , la ~-traslaci6n paralela de 

X a 10 largo de r es un vector tangente aN. 

§ 2. SUBVARIEDADES ~-REFLEXIVAS. CARACTERIZACION. 

Sea M un espacio k-simetrico. En esta secci6n consideramos 

subvariedades de M que coinciden con la componente conexa del conjunto 

de puntos fijos de un automorfismo involutivo de M (ver (1.2)) y por su 

similitud con las subvariedades reflexivas introducidas por Leung (ver 

[9]), las llamaremos subvariedades ~-reflexivas. Estas subvariedades 

resultan subvariedades cerradas y ~-autoparalelas (ver [7]). 

Las hojas de la conocida fibraci6n de Hopf Sl ~ S5 ~ Cp2 son 
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ejemplos de subvariedades V-reflexivas. En efecto, consideremos en 55 

la s-estructura regular de orden 4 (ver [6]) dada por: 

(2.ll 5i p = (O,O,ll , s(z,z,z) = (22 ,-21 ,Z) y si q g(p) 
p 1 2 3 

E 5U(3) entonces 
-1 

con g s = gspg q 

Es facil verificar que N = (F(s2, 55) ) es la hoja que pasa por 
q q q 

q (F(p,M))a denota la componente conexa de a del conjunto de 

puntos fijos del automorfismo p de M). 

En (2.2) daremos una caracterizaci6n, cuando M es simplemente 

conexa, de subvariedades de M V-reflectivas en terminos del algebra de 
o 

Lie de G = Aut(M) . Por la transitividad de la acci6n de G sobre M, es 

suficiente caracterizar las subvariedades V-reflexivas que pasan por a, 

para a fijo en M 

Conservaremos la notaci6n de § 1. Ademas, denotaremos por [X,Yl m a 

la m-componente de [X, Yl . 

Teorema 2.2. Sea (M J s L ) un espacio k-simetrico simp1emente , ") xfx E M 

conexo y N una subvariedad conexa y cerrada de M que pasa por a EM. 

Entonces: N es V-ref1exiva si y s610 si N es V-autopara1e1a y existe 

un comp1emento l de n == T N a en m == TaM que satisface: 

1) n y l son S s I -invariantes, a a *a 

ii) [n,nl m en, [n,llm c l , [l,llm en, 

iii) [ tn, nl A:' nl en, [[n,llA:,ll en 

[ [n,nlA:,ll c l , [ [l,llA:,nl c n 

[ tn, II A:' nl c l , [ [l, II A:' II c l 

Demostraci6n. Veremos en primer lugar que estas condiciones son 

suficientes para que N sea V-reflexiva. Como m = n ® l podemos definir 

el isomorfismo lineal ~ en m por ~In= id y ~Il= -id . 
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Los tensores torsi6n y curvatura de la conexi6n can6nica V de M 

estan dados por: T (X,Y) -[X,Y] , R (X,Y)Z = -[[X'Y]A:'Z] para 
a m a 

X,Y,Z e m (ver (1.3)). De (ii ) y (iii ) resultan T Y R 
a a 

I/>-invariantes. 

Sea v = ~Vl V ~ c m y 'Iv : [O,q] ~M la V-geodesica 
q 

quebrada asociada a v con 'Iv (0) = 

V-traslaci6n paraleia a 10 largo de 

a (ver [13] ) . 

desde '1 (0) v a 

Sean 1: la 
v 

I/>v = 

= ~I/>Vl , ... ,I/>Vq~ y I/>v el isomorfismo lineal de sobre 

T M dado I/>v 
~ ~-1 

por = 1: 1/>1: 
'1l/>v(q) I/>v v Como T Y R son V-paralelos, I/>v 

preserva T '1v (q) y R '1v (q) Siendo M simplemente conexa, como 

consecuencia del teorema de Cartan-Ambrose-Hicks ([13]), se obtiene que 

p('1v (q) ) = '1l/>v(q) es el difeomorfismo V-afin de M que satisface 

pea) = a , pI-a = I/> y pl-'1 (q) = I/>v . 
v 

Sea x en M y v = ~Vl V ~ c. m tal que la V-geodesica 
q 

quebrada asociada a v una a con x Como pI-x = I/>v' I/> y S a 

conmutan (ver (i)) y S es V-paralelo, es inmediato que (psx) I-x = 

2 
Y P id . 

Para finaliz3r la demostraci6n de la condici6n suficiente, 

consideremos la subvariedad cerrada F = (F(p,M)) de M y veamos que 
a 

F = N . Como n =TaF , basta probar que N c F . Esto resulta de 

observar que si 

tal que '1 c N v 

x eN a a 

y v en. 

Probaremos ahora la reciproca. Sea N = (F(p,M))a donde p es un 

automorfismo involutivo de M. La funci6n p de Aut(M) dada por 

p(h) = php-l define un automorflsmo del grupo de Lie G y por 10 tanto, 

p I-e es un automorfismo de algebra de Lie q, Si q, = A: ® m es la 

descomposici6n reductiva dada en (1.3), es faci! ver que A: y m son 
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pi -invariantes. Como *e (pl*e)lm *' id (con la identificaci6n natural, 

) y 
~2 

P id , si es el autoespacio de 

correspondiente al autovalor j = ± 1 , resulta m1 = n . Eligiendo £ = 

m_ 1 se concluye facilmente la demostraci6n. -

§ 3. SUBVARIEDADES LOCALMENTE ~-REFLEXIVAS EN ESPACIOS k-SIMETRICOS. 

Sea (M, {sx~x E M) un espacio k-simetrico. 

Definicion 3.1. Una subvariedad N de M es localmente ~-reflexiva si 

para cada p en N existen entornos a.biertos de p , A P Y B en N 
p 

Y M respectivamente y un automorfismo involutivo p de B , tales 
p 

que A = (F(p,B )) (Entendemos por automorfismo de B a un 
p p p 

difeomorfismo ~-afin p 

abierto de x, x en B ) 
P 

de B 
p 

tal que 

p 

en un entorno 

Todo subconjunto abierto de una subvariedad ~-reflexiva es una 

subvariedad localmemte ~-reflexiva. 

Nuestro objetivo es encontrar, cuando M no es simplemente conexa, 

subvariedades N de M que puedan ser levantadas localmente a 

subconjuntos abiertos de subvariedades N del cubrimiento universal M 

de M, de modo que N sea localmente ~-reflexiva si y s610 si N es 

~-reflexiva (ver (3.6) y (3.7)). 

Asumimos en esta seccion que toda var.iedad y subvar iedad satisface 

el segundo axioma de numerabilidad (N ). 
2 

Definicion 3.2. Una subvariedad conexa N de M es localmente del tipo 

* si satisface las siguientes cor~iclones: 

il Para cada p en N , existe un entorno abierto U de p en N 
p 

tal 
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ii) Para cada . p, q en N y cada g en Tr(M) tal que g(p) = q , 

ex1ste un entorno abierto U de p en N 
p 

una 1sometria. (1) 

tal que g: U ~ g(U ) c N 
p P 

es 

Diremos que N es de t1po • s1 los entornos que aparecen en (i) y 

(ii) pueden ser reemplazados par N. 

Es irunedla to que si Q es (localmente) de tipo • , ~ s : p e Q ~ 
p 

induce una s-estructura regular (local) de orden j , 2 :S j :S k . 

Un ejemplo de una subvariedad de tipo • esta dado por 55 con la 

s-estructura regular definida en (2.1). Como e 5U(3) para g 

en 5U(3), resulta que Tr(M) c 5U(3) . Es facil ver que 51 = ~(O,O,u)~ C 

C 55 es de tipo • y por 10 tanto, todo subconjunto abierto de 51 es 

localmente de tipo • . Veremos en (3.3) que tambien vale la reciproca. 

Lema 3.3. Sea Q una subvariedad de M localmente de tipo • . 

Entonces ex.iste una iinica subvariedad N de M, de tipo • , tal que 

dim N = dim Q y Q es una subvar1edad abierta de N. 

Demostraci6n. Notemos que: 

(3.4) Q es V-autoparalela y por 10 tanto VIQ es una conexi6n en Q. 

asociada a la 

s-estructura de Q inducida por M, ·entonces: 

(3.5) VQ = VIQ 

Las pruebas de (3.4) y (3.5) son analogas a las de IV.2 y IV.3 de 

[6] . (3.5) implica que induce una conexi6n completa en una 

(ll Nolemos que N en general no es subvarledad regular de M. 
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subvariedad de tipo • 

Fijemos a en Q y sea W = TaQ . Notemos que W es invariante por 

la representaci6n lineal isotr6pica de (Tr(M))a en TaM. Este hecho 

nos permite definir la siguiente distribuci6n a en M: 

si x eM, a x 

donde g e Tr(M) 

gl·aw 

es tal que g(a) = x 

Observando que a es Tr(M)-invariante y W es T -invariante, 
a 

podemos pro bar , como en IV. 5 de [6], que es .una distribuci6n 

diferenciable e involutiva. Sea N la subvariedad integral conexa 

maximal de a que pasa por a Mostraremos ahora que N es la 

subvariedad deseada. Para verificar que es de tipo • , veremos que 

es una isometria de N cuando peN (la otra condici6n se 

prueba en forma analoga). Para esto es suficiente probar que s (N) c N 
p 

(ver [12]). Si peN y a es una curva diferenciable a trozos con 

a(O) p y 

~ ( t ) e a{3 ( t ) 

entoncEo:s 

veremos que 

Consideremos ht en Tr(M) 

-1 
S hts e Tr(M) 

p P y 

B(t) = s aCt) satisface 
p 

tal que ht(p) aCt) 

(3(t) Como W es 

sal.a-invariante y la s-estructura es regular, ap es s I -invariante p .p 

y en consecuencia = (ItS ) I a = (s ht ) I a = s I a (t) . p .p p p .p p p.p a 

Luego, ~ (t) e a{3(t) . 

Es inmediato que Q es una subvariedad integral de a, por 10 

tanto Q c N y Q es una subvariedad de N (ver [12]). Como TaQ = 

TaN Q es una subvariedad abierta de N 

La unici.dad sigue de (3.4) y (3.5). En efecto, si N 
1 

es otra 

subvariedad que satisface las condiciones, V induce conexiones completas 

en N y N 
1 

Como T N = TN, usando argumentos can6nicos podemos a a 1 

concluir que los conjuntos N y N 
1 

son iguales. De [12] resulta que 

N Y N 
1 

coinciden como subvariedades. _ 
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Veremos en (3.6) que si Q es una subvariedad de M localmente de 

tipo • , podemos considerar a Q (localmente) como un abierto de una 

subvariedad de tipo • de un espacio k-simetrico simplemente conexo. 

Sea M el cubrimiento universal de M y deriotemos por n a la 

funci6n de cubrimiento. Siendo M una variedad riemanniana analitica 

completa (ver [6]) result a que M, con la s-estructura y la metrica 

inducidas naturalmente, hereda las mismas propiedades; ademas n es una 

isometria local. Como consecuencia, las simetrias locales s z 

natural mente definidas en M pueden ser extendidas a simetrias 
~ A ~ 

globales, satisfaciendo nsz = sn(z)n . Asi, (M,~sz : z e M~) es un 

espacio k-simetrico. S1 V denota tamb1en su conex16n can6nica, n I. 
preserva el tensor D = V - V y p~r 10 tanto n resulta V-afin. 

Proposicion 3.6. Sea Q una subvariedad de M loca1mente de tipo • y 

sea N 1a subvariedad asociada a Q seglin (3.3). Entonces Q es 

loca1mente isomcHrica y afin (respecto de las conexiones canonicas) 

a una subvariedad N de M , de tipo ., que satisface n(N) = N. 

Demostracion. Sea y W = (n ) T Q . 1 
-1 Como en la 

·z q 
A 

demostraci6n de (3.3), podemos encontrar una subvar1edad N z 
de M, de 

tipo ., tal que T N = W . Sea V un entorno abierto de z z z 

en M tal que n V --+ n(V) V sea un difeomorfismo. Sea U la 

componente conexa en Q de V n Q con q e U·. Entonces U es abierta 

~ 1-1 Em Q y U = (n y) U , con la estructura diferencial llevada de U 

por (nl y)-l, es subvariedad de M. 

Veremos ahora que U es abierto en N z Sea u en U . Por (3.4) y 

(3.5) podemos encontrar veT Q 
q 

tal que la V-geodesica quebrada 

este contenida en U y una n(z) con n(u) . Asi es la 
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1 A 

z con ~-geodesica. quebrada asociada a v = (xl )-vcTN .z z z 
que une 

u . Siendb ~ una conexi6n completa en N z 
resulta u en N z o sea 

U c Nz . Por 10 tanto podemos concluir que U es una subvariedad 

abierta de N (ver la demostraci6n de (3.3)) y que x: U ~ U es una 
z 

isometria y un difeomorfismo afin con respecto a las conexi ones 

can6nicas. 

Ahora veremos que la subvariedad N z 
es independiente del punta q 

en Q . Mas precisamente, si q' esta en Q mostraremos que existe z' en 

Nz tal que Nz ' = Nz . Sea q' otro punta en Q. Si '¥ es una 

~-geodesica quebrada en Q desde q a q' ,su levantamiento con punta 

inicial z es una ~-geodesica quebrada en M y es facil ver que '¥ 

esta contenida en Nz . Asi, obtenemos z' en N z 

Sea g en Tr(M) satisfaciendo g(z) z' y 

A 1 A 

gx = xg Luego ( gxg - ) I. ,T • N = Tq,Q , esto z . z z 

con 10 cual facilmente se concluye 10 deseado. 

tal que x(z') = q' 

g en Tr(M) tal que 

es, xl·z,Tz,Nz = T q,Q 

Sea N = Nz . Como N y N son ~-autoparalelas, ~-completas y 

xl T N .z z TzN , usando argumentos can6nicos es facil concluir que x(N)= 

= N .• 

Ahora probaremos el resultado mas importante de esta secci6n. 

Teorema 3.7. Sea Q una subvariedad de M localmente de tipo • y sea 

N una subvariedad de M dada por (3.6). Entonces Q es localmente 

~-reflexiva si y s610 si N es ~-reflexiva. 

Demostraci6n. Condici6n suficiente: sea (F(p,W)) un entorno abierto 
x 

de x en Q donde W es un entorno abierto de x en M y p es illl 

automorfismo involutivo de W. Usando (3.6) podemos asumir que existe 
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z en N y un automorfismo involutivo p de un abierto W en M tal que 

z e W y A = (F(p, W» z es un entorno abierto de z en N . Como 

es un isomorfismo lineal sobre TzM que preserva 

p 

T z 

es 

y V-arin, ~ I*z 

R Por el z 
teorema de Cartan-Ambrose-Hicks existe un difeomorfisnio 

V-arin f en M tal que f(z) = z y Es irunedia to 

verificar que f extiende a p y f2 = id . Ademas, con los argumentos 

utilizados en la demostraci6n de (2.2) se prueba que f e Aut(M) 
A 

Sea F =. (F(f,M»z . Como A es abierto en F y N, TzF T A z 

T N (las estructuras diferenciales en A inducidas por F y N z 

coinciden); ademas F es v-autoparalela, entonces FeN. Luego F es 

abierto en N . Por ser F cerrado en M resulta F cerrado en N y 

en consecuencia F = N (como subvariedades de M). 

Para probar la condici6n necesaria, notemos que si N es una 

subvariedad de M V-reflexiva, entonces N es una subvariedad regular 

de M. 

Para cada q en Q elegimos z en N (F(p,M»z con x(z) = q y 

consideramos los conjuntos U y V definidos en la prueba de (3.6). Es 
A A 

facil ver que existe un abierto B en M tal queB c V , p(B) = B y 
A 

(F(p,B» = U Y con esto concluir la demostraci6n. _ z 

§ 4. SUBVARIEDADES REFLEXIVAS Y V-REFLEXIVAS. 

En esta secci6n G denotara la componente conexa de la identidad, 

de la clausura en I(M) del grupo generado p~r ~sx: x e M~ . Para G 

tambien vale (1.3), siendo dicha descomposici6n naturalmente reductiva 

eli el caso 2-simetrico. Debido a que en [9], Leung caracteriza las 

subvariedades reflexivas de espacios 2-simetricos, es natural estudiar 

la relaci6n entre las subvariedades reflexivas y las V-refl~xivas en 
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espacios k-simetricos 'M para los cuales la descomposici6n para q, 

dada en (1.3) es naturalmente reductiva. Esto sera nuestro pr6ximo 

objetivo. 

Sea q, k $ m la descomposici6n reductiva de M ~ G/K K G a 

(m coincide con el subespacio m de (1.3». 

Asumimos en esta secci6n que 1a descomposici6n anterior es 

natura1mente reduct iva. Usaremos la identificaci6n natural de m con 

T'M Y manlendremos la notaci6n de las secciones previas. 
a 

Recordemos que un espacio riemanniano homogeneo M '" G/K es 

naturalmente reductivo con respecto a la descomposici6n q, k $ m si 

m es Ad(K)-invariante y <[X,Y] ,Z> + <Y, [X,Z] > = 0 para X,Y,Z em, m m 

donde <,> denota el producto interno en m inducido por la metrica de 

M. 

Denotemos por TX y TX a las V y V-traslaciones paralelas a 

10 largo de la geodesica r(t) = (exp tX).a, X em, desde el punta a 

al punta r(l) (exp denota la exponencial de grupo de Lie). Es conocido 

que en este caso (ver [1]), las V y V-geodesicas coinciden y 

Y exp XI e-D(X,Y) 
TX *a ' 

Como T(X,Y) 2D(Y,X) 

que preserva Ta entonces 

(4.1) 

Proposici6n 4.2. Sea p 

D = V - V 
(ver [1]), si 

l/>e-D(X,y) 

TXY = exp XI*aY . 

I/> es un isomorfismo de m 

e-D (I/>X, I/>Y) y por 10 tanto 

un automorfismo 'invo1utivo de M • Si 

N = (F(p,M»a y t es e1 comp1emento de n en m dado en e1 teorema 

(2.2), entonces 

i) P es V-afin, 

Ii) si t y n son ortogona1es, entonces p es una isometria (y 

por 10 tanto, N es una subvariedad ref1exiva). 
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Demostraci6n. 1) resulta facilmente usando que p es V-arin y 

preserva D (pl. preserva T) . 
Es claro que p es el difeomorfismo V-afin dado por el teorema de 

Cartan-Ambrose-Hicks [13]. Como M es riemannianahomogenea para cada 

y en M existe Y en m tal que ry(t) (exp tV). a es una 

V-geodesica uniendo a con y. Usando (4.1) se prueba que pl.y = 
-1 = ~~y~~y ,con 10 cual se concluye facilmente (ii) .• 

Observaci6n 4.3. Si q. PC Ell m es una descomposicion natural mente 

reductiva de M ~ GIK con K = G y g e G , no es dificil verificar 
a 

que es una descomposicion naturalmente reductiva de GIK 
x 

donde K es la isotropia en x = g(a) y m = Ad(g) m . 
x x 

Como G c I(M) , Ad(p) m c to (M)) para p en I (M) y x en M' . 
x 

Proposici6n 4.4. Sea puna isometr ia 1nvolut 1va de M Y N 

~ (F(p,M»a . S1 Ad(p) mx c mp(x) para cada x en M, entonces: 

i) p es V-afin, 

il) s1 n es un subespacio sal.a-invariante de m, entonces N es 

V-reflex1va. 

Demostraci6n. Como p es V-afin, para probar (i) es suficiente mostrar 

preserva e 1 tensor i}--.---sea--x---en- -M-,---x----err----m- - Y' 1 ( l) 
x 

= (exp tX).x . Entonces, ~(t) = pr(t) = (exp t Ad(p)X).p(x) pues ~ 

es la V-geodesica con ~(O) = p(x) y ~(O) = pl.xX = Ad(p)X e mp(x) 

• Si y es el campo local obtenido de Y e m por V-traslacion paralela 
x - .. . 

a 10 largo de V-geodesicas y Y (t) = Yr(t) , obtenemos que pl.Y (t) = 

(exp t Ad(p)X) I' ()pl Y .p x .x Como consecuencia, • pl.Y (t) es el 

V-trasladado paralelo de p l.xY a 10 largo de ~(t) . Ahora podemos 
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escribir Asi, pi D(X, Y) ·x 

'il I X pl·Y· P .x 

v I pl· Y· + 
p .xX 

Para probar (ii), mostraremos que ps 
x 

Si es el complemento ortogonal de 

(4.5) 

Usando que p es una isometria y (4.1) , 

1: I X p I. 1:~ 1 
~-l 

1: 

pl·aX pl.a 1:x donde X 
p .a a 

para x 

n en m 

podemos escribir 

7(0) e m Y '¥ 

en M. 

es 

pl·x = 
es una 

geodesica uniendo a con x De (4.5) y VS 0 obtenemos que 
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