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NOTA SOBRE LA VIDA Y OBRA DE L. A. SANTALO

A. M. NAVEIRA Y A. REVENTOS

La vida es un destello entre dos eternidades”

1. INTRODUCCION

Despues del fallecimiento del profesor L. A. Santald, acaecido el 22 de noviembre
de 2001, fueron bastantes los mateméaticos conocedores de su obra que pensaron
en lo muy util que podria ser para la comunidad matematica internacional una
recopilacién de sus articulos de investigacién, publicados a lo largo de muchos anos
en revistas muy diversas.

Aprovechando un afio sabético del profesor Naveira nos pusimos manos a la obra
y al cabo de dos anos de trabajo ha aparecido el volumen [S09], que presentado
por el medalla Fields S. Donaldson, recoge sus trabajos mas relevantes asi como
un estudio de la repercusién cientifica de los mismos.

Durante este tiempo hemos podido conocer de primera mano la opinién que
tenian de su vida y obra tanto los miembros de la comunidad cientifica internacional
especializados en la materia, como las diversas instituciones cientificas con las que
él mantuvo relacién.

También hemos considerado que podria ser interesante recordar y plasmar en la
presente memoria algunas vivencias personales que cada uno de nosotros a lo largo
de los anos, y desde nuestra perspectiva, hemos tenido del Profesor Santal6 y que
estaban directamente relacionadas con su labor cientifica, procurando con ello que
su personalidad humana no se pierda con el paso de los anos.

El estudio y anélisis de la obra de L. A. Santal6 nos permitié también compren-
der por qué a Santald, segin algunos analistas, se le considera uno de los grandes
gedmetras del siglo XX, detras de Blaschke, Chern y Hadwiger. Esperamos y desea-
mos que el lector de esta pequena memoria comprenda que se pretenden mostrar la
excepcional importancia que han tenido su vida y obra en la comunidad cientifica
matematica a aquellos que, por diversas circunstancias, no han tenido la oportuni-
dad de tratarle personalmente. Personas como Santalé son las que contribuyen de
verdad al desarrollo cientifico y humano de la sociedad.
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2.  ALCUNOS DATOS BIOGRAFICOS

Durante los anos en que Naveira era estudiante de doctorado en la Universidad
de Santiago, su amigo y maestro Vidal-Abascal le hablaba a menudo con un gran
respeto, carino y admiracién de un matematico espanol afincado en Argentina: Luis
Antonio Santalé Sors. Vidal-Abascal recurria a él con frecuencia para plantearle
cuestiones que se le iban presentando al estudiar algunos de sus articulos. En efecto,
segun él mismo le manifest6 en reiteradas ocasiones, a medida que iba estudiando el
libro de Bieberbach, [B32], en los afios cuarenta, se iba interesando por problemas de
la naciente Geometria Integral; en particular, por la férmula de Steiner en espacios
de curvatura constante, por el estudio de las medidas invariantes en los espacios
homogéneos y de los invariantes integrales. En esta direccién, Vidal-Abascal publica
diversos articulos, (entre otros, [VA 45, 47.1 y 48.1]).""

**En las citas bibliograficas hemos usado la notacién: Inicial del autor, ano, nimero del articulo
en el afio. Asf por ejemplo, [VA 45|, hace referencia al articulo de Vidal-Abascal del afio 1945, y
[S80.1], hace referencia al primer articulo de Santalé del ano 1980.
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Cuando Santalé impartié un curso en la Universidad de Barcelona, en el ano
1985, durante una de sus primeras conversaciones con Reventds, éste le pregunto so-
bre la posibilidad de volver a Cataluna. Santal6 le contesté que su vida estaba en
Argentina, con sus hijos, sus nietos y demds compromisos. Pero un sentimiento de
afioranza se adivinaba en sus palabras. Fue por entonces cuando Santal6 pregunta
a Reventos jqué texto de Geometria Proyectiva recomendaria a sus alumnos? Re-
ventods le contesta: el “Santalé”, y supuso que pensé que era por quedar bien con
él. Sin embargo, la respuesta era verdadera y, ain habiendo pasado mucho tiempo,
los autores de esta memoria siguen pensando lo mismo.

Luis A. Santalé nace en Girona, el 9 de octubre de 1911. Concretamente en el
numero 15 de la plaza de Sant Pere. Es el cuarto hijo de Silvestre Santalé Pavorell y
Consol Sors Llach. Por orden de edad sus tres hermanos mayores son: Neus, Marcel
y Joan y los tres menores Dolors, Xavier y Maria. Hace poco Maria le explicaba a
Reventés que ya de pequeno, y obviamente en plan de broma, le pasaban la mano
por la cabeza para que les inspirara su ciencia, pues era reconocida su capacidad
para los estudios.

Luis Santal6 empieza a estudiar en el “Grupo Escolar”, donde su padre era
maestro. Pasa después al Instituto del que guardé siempre un profundo recuerdo.
Duréan, [D99], comenta una conversacién con Santalé en la que éste recuerda las
practicas de Meteorologia que realizaban en el propio Instituto con el profesor de
Fisica, senor Camps, y en la que también recuerda con agrado a su primer profesor
de Matematicas, Lorenzo Gonzélez Calzada. Coincide, entre otros, con los futuros
grandes historiadores Vicens Vives y Sobrequés Vidal.

A los 16 afios marcha a estudiar a Madrid. Parece que influye en la decisién su
padre, pensando que para doctorarse o hacer oposiciones tendria que ir a Madrid
y que lo mejor era que conociese el entorno. Se aloja en la famosa Residencia de
Estudiantes, en la calle del Pinar, en la que ya habian estado anteriormente su
tio Miquel y su hermano Marcel, que realizé la carrera de Matemdticas. La idea
de Luis Santalé era estudiar Ingenieria de Caminos, pero pronto decide estudiar
también Matematicas. En la Facultad de Matematicas conoce profesores que in-
fluirfan decisivamente en él, principalmente Julio Rey Pastor y Esteve Terradas.
Dos grandes intelectuales. Dos grandes matematicos. Los dos han sido profesores
en Argentina y esto influirfa decisivamente en la vida de Santalé. De hecho Rey
Pastor no fue directamente profesor de Santalé, pero nada maés llegar Rey Pastor a
Madrid fue al Ministerio, acompanado de sus alumnos, para conseguir becas para
ellos, cosa que consiguié inmediatamente.

Compaginando los estudios con el servicio militar obtiene la Licenciatura en
1934. Rey Pastor y Terradas le aconsejan ir a Hamburgo hacia donde parte aquel
mismo ano 1934 con la beca de la Junta de Ampliacién de Estudios que Rey
Pastor habia conseguido para él. Para ello debe renunciar a su trabajo que habia
encontrado como profesor de Instituto. All4 le recibird un conocido de Rey Pastor,
el geémetra Wilhelm Blaschke.

A los autores de esta memoria les impresiona pensar en aquel reducido grupo de
estudiantes de Blaschke, no mas de 10, pero entre ellos jSantalé, Chern, Wu, Varga
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y Petkantschin! Por aquel entonces Blaschke empieza a estudiar las probabilidades
geométricas, iniciando asi lo que él mismo llamaria Geometria Integral. Recoge los
resultados en una serie de articulos denominados y numerados todos ellos como
Integral Geometrie. Los nimeros 4, 5, 7, 15, 31 y 32 son de Santal6. En 1936,
apadrinada por Pedro Pineda, publica su tesis doctoral sobre este tema, [S36.4].
Estando de vacaciones en Madrid empieza la Guerra Civil. Como en tantos otros
casos, unas perspectivas largamente deseadas se quedaban rotas para siempre.

Santalé volvié a Girona y de alli fue destinado a aviaciéon, en el ejército repu-
blicano, concretamente en Los Alcdzares, cerca de Cartagena. De las notas que
toma nacerd su primer libro, [S46.1], y un interés por la aviacién que se plasma
en [S40.2, 42.2 y 45.1]. Pasa otro perfodo de la guerra en la Escuela de Aviacién
Militar de Barcelona, dirigida por Josep Canudas, ya con el grado de capitan. De
alli su unidad se retiraria, pasando brevemente por Girona y Navata, donde estaba
el Estado Mayor republicano, y donde se detuvieron algun tiempo, continuando
después todos ellos su marcha hacia el exilio.

Una de esas casualidades curiosas de la vida, segtin explica Duran en su libro,
[D99], citando al propio Canudas, es que, siendo Consejero Primero de la Generali-
tat el tio de Santald, Miquel Santald, se crearon por decreto (que el mismo firmé en
1933) los Servicios de Aerondutica, aunque dicho servicio no disponia de ningin
avién. Posteriormente, se comprd una avioneta y se encargd al citado Canudas la
direccién de la Escuela por la que pasaria posteriormente el sobrino de Miquel, Luis
A. Santalé. Miquel fue, ademads, maestro y gedgrafo.

Cofundador de Esquerra Republicana de Catalunya, Alcalde de Gerona, Con-
sejero de la Generalitat, Ministro, Diputado, Vicepresidente de la Cortes, Miquel
Santal6 no tuvo més remedio que exilarse. Murié en Méjico. No es de extranar
pues que hoy podamos encontrar en Girona la calle Miquel Santal6 y la calle Luis
Santalo.

Una vez en Francia, Santalé es ingresado en el campo de concentracién de
Argeles. Segtiin Durédn, [D99], Santalé no recuerda cémo escapé de este campo.
Desde Colliure escribe a Rey Pastor y a Blaschke pidiendo ayuda ya que sabe por
su familia que a Girona no puede volver. A pesar de la acogida que le podia dis-
pensar Blaschke, debido a la situacién politica en Alemania, no le parece lo mas
sensato volver a Hamburgo. Pero el propio Blaschke escribe a Elie Cartan, quien
invita inmediatamente a Santalé a impartir unas conferencias en el Instituto Henri
Poincaré de Paris. Una vez alli es detenido y es el propio Cartan quien acude a la
carcel de la Santé para liberarlo. Las conferencias se celebran los dias 25, 28 y 30
de marzo de 1939, en el Anfiteatro Darboux del Instituto Henri Poincaré, situa-
do en la calle Pierre Curie. El tema era, obviamente, la Geometria Integral y las
Probabilidades Geométricas.

Con todo ello también habia contestado a su carta Rey Pastor, envidndole dinero
para el pasaje hacia Argentina. Pero problemas con el visado le impedian marchar.
Segtin Durén, [D99], fue Terradas quien intercedié con un obispo para que le fuese
expedido el correspondiente visado. Finalmente se embarca en Burdeos. El 12 de
octubre de 1939 Santal6 llega a Buenos Aires. Alli lo recibe, en representacién de
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Julio Rey Pastor, Manuel Balanzat, quien posteriormente seria coautor e insepara-
ble amigo suyo, [S55.2] y [S79.2]. Rey Pastor se ocupa de la situacién de Santalé y
le obtiene una plaza en Rosario, provincia de Santa Fe. En aquel momento se crea
el Instituto de Matemaéticas de la Universidad Nacional del Litoral, dirigido por
Beppo Levi, ver [S62], y Santalé es nombrado subdirector. Ejercié ese cargo hasta
1949, ayudando a crear la revista Mathematicae Notae, que actualmente continua
apareciendo.

Veamos como recuerda el propio Santalé estas fechas en su discurso en honor a
Beppo Levi.”™

Fue muy util para mi llegar a Rosario, por varias razones. Primero por Rosario
mismo; la amabilidad con que nos recibieron a los dos [se refiere a Beppo Levi y a
él]. Pero la gente joven, diriamos, particularmente a mg, me acuerdo siempre de la
gente joven que quiso [...] Eduardo Gaspar, Enrique Ferrari ... la gente que habia,
la amistad con que nos trataron, lo bien que se portaron para hacernos la vida
agradable y en el caso mio para restaurar la salud un poco quebrantada y sobre todo
la depresion moral de una derrota y de haber tenido que ver cdmo el Mundo, en
cierto modo, se desinteresaba de problemas tan graves como lo que habia ocurrido
en Espana. Que ahora me lo explico, pero en aquella época nos sentiamos un poco
abandonados de todo el mundo, tirados en un campo de concentracion de Francia.

Llegar a la Argentina, poder ir a comprar lo que uno queria con precios irrisorios
en aquella época, la Argentina del atio 40, fue realmente algo que sirvié mucho para
levantar el espiritu para ir restanando las heridas, anadido a esto que conoci alli a
mi esposa hizo que efectivamente fue para mi la salvacion. Por esto estoy agradecido
a Argentina y a Rosario.

Estamos ya en Rosario, squé hace Beppo Levi? Ya lo contd un poco Castagnino
también, tenia que poner en marcha el Instituto. Pero el Instituto [...] También una
vision muy clara de la gente de aquella época de Rosario de la Universidad. No se
trata, se ha dicho muchas veces y Houssay lo ha repetido muchas otras, de decir:
“se quiere crear un Instituto, formemos un local, a lo sumo algunos instrumentos y
ya vendrd la gente”. Sino que si mo hay, si es de una materia aplicada instrumentos
y si [es de] matemdticas libros o revistas, tener un local sélo y poner un director,
por sabio que sea, mo sirve de nada.

Me contaban que en otra universidad lejana, que contraté también un profe-
sor italiano, muy distinguido, fildsofo, cuando el profesor llegé pidid libros para la
Biblioteca y el Decano le decia: “;pero como, usted es una de las primeras perso-
nalidades mundiales y todavia tiene que estudiar?”

No fue el caso en Rosario. En Rosario la preparacion era mucho mayor, se
comprendid que aunque fuera una figura de primer orden necesitaba elementos de
trabajo que en matemdticas son los libros y revistas, y efectivamente, antes de la
venida de Beppo Levi el grupo de estos tres Carlos Dieulefait, Juan Olguin, Simon
Rubenstein principalmente, ayudados en el consejo directivo por Fernando Gaspar

***Se conserva la voz original de Santalé en la pagina web de la Facultad de Ciéncias Exactas
Ingenierfa y Agrimensura de la Universidad Nacional de Rosario. http://www.fceia.unr.edu.
ar/secyt/apuntes/Santalo/Santalo.htm.
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y ayudados por los jovenes que antes mencionaba, se habian preocupado, a veces con
el propio importe particular material y sobre todo obtener de la Universidad recursos
para equipar la Biblioteca, de manera que cuando Beppo Levi llegé a Rosario habia
ya una excelente Biblioteca en libros y en revistas, se podia empezar a trabajar. Y
empezo Beppo Lewi.

Sus cursos, algunos se han mimiografiado, y ensend sobre todo, a mi en par-
ticular y a todos los que estabamos con €l, para mi fue utilisimo Beppo Levi por
razones un poco dificiles de explicar. Yo diria es esto, él enseno, a parte de la ma-
temdtica que nos ensenaba estrictamente, nos ensend lo que podriamos llamar el
oficio de matemdtico. Que no basta para ser matemdtico ser un investigador, es
una condicion necesaria, es muy interesante, es muy bueno. Pero el matemdtico
profesional, necesita algo mds. ;Y qué es este algo mds? Algo mds fue lo que nos
ensend Beppo Levi. Que primero dijo, bueno, este Instituto se tiene que poner en
contacto con el Mundo. ;Como es la manera en que los Institutos del Mundo se
ponen en contacto? Intercambiando publicaciones. De manera que necesitamos una
publicacion del Instituto.

Lo planted a Cortés Pla, Cortés Pla entendid el problema, el consejo directivo
lo vota y se crea Mathematicae Notae y las Publicaciones del Instituto.

Ya con esta publicacion Beppo Levi nos ensenaba: “La publicacion sola no va
a andar”. Entonces nos tenemos que encargar: escribir cartas a los Institutos del
Mundo que se dedican a Matemdticas y que mds o menos tengamos relacion, noti-
ficdndoles que se ha creado el Instituto, manddndoles un ejemplar de Mathematicae
Notae, pidiendo intercambio. Algunos contestaban, otros no.

Los que no contestaban se les volvia a insistir. Y el Mathematicae Notae no es
tampoco tan facil de decir busco material y a la imprenta, y que ande. No. Lamen-
tablemente, por lo menos en Argentina y creo que en muchos paises, sélo no anda
nada. De manera que si Beppo Levi se hubiera contentado con esta idea primitiva
de decir tengo estos trabajos para publicar a la imprenta de la Universidad Na-
cional del Litoral que entonces la publicaba, y espero que venga, no habria venido
nunca. No. Beppo Levi viajaba a Santa Fe, iba con el compositor y le ensenaba
alli el simbolo matemdtico no se pone tan lejos hay que ponerlo un poco mds cer-
ca, es un exponente no es una letra perdida por alli y perdia tiempo ensenando al
linotipista como habia que imprimir trabajos de matemdticas. Y después cuando
llegaba la revista, después de muchas pruebas, hasta que aprendid el linotipista y
le agradecid mucho a Beppo Levi las ensenanzas que le habia dado de como impri-
mir matemdticas, después llegaba la revista al Instituto y no poniamos alli bueno a
pedir al Decano que nombre un empleado para mandar esto. No, no, éramos noso-
tros, Beppo Levi, yo, y algin colaborador que haciamos los sobres a mdquina, que
metiamos esto y aun recuerdo que el correo nos daba todo un cuaderno para cer-
tificados y alli mismo en el Instituto llendbamos el recibo de certificado, y después
st, un empleado lo llevaba al correo, alli ponian el sello, nos devolvian la libreta.
Es decir, lo haciamos todo en el Instituto.

Graciela Birman, en [B04], recuerda cémo Santal6 se sentia rosarino. Cita las
palabras de Santalé cuando recibié el Diploma como Académico Emérito de la
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Academia Nacional de Educacién, en 1997: Alli, el andar lento y sin pausa de las
aguas del Parand fue un bdlsamo para mi cuerpo cansado de luchas.

Santalo se integra rapidamente en los circulos de exilados y emigrantes, llegando
a ser Secretario del Centro Catalan de Rosario. En 1945 se casa con Hilda Rossi,
persona que le apoyara durante toda su vida, nacionalizandose argentino posterior-
mente. En 1947 nace su primera hija Maria Inés, (Tessi). Los anos 1948 — 49 los
pasa, con Hilda y Tessi en Princeton, con una beca de la fundacion Guggenheim.
También imparte un curso en Chicago, invitado por M. H. Stone, quien habia esta-
do previamente con Santalé en Argentina. Como constaté Claudio Alsina muchos
anos después, Santalé dejé una huella imborrable a su paso por Chicago y en el
Institute for Advanced Studies de Princeton, dirigido en aquel momento por Op-
penheimer, coincide con Chern, Einstein, Yucawa, Bohr, Morse, etc. Hilda y Alicia
recuerdan, en una conversacién con Naveira, diversas visitas de matematicos a Ar-
gentina, por ejemplo Blaschke y Chern con sus familias, Pi Calleja, Corominas,
Sixto Rios. También remarcan la gran amistad de Santalé con Claudio Alsina, Luis
Cruz-Orive y Fernando Affentranger.

De regreso a Argentina, en 1949, se incorpora a la Universidad de La Plata,
capital de la provincia de Buenos Aires. Nace su segunda hija Alicia. Dirige su
primera tesis doctoral a Leticia Varela sobre: Propiedades infinitesimales de curvas
y superficies en espacios de curvatura constante. Participa en la Comisiéon Nacional
de Energia Atémica (CNEA), da clases en la Escuela Superior Técnica del Ejército,
investiga, viaja,... manteniendo siempre un ritmo de trabajo intenso por no decir
frenético. Nace su tercera hija Claudia. En 1997 su esposa le comenta a Naveira que
en algin momento para poder sacar la familia adelante, llegé a tener hasta cinco
empleos simultdneos (jy todavia le quedaba tiempo para investigar!). El hecho
de pertenecer a la CNEA le permite viajar a Paris y aprovechar la ocasién para
acercarse, por primera vez desde el exilio, a Girona y a Madrid. Debia ser por all4 el
1955, ya que pertenecié a la CNEA en el periodo 1952-57. Lamentablemente no
volvié a ver a su madre, que ya habia muerto en el ano 1947.

En 1957 es nombrado profesor Titular de la Facultad de Ciencias Exactas, Fisi-
cas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires. En la década de los anos
cincuenta empiezan los primeros reconocimientos publicos a su trayectoria: Primer
Premio Nacional de Cultura, 1954; Premio de la Sociedad Cientifica Argentina,
1959; Ingreso en la Academia Nacional de Ciencias Exactas y Naturales, 1960.

En Buenos Aires se consolida la fama de Santalé como gran docente e investi-
gador. Dedica muchos esfuerzos en pensar sobre la ensenanza de las Matematicas.
Une un conocimiento profundo del tema con la capacidad de explicar las cosas de
manera sencilla y rigurosa. Consigue hacer facil lo dificil. Tiene un cuidado especial
hacia los alumnos. Intenta modificar la manera tradicional de explicar. “Inventa”
los tutores, para relacionar la ensenanza de esta ciencia con aspectos de la perso-
nalidad del alumno, deseos, vocacién, formacion, etc.

Fallece en Buenos Aires el 22-11-2001.
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RECONOCIMIENTOS MAS IMPORTANTES POR SU TRABAJO DOCENTE E
INVESTIGADOR.

Este apartado deberiamos empezarlo con aquellas palabras de que: “mds vale
tarde que nunca”.

3.1.

3.2.

Rev.

En Espana.

Académico Correspondiente de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisi-
cas y Naturales de Madrid, 1955.

Académico Correspondiente de la Real Academia de Ciencias y Artes de
Barcelona, 1970.

Miembro del Comité Cientifico de la revista Stochastica de la UPC, 1975.
Doctor Honoris Causa por la Universitat Politecnica de Catalunya, 14 de
julio de 1977. Presentado por Enric Trillas.

Miembro Correspondiente de 'Institut d’Estudis Catalans, 21 de diciembre

de 1977.

Premio Principe de Asturias de Investigacién Cientifica y Tecnolégica. 1983.
Medalla Narcis Monturiol a la Ciencia y a la Tecnologia de la Generalitat
de Catalunya. 1984.

Doctor Honoris Causa por la Universitat Autonoma de Barcelona, 13 de ju-
nio de 1986. Presentado por Joan Girbau, celebrdndose el acto en el Ayun-

tamiento de Girona.
Doctor Honoris Causa por la Universidad de Sevilla, 1990. Presentado por

José Luis Vicente. Promovido por Gonzalo Sanchez Véazquez, presidente de
la Federacién de Sociedades de Profesores de Matematicas de Espana, amigo

personal de Santald.
Condecorado con la Medalla de la Universidad de Valencia, 23 de setiembre

de 1993. Recogida por su hija Tessi.

Miembro Correspondiente de la Academia Canaria de Ciencias, 1993.

Creu de Sant Jordi, de la Generalitat de Catalunya, 1994.

Encomienda de Alfonso X (El Sabio) concedida por el Rey Juan Carlos y
entregada por el Embajador de Espana en Argentina. Dicha encomienda fue
una propuesta de Enric Trillas. 1996.

Socio de honor de la Real Sociedad Matematica Espanola, 22 de enero de
1999.

La Universitat de Girona crea el 27 de julio de 2000 la Cétedra Santald.

Dirigida por Carles Barcelé i Vidal. Lo hace ptblico el Rector de la Uni-
versidad de Girona, Josep Maria Nadal, ante una de las hijas de Santald,
el 21 de setiembre de 2000 en la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y
Agrimensura de la Universidad Nacional de Rosario (Argentina), con motivo
de la Sesién Conmemorativa del 60 Aniversario del Instituto de Matemética

“Beppo Levi”.
Socio de honor de la Societat Catalana de Matematiques, 19 diciembre 2000.

En Argentina.

Premio Nacional de Cultura, 1954.
Premio Sociedad Cientifica Argentina, 1959.
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4. ALGUNAS CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE SU OBRA

Santalé era una persona que estaba siempre interesada por los problemas que le
rodeaban. Desarrollé su actividad en varios campos cientificos; entre ellos, la inves-
tigacion en Geometria Diferencial, la Geometria Integral y Fisica Teérica. Sentia un
gran interés por la Didéctica de las Mateméticas en todos sus niveles, (en particu-
lar, en las Ensefianzas Secundaria y Universitaria), y su gran deseo era acercar las
Matemaéticas a la sociedad para hacerlas comprensibles a la comunidad cientifica
en general (lo que le convirti6é en un gran divulgador cientifico). Santalé se preo-
cup6 en poner de manifiesto las aplicaciones de las Matemaéticas a otras ciencias;
en particular, a la Teoria de la Probabilidad Geométrica, a la Estadistica y a la
Fisica.

Ademas de la Enciclopedia sobre Geometria Integral a la que nos referiremos
posteriormente, Santalé escribié un gran niimero de articulos de divulgacién y edu-
cacion matematica y veinticinco libros, todos ellos de un excepcional valor forma-
tivo, diddctico y pedagdgico. Véase la relacién bibliografica que aparece en [Re02].
Sin embargo, por su impacto claridad y belleza se podrian destacar [S51, 53, 61.1,
61.2, 66.2 y 94].

Fueron multiples y muy diversas las repercusiones que ha tenido su obra, asi co-
mo las lineas de investigacion que se abrieron a la comunidad matematica interesada
en la Geometria Integral y en sus aplicaciones. Por limitaciones de extension de esta
publicacién, es imposible exponer aqui toda la importancia que ha tenido su trabajo
cientifico, tanto en su faceta de investigador como de docente, escritor y divulgador.
Por tanto intentaremos dar una visién panoramica a vista de pajaro de algunas de
sus aportaciones mas importantes. Sélo su produccién cientifica citada en Zentr.
fiir Math. y Math. Rev. asciende a aproximadamente 2000 paginas. Aparte de los
articulos suyos que aparecen en la bibliografia y a los que nos referimos frecuente-
mente en esta exposicién, se puede consultar una relacién completa de todos sus
articulos, tanto de investigaciéon, como de divulgacién y de Didéctica de las Ma-
tematicas en las paginas web http://www.uv.es/~gruv/GRUV/pubSantalo.pdf y
http://mat.uab.es/~agusti/Santalo.pdf

5. LA GEOMETRIA INTEGRAL

Revisando la historia del desarrollo de la Geometria Integral, se puede afirmar,
sin temor a cometer una equivocacién, que el origen de la esta especialidad se
encuentra en el llamado problema de la aguja de Buffon, planteado en el famoso
Essai d’arithmétique morale, a finales del siglo XVIII. En la misma linea se pueden
destacar las formulas de Crofton, de aproximadamente 1868, en el famoso articulo
On the theory of local probability.

Este tipo de problemas, que en principio parecian un juego o pasatiempo ma-
tematico, darfan lugar al desarrollo de una teoria matemaética con entidad propia,
debido fundamentalmente a las obras de Poincaré y de Blaschke y su escuela. Entre
los discipulos més prestigiosos de la escuela de Blaschke, como ya se ha indicado,
cabe senalar a Chern, Santald, Wu, Petkanschin y Varga, pero sobre todo los dos
primeros. Todos ellos coincidieron durante algin tiempo en Hamburgo. Asi, es en
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el primer tercio del siglo XX cuando aparece la Geometria Integral como una es-
pecialidad matemética con un contenido propio.

Blaschke y su escuela y, en particular, Chern y Santal6 utilizan en sus trabajos
el método de la referencia mévil de Cartan. Este constituirfa la herramienta més
potente para desarrollar toda la obra matemaética de Santalé y una gran parte de
la de Chern. Escritos en este lenguaje, los trabajos de Santalé sobre Geometria
Integral constituyen la base de esta disciplina hasta nuestros dias y son de estudio
obligado por parte de todos aquellos interesados por el tema.

Aunque es imposible describir en unas pocas palabras el campo de la matemética
que cautivé a Santald, vamos a intentar poner de manifiesto la idea central de su
trabajo

Es bien sabido que dado un ntimero finito de casos posibles n y, entre ellos, un
numero finito de casos favorables m, la probabilidad de que elegido al azar uno de
los casos posibles resulte favorable, se define como el cociente p = m/n.

Cuando el conjunto de casos posibles tiene la potencia del continuo, el problema
se llama de probabilidad geométrica. Ahora la definicién es la misma qua se ha
dado anteriormente, sustituyendo el nimero de casos por la “medida”. Ello obliga
a definir la medida para cada tipo de conjuntos y, ademas, variando ésta puede
variar la probabilidad.

Simplificando un poco, el problema aparece cuando al intentar escribir

Casos favorables / Casos posibles

nos encontramos con el hecho que hay infinitas posibilidades; por ejemplo, infinitas
posiciones de la aguja de Buffon sobre el plano. Estas se pueden parametrizar
e identificar nuevamente como puntos del plano de manera que tenemos tantas
posiciones como puntos, y jqué mas natural que usar el area para medir, o “contar”,
el nimero de puntos?

Como dice Santalé en [S76): para aplicar la idea de probabilidad a elementos
dados al azar que som objetos geométricos (como puntos, lineas, geodésicas, con-
Juntos congruentes, movimientos o afinidades), es necesario primeramente definir
una medida para tales conjuntos de elementos. Parece como si Santalé tuviese en
la cabeza las paradojas de Bertrand, (cual es la probabilidad de que una cuerda
trazada al azar sobre el circulo de radio 1 sea mayor que \/3) que provienen de
utilizar, de manera algo escondida, diferentes maneras de medir. Entre las diferen-
tes maneras de interpretar la palabra “azar”, Poincaré fue el primero en aclarar
explicitamente este punto, [Pol2].

El gedmetra se siente atraido por el interés geométrico en si mismo de las pregun-
tas que plantean las probabilidades geométricas, y aborda los problemas olvidando
o prescindiendo de si detras hay o no un concepto de probabilidad.

La discusién de qué medida hay que elegir estd relacionada con el grupo que
determina la geometria del problema en el sentido del programa de Erlangen de F.
Klein. Esta es la razén matemdtica por la que en los trabajos de Santalé aparecen
de una manera explicita las propiedades de los grupos de Lie.

Dice Santalé que la base de la Geometria Integral estd formada por cuatro pa-
labras: probabilidad, medida, grupo, geometria. De hecho algunos de los resultados
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suyos mas importantes provienen de medir directamente en el grupo. Hablando
de manera imprecisa seria como identificar todas las posiciones de una figura en
el plano con los movimientos que llevan una figura inicial fijada a cada una de
las posiciones posibles. Las féormulas que entonces se encuentran se llaman férmu-
las cinematicas, ya que recogen esta idea de movimiento, aunque el grupo no sea
especificamente el grupo de movimientos.

Puesto que, en general, las probabilidades geométricas tratan de conjuntos de
elementos geométricos, es necesario definir la medida de estos conjuntos. Asi, es
preciso definir la medida de conjuntos de puntos, rectas, planos y, de una manera
mas general, de conjuntos de figuras congruentes cualesquiera. El criterio basico
para definir correctamente estas medidas es que sean invariantes respecto del grupo
con el que se estd trabajando.

Histéricamente, se estudiaron medidas de conjuntos de puntos y rectas en el
plano y conjuntos de puntos, rectas y planos en el espacio. El estudio en dimensio-
nes superiores fue iniciado por Blaschke, quien introdujo el nombre de Geometria
Integral. En lo que desde entonces se ha llamado “Geometria Integral” ha resultado
fundamental el concepto de medida de conjuntos de figuras congruentes cualesquie-
ra, lo que se conocié como “densidad cinemdtica”. Una exposicion muy elemental
pero muy interesante sobre el origen y desarrollo de la Geometria Integral puede
verse en [S45.2].

6. UN BREVE ANALISIS DE LA OBRA DE SANTALO

En 1976 Santal6 publica el excepcional libro Integral Geometry and Geometric
Probability, [ST6]. Se le puede considerar como una verdadera Enciclopedia de la
Geometria Integral ya que en él se recoge toda la informacion bibliografica basica
existente sobre la especialidad hasta el momento de su publicacién. Nos referiremos
a él, pues, simplemente como la Fnciclopedia. Este libro, que esta considerado como
una obra maestra sobre Geometria Integral Clésica, fue traducido al ruso, al chino
y va aparecié también su segunda edicién en inglés, [S04]. Su uso es obligado en
todos los cursos de doctorado y master especificos dentro de la Geometria Integral.

En la Enciclopedia Santalé recopila una inmensa cantidad de resultados cono-
cidos hasta aquel momento sobre Geometria Integral en el sentido de Blaschke.
Los autores de esta publicacién hemos considerado que el libro podria servirnos de
hilo conductor para nuestra exposiciéon. Sin embargo, también haremos referencia
a algunas otras publicaciones posteriores a 1976 y también a algunas que, o bien
no aparecen en el libro, o bien conviene hacer un andlisis un poco més explicito de
las mismas.

La FEnciclopedia esta dividida en cuatro partes o apartados. El primero es de
caracter elemental. Los tres restantes estdn encadenados y al mismo tiempo per-
fectamente diferenciados. Por coherencia, nosotros hemos subdividido el iltimo en
dos apartados independientes

6.1. Parte I: Geometria integral en el plano. Capitulos 1 a 8 de [S76]. La
primera parte de la Enciclopedia lo constituyen los primeros ocho Capitulos que
forman una unidad adecuada para un excepcional curso de Geometria Integral a
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nivel elemental en el espacio euclideo 2-dimensional. Estd basado fundamentalmen-
te en articulos que Santald habia publicado anteriormente, ([S36.3, 36.4, 40.1 y 53],
entre otros).

Como es bien sabido, los conjuntos convexos desempenan un papel importante
en la Geometria Integral. Buenas referencias son los libros de Blaschke, [BL56], y
el de Bonnesen y Fenchel, [BF34]. En su libro, Santalé comienza analizando las
propiedades bésicas de los conjuntos convexos en el plano. Entre otras, ya analiza
las medidas promediadas de Minkowski, que generalizara posteriormente al espacio
euclideo R™. Como curiosidad, cabe senalar que muestra como un ejemplo de los
conjuntos convexos el tridngulo de Reuleaux que, como es bien conocido desde
el punto de vista religioso, aparece incrustado en un gran ntiimero de catedrales
europeas.

Utilizando un formalismo matematico elemental, Santalé comienza presentando
una exposicién simple del concepto de la “medida invariante de un objeto geométri-
co bajo el grupo de los movimientos del plano”, dando interesantes aplicaciones
geométricas del mismo.

Por ejemplo, observa que para fijar la posicién de una figura en el plano basta
dar las coordenadas (x, y) de un punto P solidario con la figura, respecto de unos
ejes fijos, y el angulo ¢ que forman unos ejes de origen en P, solidarios también con
la figura, respecto de los ejes fijos. Hay, pues, tantas posiciones como ternas (x, y,
@) e introduce la densidad cinemdtica como la forma diferencial dK = dxAdyAdd,
demostrando que no depende de la eleccién de los ejes fijos y méviles involucrados.

Buscando invariantes diferenciales para los grupos de transformaciones de Lie
mas bien que pensando sobre problemas de probabilidades geométricas, E. Cartan,
[Cab2], fue el primero en justificar el concepto de densidad y generalizarla a con-
juntos de rectas y planos en el espacio. Cartan prueba que una densidad debe tener
la propiedad que ésta no cambia de valor si todas las rectas o planos considerados
estan sujetos a un movimiento del espacio; esto es, si respecto a cualquier cambio
en las coordenadas cartesianas la figura es llevada a una posicion determinada.
Evidentemente, la densidad depende del grupo que se utiliza en cada momento. De
esta forma Cartan abrié una gran puerta de la teoria de grupos continuos hacia la
de las probabilidades geométricas. Obsérvese que la invariancia respecto al grupo
de los movimientos equivale a decir que todas las lineas rectas tienen la misma
probabilidad.

Es importante senalar que, atin en Hamburgo, Santalé obtuvo en dimensién dos
unos primeros resultados que darian lugar a la llamada férmula cinemética.

Si se suponen dos dominios D;, i= 0, 1, en el plano acotados por un ntimero finito
de curvas diferenciables por arcos sin puntos dobles, si ¢;, F; y L; representan res-
pectivamente las correspondientes curvaturas totales, dreas y longitudes, entonces
la Formula fundamental de la cinemdtica de Blaschke nos dice que, para Dg N Dy

#0
/Coldkl = 27T(F001 + F1Co + LQLl)

donde cg; representa la curvatura total del borde del dominio Dy N Dy.
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La férmula cinemética se debe a S. S. Chern, [Ch52]. En [S52.2] Santalé atribuye
a Blaschke la férmula cinemética para el caso euclideo en dimensién dos y tres, y
a Chern-Yien el caso n-dimensional [ChY40].

Para el plano existen dos férmulas clasicas en Geometria Integral que se conocen
con los nombres de Férmulas de Poincaré y Blaschke. La férmula de Poincaré nos
dice que si consideramos una curva fija Cg y una mévil C; con densidad cinematica
dK7, entonces

/ (LdKl = 4LOL1
coNcy

donde L; representa la longitud de C;, i = 0, 1 y a es el nimero de intersecciones.

En el Capitulo 7, Santal6 da una demostracién muy elemental de la Desigual-
dad Isoperimétrica para superficies, utilizando para ello las Férmulas de Poincaré y
Blaschke. Como es bien sabido, dicha desigualdad también se verifica para subcon-
juntos acotados de R™. En una ocasién Naveira le pregunté a Santald si existia
una demostracion analoga a la suya para la demostracién de la desigualdad isope-
rimétrica en la dimensién n. La respuesta fue: “FEstd por hacer” y, en efecto, parece
un buen problema.

El Capitulo 8 esta dedicado a los reticulos del plano y es, sin duda, uno de los que
mads ha influido en el desarrollo de la Estereologia por Disefio, aunque los aspectos
mas fundamentales de la Estereologia se introducirdn en el Capitulo 16. Basdndose
en la férmula fundamental de la cinemaética, en la que se considera la interseccién de
un dominio fijo Dy con un dominio D1, sobre el que actia el grupo de movimientos
del plano, Santalé desarrolla una formula que proporciona el mismo resultado pero
ahora Dg se supone repetido en todas las regiones fundamentales de un reticulo
en el plano, y sobre Djsélo actuan los movimientos del plano sujetos a una de
estas regiones fundamentales del reticulo. Esta idea sencilla se sigue utilizando en
microscopia para realizar muestreos mediante ventanas sistematicas.

6.2. Parte II. Fundamentos matematicos de la Geometria Integral en
la linea de Blaschke, Chern y Santal6. Capitulos 9 a 12 de [S76]. La primera
parte de la Enciclopedia, considerada por muchos de nosotros como su obra més
importante, es asequible a los alumnos universitarios de primer ciclo. Sin embar-
go, para estudiar la segunda se requiere un conocimiento bésico de la teoria de
Variedades Diferenciables y Grupos de Lie. La razén es que toda la Geometria In-
tegral en el sentido de Blascke, Chern y Santalé estd fundamentada en el analisis de
las propiedades invariantes bajo las acciones de grupos que actiian sobre espacios
homogéneos. Por la bibliografia especializada es bien sabido que todo espacio ho-
mogéneo admite una estructura de variedad diferenciable. Asi, los interesados en la
comprensién de la Geometria Integral Clasica deben conocer los conceptos basicos
de un curso de postgrado sobre “Teoria general de Grupos de Lie con aplicaciones
a los Espacios Homogéneos y a la Geometria Integral”. En él se debe procurar
mostrar a los alumnos la interrelacién de la Geometria de Riemann con la de los
Grupos de Lie, poniendo de manifiesto las aplicaciones a los Espacios Homogéneos
en general y, en particular, a la Estereologia. En esta linea se considera bésica la
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interesante conferencia que sobre este tema publicé Santalé en la Real Academia
de Ciencias de Madrid, Institucién de la que fue “Académico Correspondiente”,
[S80.4].

En la segunda parte del libro se sientan las bases de la Geometria Integral
General, utilizando para ello el resultado fundamental que nosotros denominare-
mos Teorema de Blaschke—Chern—Santald, que aparece en el Capitulo 10, con la
referéncia 10.3, y que explicitaremos més adelante.

A partir de las propiedades de los grupos de Lie y de los espacios homogéneos, se
dan las condiciones para que existan medidas invariantes. Basdndose en la estruc-
tura infinitesimal del grupo de los movimientos euclideos, se finaliza esta parte con
interesantes resultados sobre densidades invariantes de subespacios lineales respec-
to al grupo afin, [S50.3, 54 y 67.3].

Capitulo 9 de [S76]. Breve repaso de los conceptos de formas diferenciables y
grupos de Lie.

Capitulo 10 de [S76]. Estudia densidades y medidas en espacios homogéneos. Los
fundamentos matematicos son muy simples; en efecto, sean G es un grupo de Lie
de dimensién n y H un subgrupo cerrado de dimensién (n — m). Es bien sabido,
ver por ejemplo [W71], que el conjunto cociente G/H admite una estructura de
variedad diferenciable de dimensién m. En [Ch42] Chern da una condicién necesaria
y suficiente para la existencia de una medida invariante sobre el espacio homogéneo
G/H en funcién de las constantes de estructura de G. En éste Capitulo Santalé da
las condiciones para la existencia de una m-forma no nula sobre G/H y para que
sea invariante bajo G. Tal m-forma la define como una “densidad” sobre G/H vy,
por integracion, da lugar a una “medida invariante” sobre el espacio homogéneo
G/H. Bajo la hipétesis que G acttie transitivamente sobre la variedad homogénea,
la densidad invariante (si existe) es tnica salvo un factor constante.

Por la teoria general de grupos de Lie se sabe que sobre G estd definida una
foliacién cuyas hojas son las clases de H por traslaciones a la izquierda. Esta
esta definida por el sistema de Pfaff

w1 :0,...,wm:0.
Las formas w; se pueden tomar invariantes y entonces la m-forma diferencial
dG/H)=wi A ANwp

también es invariante bajo la accién de G. Santalé prueba el siguiente resultado
fundamental:

Teorema.- Una condicién necesaria y suficiente para que la m-forma d(G/H) sea
una densidad para G/H es que se anule su diferencial exterior; esto es, d(d(G/H)) =
0.

Por razones histéricas del desarrollo de la teoria de la Geometria Integral, parece
razonable denominar a este Teorema, el 10.3 de la Enciclopedia, como de “Chern—
Blaschke —Santald”. Santal6 utiliza reiteradamente este resultado para construir
medidas invariantes sobre diferentes espacios homogéneos, lo que le permite me-
dir objetos geométricos con una gran generalidad. Este Teorema fue utilizado y
generalizado, entre otros, por Vidal-Abascal en una serie de articulos, los cuales
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se pueden considerar como el germen de la escuela de Geometria Diferencial de
Santiago en la década de los anos sesenta del siglo pasado.

Capitulo 11 de [S76]. Este Capitulo estd dedicado al estudio de la densidad
respecto al grupo afin y a algunos de sus subgrupos. Asi, obtiene expresiones de las
densidades de espacios lineales respecto al grupo especial lineal (afinidades del tipo
2’ = az, con det(a) = 1) y respecto al grupo especial no homogéneo (afinidades
del tipo ' = ax + b, con det(a) = 1). Como una aplicacién de esta teoria, en
[S60] Santalé considera la densidad de conjuntos de pares de hiperplanos paralelos
e invariantes respecto del grupo afin unimodular y evalia la medida de todos los
pares de hiperplanos paralelos que contienen un conjunto convexo dado.

En las notas al final del capitulo estudia geometria integral en el espacio pro-
yectivo. Ello fue iniciado por Varga, [V35], y continuado por Santal$ (junto con la
geometria integral en el espacio afin) en [S50.3].

Capitulo 12 de [S76]. Particularmente interesante es la presentacién que hace
en este Capitulo de la densidad cinematica del grupo de los desplazamientos del
espacio euclideo R"”, lo que le permite determinar, mediante integraciones sencillas
y de una manera muy intuitiva, el volumen del grupo ortogonal O(n). Como una
consecuencia inmediata, es posible obtener el volumen de las Variedades de Grass-
mann Reales. Aplicando también el Teorema de Chern—Blaschke—Santald, ya se
estd en condiciones de determinar las densidades cinematicas de subespacios del
espacio euclideo con diversas estructuras geométricas.

A los autores de esta memoria les parecié extremadamente interesante la expo-
sicién que se hace, en la Seccién 3 de este Capitulo, de una férmula de Baschke
y de su demostracién, [BL35], que relaciona densidades de puntos en el espacio
euclideo con densidades de los mismos puntos habia obtenido en moviéndose en un
subespacio y densidades de subespacios.

También, siguiendo ideas ya iniciadas en su tesis doctoral [S36.4], introduce me-
didas invariantes para pares de subespacios lineales. Algunas de las férmulas obte-
nidas le seran utiles para, en el Capitulo 14, poder obtener interesantes resultados
de probabilidades geométricas.

En una nota al pie del Capitulo 12 Santalé nos muestra como su método de la
referencia movil aplicado a la determinacién de densidades se puede extender para
determinar el volumen de las variedades de Stiefel S,.,, = O(r+n)/O(n).

En otra nota del mismo Capitulo nos expone los resultados que Petkantschin
habia obtenido en [P36]. Un somero andlisis de los mismos nos hace pensar que
quizas estos resultados también puedan tener aplicaciones a las probabilidades
geométricas.

6.3. Parte III: Geometria integral en E,. Capitulos 13 a 16 de [S76]. En
este apartado Santald recopila algunos resultados de varios articulos suyos sobre la
Geometria Integral del espacio euclideo de dimensién arbitraria y hace una expo-
sicién clara y concisa de los principales resultados (entre otros, utiliza los articulos
[S52.2, 56.1, 56.2, 67.3, 70 y 75]). Todo este apartado se dedica a analizar las pro-
piedades de las medidas promediadas (o equivalentemente, las integrales de las
curvaturas medias normalizadas) de un subconjunto, as{ como las relaciones que
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existen entre ellas, buscando siempre aplicaciones a la Probabilidad Geométrica.
Son fundamentales las generalizaciones de las férmulas de Crofton (que aparecen
en los fundamentos de la Teorfa de la Probabilidad Geométrica, ([G84, p. 135]), la
obtencién de la Formula de Steiner y las diversas expresiones que él obtiene para la
densidad cinemdtica. Cabe sefialar que Chern también se interesé frecuentemente
por problemas relacionados con la densidad cinematica y publicé varios articulos
complementarios de los de Santald, [Ch52, 66]). Entre otros resultados, Chern ob-
tiene una interesante relacién entre densidades de ciertos subespacios lineales que
resulté ser de gran utilidad por sus aplicaciones posteriores. Por su trascendencia
e importancia, estos articulos aparecen también incluidos en la Enciclopedia.

Capitulo 13 de [S76]. Siguiendo a Hadwiger, [Ha57] y Bonnesen y Fenchel,
[BF34], Santalé nos introduce las quermassintegrales (medidas promediadas) de
un conjunto convexo en el espacio euclideo. Estas, médulo una constante, son la
integral sobre una determinada variedad de Grassmann de las proyecciones de un
conjunto convexo sobre todos los subespacios pasando por el origen de una di-
mensién dada. Por completitud, se supone que la primera quermassintegrale es
el volumen del convexo y la iltima es un multiplo de su caracteristica de Euler-
Poincaré. Es interesante observar que la segunda quermassintegrale es el drea de
la frontera del convexo. Utilizando el método de induccién, nos presenta en su li-
bro una elegante demostracion de la férmula de Steiner que permite expresar las
quermassintegrales del convexo paralelo a uno dado en funcién de las del convexo
primitivo. La Férmula de Steiner ha sido generalizada en muchas direcciones y a
muchos tipos de variedades. Una buena referencia para la misma es el libro “Tubes”
de A. Gray, [Gy90].

Por otra parte, utilizando tnicamente técnicas de Geometria Diferencial, tam-
bién es posible definir las integrales de las curvaturas medias de un convexo. Me-
diante una identificacién candnica se ve que, médulo una constante, estos dos con-
ceptos coinciden lo que permite dar a las primeras otra interpretaciéon geométrica
interesante.

Los volimenes mixtos de un conjunto convexo se definen a partir del potente
teorema de Minkowski que calcula el volumen de una combinacién lineal de cuerpos
convexos en R™ demostrando que dicho volumen es un polinomio homogéneo de
grado n con respecto a los coeficientes. Concretamente,

V(EaiKi) =X... EV(Kﬂ, ...Km)aﬂ e Qip
Entonces se define la medida promediada como
Vi(K)=V(K,..,K,D,...,D)

donde el convexo compacto K aparece m veces y la bola unidad cerrada D apa-
rece m — n veces. A partir de propiedades elementales de la medida promediada
e integrando sobre grassmanianas se demuestra que V;,(K) coincide con el pro-
medio de las integrales sobre todos los subespacios m-dimensionales de R™ de los
volimenes m-dimensionales de las proyecciones de K sobre ellos; es decir, con las
quermassintegrales en el sentido de Blaschke, Hadwiger y Santalé. Ver [BZ].
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Capitulo 14 de [S76]. Utilizando resultados conocidos de la probabilidad geométri-
ca, Santalé obtiene la medida de los conjuntos de r-planos que cortan a un conjunto
convexo. Esta medida le permite obtener férmulas interesantes sobre la probabili-
dad geométrica de subespacios que cortan a un conjunto convexo en funcién de las
integrales de las curvaturas medias. Estos resultados se encontraban ya en [S52.2,
56.1, y 56.2].

También generaliza en varias direcciones los resultados relativos a la Férmula
de Crofton que se conocian hasta aquel momento, tal como habia hecho en [S52.2].

Santal6 obtiene una serie de resultados relativos a las medidas de las interseccio-
nes de subespacios lineales que cortan a una subvariedad de R™. Lo sorprendente es
que se verifican también en los espacios modelo de curvatura constante. Aqui sigue
los articulos [S52.2 y 52.4]

Capitulo 15 de [S76]. Comienza dando una expresién para la densidad cinemdtica
dK del grupo de los movimientos euclideos en funciéon de productos exteriores de
formas diferenciales bien conocidas. Analiza esta densidad en el caso que tiene una
variedad M? fija y una M" mévil. Tomando bases adaptadas, prueba que para
r 4+ q = n, se tiene

dK = Adoy(z) A do, () A dK

donde A es una funcién de las bases adaptadas a la interseccién de M7y M", do,(z)
y do,(z) indican las correspondientes formas volumen y dK|,) representa la densi-
dad del grupo ortogonal especial.

Esta férmula, debida a Santald, aparece ya en [S52.2], dénde remarca explici-
tamente que se trata de una férmula “importante”. A continuacién aplica dicha
férmula para obtener una interesante generalizacion de la Férmula de Poincaré

/‘77-+q—n(Mq NM")dK = coq(M?)o,(M")

donde ¢ = [ AdK, [z] ¥ la integral estd extendida a las intersecciones no nulas de las
variedades.

En [S50.1], Santal6 ya habia aplicado ésta férmula a esferas méviles. Ello le
permitié dar un nuevo concepto de medida g-dimensional de un conjunto de puntos,
que coincide con la definicién elemental en muchos casos sencillos. Puede ser una
cuestion interesante analizarla en otros contextos.

A continuacidn, siguiendo a Chern [Ch52], demuestra la férmula cinemdtica fun-
damental, que expresa la integral de la caracteristica de Euler-Poincaré de la inter-
seccién de dos dominios de R™ en funcién de las caracteristicas de dichos dominios,
sus volumenes, areas y sus integrales de curvaturas medias.

Como se ha dicho anteriormente, la densidad cinemaética en el espacio euclideo
fue introducida por Poincaré. En terminologia moderna, ésta es la medida de Haar
del grupo de los movimientos que actiia sobre el espacio. Uno de los problemas basi-
cos en Geometria Integral es poder obtener férmulas explicitas para las integrales
de cantidades geométricas sobre la densidad cinemética en funcién de invariantes
integrales bien conocidos.
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Para n = 3, la formula cinemaética se debe a Blaschke y puede establecerse de la
manera siguiente: Sea dK la densidad cinematica de R?, normalizada de manera
que la medida de todas las posiciones acerca de un punto sea 872. Sea D;, i = 1,2,
un dominio con frontera diferenciable, para el cual V, Ml(i), Mz(i), Xi representan
respectivamente el volumen, el area de la frontera, la integral de la curvatura media
de la frontera y la caracteristica de Euler-Poincaré. Entonces, si Dy estd fija y Do
se mueve con densidad cinemaética dK, se tiene

/ X(D1 0 gDy)dK = 872 (dmxi Va + dmxaVi + MV M + M{P D)

donde x (D7 NgD-) representa la caracteristica de Euler-Poincaré de la interseccién
Dl N ng

Finalmente, en el caso de convexos, se relaciona la medida cinematica con las
quermassintegrales. En esta linea de generalizaciones, en un interesante articulo,
Chern extiende la férmula cinematica a ciertos invariantes de curvaturas seccionales
generalizadas, [Ch66], y, dentro de esta linea de investigacién (como no podia ser de
otra manera), Santalé extiende este tltimo resultado de Chern a Cilindros, [S75].

Capitulo 16 de [S76]. Este Capitulo se titula Aplicaciones geométricas y
estadisticas; Estereologia. Quizés la contribucién mas importante de Santalé a
las ciencias aplicadas haya sido sentar las bases para el nacimiento de esta nueva
especialidad: la Estereologia, cuyo objetivo bésico es, como dice el propio Santald,
“como determinar la medida de distribucion de particulas convexas distribuidas
aleatoriamente en el espacio euclideo de dimension tres a partir de la medida de
distribucidn de sus secciones con figuras aleatorias de forma conocida (por ejemplo:
un cuerpo convezo, un cilindro, un plano, una banda o una linea). La Estereologia
es una ciencia interdisciplinaria que relaciona materias aparentemente tan dispa-
res como Biologia, Ingenieria, Mineralogia, Metalurgia, Biomedicina, Geometria y
Estadistica”.

Remarca las multiples aplicaciones practicas de esta especialidad. Asi, se pueden
estimar volimenes, areas, longitudes, nimeros de particulas, formas de cuerpos,
etc.. Ello hace que la Estereologia se aplique con éxito a otras ciencias; en particular,
a la Biomedicina. En esta direccion, en Espana cabe destacar el trabajo que sobre
este tema estan realizando actualmente Cruz-Orive de la Universidad de Cantabria
y Gual-Arnau de la Universidad Jaime I de Castellén. De su extensa produccion
cientifica en esta linea cabria resaltar [GA97.1] y [GACO98, 00].

Nos atreveriamos a afirmar que el “germen” de la Estereologia se encuentra en
[S43.1] cuyo titulo es bien expresivo: Sobre la distribucidn probable de corpisculos
en un cuerpo, deducida de la distribucion en sus secciones y problemas andlogos. Por
su parte, Elias, en la década de los anos sesenta, propuso la siguiente definicién: “La
Estereologia trata sobre un conjunto de métodos para la exploracion del espacio de
dimension tres cuando sélo son conocidas secciones de dimension dos por conjuntos
solidos o bien sus proyecciones”.

Para hacerse una idea de la evolucién de la Estereologia desde su inicio reco-
mendamos los libros [BJ04] y [J98]. Remarquemos también que cada dos afios, des
de 1981, se celebra un Workshop on Stochastic Geometry, Stereology and Image
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Analysis, al que acudié Santalé en 1987, en Berna. La primera reunién tuvo lu-
gar en Aarhus. En 1961 se fundé la International Society for Stereology (ISS) que
celebra un congreso internacional cada cuatro anos.

6.4. Parte IV: Geometria integral en espacios de curvatura constante
no nula. Capitulos 17 a 19 de [S76]. Los dos primeros Capitulos de la parte IV
estan dedicados a la Geometria Integral en espacios de curvatura constante; esto
es, a la Geometria Integral en espacios no-euclideos. Santalé escribié muchos e in-
teresantes articulos en esta direccién, pero quizas el basico haya sido el fasciculo
de la Comisién Nacional de la Energfa Atémica de Buenos Aires, [S52.2]. En todos
ellos extiende muchas de las propiedades de la Geometria Integral euclidea a estos
espacios. En esta direccion cabe senalar la Férmula de Steiner, sus generalizaciones
y propiedades, [S50.2, 63.1], asi como las Férmulas de Cauchy y Kubota, [S42.1,
43.2, 80.1 y 80.2]. Algunos de estos resultados ya fueron extendidos a espacios
simétricos, [GAMNO2]. Santalé define ademds nuevos conceptos; por ejemplo, para
el caso de curvatura negativa, la convexidad por subconjuntos que se comportan co-
mo los conjuntos euclideos, concretamente introduce los conjuntos horoiclicamente
convexos ([S67.2, 68, 69] y [SYT2]).

Santal6 planteaba a menudo en sus articulos nuevos e interesantes problemas,
algunos de los cuales siguen abiertos en la actualidad, (por ejemplo, [S63.1, p. 137]).
El estudio de la Geometria Integral en espacios de curvatura constante ha sido
extendido en varias direcciones por un gran nimero de matematicos espanoles, entre
los que se podrian senialar: Vidal-Abascal (Santiago), Naveira y Miquel (Valencia),
Reventds, Gallego y Solanes (U. A. Barcelona), Gual-Arnau y Masé (Castellén)
y Tarrio (A Coruna). Muchos de estos matematicos han publicado con frecuencia
trabajos sobre este tema realizados conjuntamente por miembros de un mismo
grupo o de grupos diferentes, (véase por ejemplo: [GR85 y 99], [BM99, 02], [BGRO01],
[GSo01], [NT97], [S005.1 y 05.2]).

Capitulo 17 de [S76]. Analiza el Teorema de Gauss-Bonnet para hipersuperficies
de los espacios no euclideos de curvatura constante. La férmula clasica del Teore-
ma de Gauss-Bonnet de la teoria de superficies fue generalizada a variedades de
dimensiones superiores por Allendoerfer y Weil, pero una demostraciéon mas sim-
ple fue dada por Chern. Para el caso particular de hipersuperficies de un espacio
de curvatura constante la férmula generalizada de Gauss-Bonnet esté contenida en
unos resultados obtenidos casi en la misma fecha por Herglotz. En [S62 y 55.1] San-
tal6 analiza esta férmula, asi como los cuerpos polares en la esfera. Es interesante
observar como en dicha férmula aparecen involucradas las integrales de las curva-
turas medias. En esta direccién parece interesante el articulo de Solanes [So05.1].

Santal6 también define la densidad de subespacios andlogamente al caso euclideo.
Por ejemplo, la medida de rectas hiperbdlicas, introducida ya en [S43.2], estd dada
por:

dG = coshpdp A db
donde p es la distancia de la geodésica, o recta hiperbdlica, a un origen prefijado

y 0 es el angulo en el origen entre la perpendicular a la geodésica y una direccién
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prefijada. La notaciéon dG proviene de “la diferencial de rectas” en aleman. Esto
es lo que debemos integrar para obtener la medida de dichas rectas. Es un ejer-
cicio interesante demostrar que la anterior expresién es invariante por isometrias
hiperbdlicas. Por ejemplo, los calculos anteriores en el modelo de Poincaré son bas-
tante complicados. Pero Santald no trabaja en este modelo y su astucia siempre le
permite salir airoso sin demasiados célculos. Un dia le comenté a Reventés: “Libra-
me del matemdtico que no calcula”. La razén es que para tener habilidad para
esquivar calculos primeramente se debe haber calculado mucho.

A partir de aqui demuestra que en el caso hiperbdlico se tiene la siguiente férmu-
la, formalmente igual al caso euclideo:

/adG =7F

donde ¢ es la longitud de una cuerda arbitraria de un cuerpo convexo C de &drea
F, y la integral estd extendida a las geodésicas que cortan el convexo.

La primera vez que aparece la Férmula Fundamental Cinematica en espacios
no euclideos fue en [S52.2]. Santalé presenta una comunicacién en el Congreso
Internacional de Amsterdam [S54.8] y, aflos mds tarde, en [S62.2] retoma el tema
explicando que da una demostracién mas directa y detallada y arreglando algunos
errores tipograficos.

Capitulo 18 de [S76]. Empieza obteniendo una generalizacién de la férmula de
Crofton al caso no eucideo. A continuacién presenta la férmula cinemética funda-
mental para espacios no euclideos de dimensién arbitraria. Para mayor facilidad,
daremos solamente su expresién en dimensiones 2 y 3 ya que la expresiéon general
es algo distinta segin la dimensién sea par o impar, [S76].

Obsérvese la belleza de las férmulas siguientes:

Para n = 2:

/X(Do N Dy)dK, = (eK)FoFy + 2n(Fixo + Fox1) + LoLy
Paran = 3:
/X(DO N D1)dK; = 87*(Vixo + Voxi) + 2n (M1 Fy + Mo Fy)

donde Dg, D son dominios con borde regular en el espacio no euclideo de curva-
tura eK, e =0,1,—1; L, F,V, M denotan longitud, area, volumen e integral de la
curvatura media respectivamente y x es la caracteristica de Euler, estando las in-
tegrales extendidas a todas las posiciones de K;. Sorprendentemente, el caso n = 3
es el unico en que la férmula cineméatica no depende de la curvatura del espacio.

A continuacién, siguiendo a Allendoerfer [AL48], calcula el volumen del cuerpo
paralelo a uno dado en los espacios ambiente de curvatura constante no nula; es
decir, obtiene la férmula de Steiner en ambiente no euclideo. Pero, debido a su
complejidad, tan sélo la explicita para n = 2 y n = 3. Por ejemplo, el drea A,
del convexo paralelo a uno dado en el espacio hiperbélico de curvatura —1, H3, a
distancia t, es

A, = My cosh?(t) + M, cosh(t) sinh(t) + My sinh?(t)

Rev. Un. Mat. Argentina, Vol 50-2



248 A. M. NAVEIRA Y A. REVENTOS

con My = area del convexo dado, M; = dos veces la integral de la curvatura media
del convexo dado, Ms = integral de su curvatura de Gauss.

Capitulo 19 de [S76]. En este Capitulo se incluyen pequenias secciones que abren
interesantes problemas para el desarrollo futuro de la Geometria Integral, tales
como la Geometria Integral de Foliaciones en espacios de Riemann, la Geometria
Integral sobre espacios complejos, la Geometria Integral Simpléctica y la Geometria
Integral desde el punto de vista de Gelfand y Helgason. Comentemos brevemente
estos puntos.

7. OTROS CAPITULOS DE LA GEOMETRIA INTEGRAL Y POSIBLES LINEAS DE
INVESTIGACION

7.1. Geometria Integral en los espacios de Riemann. La Geometria In-
tegral en espacios de Riemann de curvatura no constante no puede basarse en el
mismo principio con el que se construyd la Geometria Integral de los espacios de cur-
vatura constante ya que, en general, tales espacios no admiten un grupo transitivo
de transformaciones que preservan la métrica ni un grupo transitivo de transfor-
maciones que aplica geodésicas en geodésicas. Asi, la densidad para un conjunto de
geodésicas no puede ser definida por la propiedad de ser invariante bajo un cierto
grupo de transformaciones. Sin embargo, como senala Santald, se puede proceder
desde otro punto de vista y definir una medida para conjuntos de geodésicas y
conjuntos de puntos la cual, atin no siendo invariante bajo un grupo, tiene propie-
dades de invariancia que la hacen interesante desde el punto de vista geométrico.
Santalo resuelve el problema para las foliaciones de dimensién uno en una variedad
de Riemann, definiendo una medida invariante de geodésicas. Aunque la Geometria
Integral de foliaciones esta sin estudiar en casi toda su totalidad, hemos de senalar
las aportaciones a este tema realizadas por Vidal-Abascal, Hermann y Dedecker,
entre otros. Para poner de manifiesto la importancia y trascendencia que han tenido
algunos resultados obtenidos por Santald, se puede citar por ejemplo una férmu-
la integral suya, la (19. 23) de la Enciclopedia, que se refiere a una aplicacién de
la medida de un conjunto de geodésicas dependiendo de (n-1)-pardmetros, siendo
n la dimensién de la variedad. Esta formula sigue siendo utilizada por un gran
nimero de matematicos; entre los que cabria destacar a Croke en la Universidad
de Pensylvania, [CR80, 84.1 y 84.2].

7.2. Geometria Integral Compleja. La Geometria Integral Compleja, es de-
cir, la Geometria Integral sobre espacios complejos no ha sido suficientemente desa-
rrollada y mereceria un estudio méas profundo. En un articulo publicado en Amer.
J. Math., [S52.3], Santal6 define y analiza la densidad cinemética del grupo unitario
y determina su volumen. También estudia densidades invariantes de subespacios
lineales. En [NG92] y [N93], los autores han analizado propiedades sobre densida-
des invariantes de subespacios complejos del espacio euclideo C". Evidentemente,
el grupo estructural de la Geometria Integral en el espacio euclideo complejo es el
grupo unitario y una gran cantidad de propiedades de la Geometria Integral real
se puede trasladar sin grandes dificultades al caso complejo. En esta geometria
también es posible definir las medidas promediadas; sin embargo, no parece facil
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obtener una férmula del tipo de la de Steiner para dichas medidas. Si fuese posi-
ble dar una explicaciéon analitica natural de las mismas y con una interpretacién
geométrica adecuada, ésta permitiria, casi con seguridad, desarrollar la teoria de
la Geometria Integral Compleja en toda su generalidad.

7.3. Geometria Integral en la linea de Gelfand. El término Geometria Inte-
gral también fue usado en la bibliografia matematica en un sentido aparentemente
diferente del de la escuela de Blaschke, Santalé y Chern. A comienzos del siglo
XX, J. Radon, [R17], probé que una funcién diferenciable sobre el espacio euclideo
de dimension tres puede determinarse explicitamente por medio de sus integrales
sobre los planos. En torno a esta idea se construye la teoria matemaética de la
“Transformada de Radon”, la cual esta relacionada con la transformada de Fourier
de una funcién, [H84, p. 99].

La interpretacién clasica de los rayos X se puede ver como un intento de recons-
truir propiedades de un cuerpo de dimension tres utilizando la proyeccién de estos
rayos sobre un plano. La interpretacion geométrica moderna de la accién de los ra-
yos X y de muchos otros elementos utilizados en la Medicina actual se puede hacer
utilizando la transformada de Radon, [C63, 64], [H84]. Aunque los dos conceptos
de Geometria Integral (escuelas de Blaschke, Santalé y Chern por una parte y las
de Gelfand y Helgason por otra) parecen no estar relacionados, Guillemin, [G84],
en una observacion al margen, indica que en efecto si lo estan a través del calculo
de las medidas promediadas. En 1977 se publica en el Bull. Amer. Math. Soc. un
articulo excepcional titulado: Aspectos matemdticos y prdcticos del problema de
reconstruir objetos a partir de radiografias, [SSWT7]. En él la matemdtica utilizada
es fundamentalmente la teorfa de Geometria Integral que aparece en [SK78], [Z80]
y [H84]. Asi, es posible explicar desde un punto de vista matemdtico todas las
actividades médicas de la Tomografia. Esta rama del Anélisis y de la Geometria
experimentd un considerable desarrollo durante los tltimos anos y estd fundamen-
tada en la obra matemadtica de Gelfand, [GG59], [GGSY69], [GGY66] y Helgason,
[H63, 64 y 65], [H84], entre otros. En el tltimo apartado de su libro Santal6 nos
invita a profundizar en el estudio de esta nueva técnica y en este momento ésta
parece ser una de las lineas de investigacién maés interesante en el campo de la Geo-
metria Integral. Durante los dltimos anos de su vida, y siempre que le era posible,
Santalé asistia a todos aquellos congresos que sobre el tema se venian celebrando;
en particular, los que patrocinaba la American Mathematical Society.

7.4. Geometria Integral Simpléctica. Santald sélo indica, muy brevemente,
que la Geometria Integral Simpléctica ha sido muy poco estudiada y que mereceria
un estudio més profundo. En esta direccién, los resultados més recientes se han
conseguido en la linea de Gelfand y Helgason.

8. ALGUNAS PUBLICACIONES IMPORTANTES NO RECOGIDAS EN LA
ENcICLOPEDIA

Aunque la Enciclopedia recopila una gran parte de la produccién matemética del
autor hasta la fecha de su publicacion, existen algunos articulos muy importantes
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cuyo contenido no aparece reflejado explicitamente en el libro. Por ejemplo, en Sobre
los sistemas completos de desigualdades entre tres elementos de una figura conveza
plana, [S61.3], Santalé retoma un viejo problema de Blaschke en el que se pretendia
determinar una figura geométrica convexa a partir de un grupo de desigualdades
entre nimeros que debian tener un significado geométrico. El plantea un total de
20 casos, de los que resuelve 6 y plantea dos conjeturas. Estas han sido probadas
por un grupo de investigacién de las Universidades de Alicante y Murcia del que
forman parte, entre otros los profesores Segura-Gdémis, Hernandez-Cifre, Salinas y
Herrero, [HCSGO0O0] y [HCO00]. En esta direccién existen ain una gran cantidad de
problemas interesantes abiertos.

Sea X™ una variedad diferenciable compacta de dimensiéon n y sin frontera in-
mersa en el espacio euclideo RV . En [S67.1 y 70] Santalé dio una definicién local
de unas ciertas curvaturas, de manera que éstas aparecen como la integral sobre la
variedad del valor absoluto de ciertas formas diferenciales definidas en cada pun-
to de la misma. Estas también le permiten comparar las nuevas curvaturas con
otras definidas previamente en la bibliografia especializada; en efecto, muestra co-
mo generalizan las curvaturas definidas por Chern y Lashof, [ChL57, 58]. Considera
ademas varios ejemplos, como el caso de superficies X? inmersas en R*. Algunos
de estos resultados fueron generalizados a dimensiones superiores, [N94].

Ademas de la influencia y relacién de los resultados de los trabajos de Santalé con
la Geometria y la Estereologia, cabe destacar también, aunque no aparezca de ma-
nera explicita en la Enciclopedia, la relacién de algunos resultados de Santal6 con la
Geometria Estocastica. Esta disciplina también tiene sus raices en la Geometria In-
tegral y la Probabilidad y considera estructuras geométricas aleatorias. Esta teoria
sobre conjuntos aleatorios se desarrolld en los anos 70 de manera independiente
por varios autores (Kendall, Matheron, Mecke, Stoyan, Miles,. .. ) y sus técnicas se
aplican en campos como el analisis de imagen, las redes de telecomunicaciones, la
mineralogia, etc. Algunos de los trabajos pioneros en Geometria Estocdstica con-
sideran como conjuntos aleatorios rectas en el plano y estudian propiedades de los
poligonos resultantes. En este sentido, Santalé y Yafiez generalizan en [SY72.3]
algunos de estos resultados para el caso hiperbdlico.

La produccién cientifica de Santalé continué todavia durante los anos posteriores
a su jubilacién con la publicacién de varios articulos de gran impacto, por ejemplo
[S88], si bien cabe senalar que se dedicé con mds intensidad a las cuestiones sobre
la Didéctica de las Matemadticas, y a impartir un gran ntimero de cursos, cursillos,
seminarios y conferencias.

9. REPERCUSION CIENTIFICA DE LA OBRA DE SANTALO

Aunque haya sido a vista de pdjaro, en esta memoria hemos intentado poner
de manifiesto los aspectos que consideramos mas sobresalientes en la obra del Pro-
fesor Santal6. Al analizarla, se destacan algunas caracteristicas fundamentales, a
saber: su gran poder de abstracciéon, una brillantisima intuicién geométrica y una
sorprendente claridad expositiva. No es nada extrano, pues, que su obra haya te-
nido hondas repercusiones en la comunidad cientifica y en la sociedad. Se puede
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afirmar con absoluta seguridad que hombres como Santald, serdn siempre necesa-
rios para el desarrollo de las Matematicas, de sus aplicaciones y de su divulgacion.
Por las excepcionales y profundas contribuciones que él ha hecho a la comunidad
matematica y a la sociedad, deseamos expresarle nuestra méas profunda gratitud,
respecto, carino y admiraciéon. En reconocimiento a su extraordinaria personalidad
cientifica y humana, en 1999 y por iniciativa de Naveira, entonces Presidente de
la Real Sociedad Matemaética Espanola, fue propuesto como Socio de Honor de la
mencionada Institucion.

9.1. Importancia internacional de la obra de Santalé. Resultaria muy ex-
tenso hacer un resumen de la importancia y repercusién de su obra en la comunidad
cientifica internacional. Aparte de la que ha tenido en Espana y Argentina, sélo
mencionaremos que sus resultados han sido aplicados tanto a la Geometria Integral
como a otras lineas de investigacion, entre otros, por mateméaticos de Estados Uni-
dos (Croke en Pensylvania, Howard en Carolina del Sur, Elias en Chicago, Chern
en Berkeley y Zhang en New York), Francia (Langevin en Dijon, Gorse en la teorfa
de particulas en Paris y Alvarez-Paiva en Nancy), Alemania (Sulanke y Teufel en
Stuttgart, Weyl en Karlsruhe y Schneider en Friburgo), Rumania (Stoka) y China
(Ren De Lin).

9.2. Relacion de Santalé con la matematica espanola. Pese al aislamiento
cientifico que vivié la ciencia matematica espafiola hasta las 1ltimas décadas del
siglo XX, Santalé siempre mantuvo una interesante relacion cientifica con algunos
matematicos espanoles. En particular, cabe destacar sus contactos cientificos con
Vidal-Abascal, Garcia-Rodeja (Santiago) y Sancho de San Romdn (Zaragoza). A
partir de la década de los anos setenta, jévenes matematicos espanoles comienzan a
estudiar su obra y a escribir interesantes articulos de investigacion. Asi, se podrian
citar diversas publicaciones de Gual-Arnau (UJI, Castell6n), Segura-Gémis, Salinas
y Pastor (U. Alicante), Herndndez-Cifre y Herrero (U. Murcia), Reventds, Gallego
y Solanes (U. A. Barcelona), Cruz-Orive (U. Santander), Tarrio (U. A Coruna) y
Naveira (Valencia E. G.).

Historicamente, el primer espanol que siguié de una forma directa a Santalé fue
Vidal-Abascal, en Santiago de Compostela, en las décadas 50—60. Su trabajo sobre
la férmula de Steiner en espacios de curvatura constante [VA47.1] fue consecuencia
de esta relacién. Cabe destacar también [VA47.2, 47.3, 48.1, 50.1, 50.2, 53, 59, 60]
y [VAGR52]. De hecho, segin comenta Naveira, la relacién entre Santalé y Vidal-
Abascal proviene de los afios cuarenta cuando Vidal-Abascal coincide en Madrid
con Marcel, hermano de Santalé. Parece que fue a través de él como se relacionaron
ambos. Marcel (Marcelo para ellos) desarrollé su actividad como astrénomo en
México y sélo volvié a Espana en los dltimos anos.

Puesto que todo espacio homogéneo define de una manera natural una foliacién,
en los anos siguientes, Vidal-Abascal se dedica al estudio y andlisis de las variedades
foliadas en general y, en particular, a la medida de sus hojas (véase por ejemplo,
[VA 66, 67.1 y 67.2]). En esta linea, y bajo la direccién de Vidal-Abascal, Navei-
ra presenté su tesis doctoral en Santiago en 1968 sobre “Variedades foliadas con
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métrica casi-fibrada” que, como es bien sabido son las foliaciones Riemannianas o
de Reinhart. Esta seria la primera tesis de Matematicas en dicha Universidad.

Santal6 y Vidal-Abascal en la Plaza del Obradoiro, Santiago de Compostela 1967.

En calidad de profesor invitado, en 1967 Santalé asiste al IT Coloquio Internacio-
nal de Geometria Diferencial de Santiago de Compostela. Naveira tuvo el placer y
el honor de conocerle personalmente y apreciar su excepcional personalidad, desde
el punto de vista humano y no cientifico, ya que en aquel momento su formacién no
le permitia ain comprender y admirar la belleza y riqueza de su conferencia, en la
que propuso una definicién de las curvaturas totales absolutas de un subconjunto
cerrado del espacio euclideo. Esta definicién resultaria fundamental para una gran
parte de la obra de Santald, tanto desde el punto de vista de la propia Geometria
Integral como de sus aplicaciones a otras especialidades cientificas, en particular a
la Estereologia.

Con motivo de la jubilacién de Vidal-Abascal, en 1978 se organiza en Santiago
de Compostela el “IV International Colloquium on Differential Geometry” al que
también asiste Santald, impartiendo la conferencia inaugural. En esta ocasion Na-
veira si tuvo la oportunidad de discutir con él varias cuestiones matemdticas. Su
posterior visita a la Universidad de Valencia, durante este mismo viaje, resulté de
un excepcional valor didéctico y formativo para muchos jovenes investigadores en
Geometria en aquella Universidad. Se aprovechd esta visita a Valencia para dis-
cutir con él sobre diversos aspectos de las lineas de investigacién que estaban de
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actualidad en la Geometria Diferencial e Integral en aquel momento; en particular,
sobre algunas de sus lineas de investigacién.

Volviendo a la década de los 50, y bajo la influencia de Santald, encontramos
también la aportacién de Sancho de San Romaén, quién trabajé en temas de Geo-
metria Integral antes de dedicarse al algebra, [SSR56, 57, 63, 64 y 67], asi como de
Garcia-Rodeja [VAGR52], y Yéiez [SY72).

Para hacernos una idea de la importancia de su influencia en Espana en aque-
lla época, destaquemos la férmula de Vidal-Abascal que generaliza la férmula de
Steiner:

L, = 2n(sin(pVk)/Vk — FVEksin(pVk) + L cos(pVk))

donde L y F son respectivamente la longitud y area de una curva sobre una super-
ficie de curvatura constante k, y L, es la longitud de otra curva a distancia p de la
anterior.

También Naveira, en su etapa en Valencia, continiia estudiando algunos de los
problemas de Geometria Integral de Santal6, obteniendo algunos resultados intere-
santes. Destaquemos por ejemplo [NSG86, 89, 90], [NG92], [N93], ([N94],) o los
obtenidos con Tarrio en [NT95, 97 y 00]. Naveira también estudia las densidades
de subespacios lineales de C™ y obtiene férmulas del tipo

dP AdPy A+ AdPy, = A""dP(L) NdP (L) A+ AdPar(Ly) AdLy

dénde P, Pq,...,Ps, son 2r+1 puntos del subespacio holomorfo L,, que generalizan
férmulas de Blaschke al caso de subespacios holomorfos.

A comienzos de los anos ochenta, y en colaboracién con Segura-Goémis, Naveira
comienza a interesarse seriamente por la Geometria Integral al observar que el Pro-
blema Isoperimétrico, tan antiguo e interesante, estaba directamente ligado tanto a
la Geometria Integral como al Anélisis Matemético. Por ejemplo, una demostracién
elemental del mismo se puede ver en la primera parte de la Enciclopedia [ST6].

En ésta linea cabe destacar los trabajos de Segura-Goémis, Hernandez-Cifre y
otros miembros de su escuela sobre conjuntos completos de desigualdades en los
que cierran algunas conjeturas planteadas por Santalé en [S59]. Ver por ejemplo
[HCSG98.1], [HCSG98.2], [HCSTI8], [HCO00] y la solucién a las conjeturas de [S59]
en [HCSGOO0]. Concretamente, si se tiene un cuerpo convexo del espacio y se re-
presenta por V su volumen, F el drea, y M la curvatura media total, entonces se
cumple

M? > 4xF, F? > 3VM

El problema que plantea Santalé en [S59], y que llamamos sistemas completos de
desigualdades, consiste en saber si dados tres nimeros reales V, F, M cumpliendo las
desigualdades anteriores, existe un cuerpo convexo que los admite respectivamente
como volumen, drea y curvatura media total. De hecho, en este caso falta otra
desigualdad y el problema general sigue abierto. En [S59] Santalé estudia este
tipo de problemas en el plano. En [HCSG00] Segura-Gémis y Herndndez-Cifre
demuestran, por ejemplo, que

(4R* — d*)d* < 4w*R*
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y dan un sistema completo de desigualdades que involucran (d,w, R) (d = didmetro,
w = amplitud, R = circunradio).

También en Valencia cabe destacar la aportacién de Miquel quien, junto con
Borisenko, y utilizando algin resultado de [NT97] estudia la curvatura total de hi-
persuperficies convexas en el espacio hiperbdlico, [BM99]. Posteriormente, aprove-
chando una estédncia de Borisenko en Barcelona, éste, Gallego y Reventds, extienden
este tipo de resultados a variedades de Hadamard, [BGRO1].

La relaciéon de Santalé con los gedmetras de Barcelona proviene de la conferen-
cia que imparte en el First International Symposium on Statistics en Noviembre
de 1983, [S83]. En dicha ocasién Santalé plantea en una servilleta a Reventds la
conjetura sobre los convexos hiperbdlicos [GR85]. El hecho de que Santalé asistie-
se a este Symposium en Barcelona, organizado por Bonet, Marti y Prat, proviene
probablemente de la buena relacién que mantuvo con la Universitat Politécnica de
Catalunya, en la que estaba Pi Calleja, matemético muy relacionado con Rey Pas-
tor, y de la iniciativa demostrada por los también matematicos Bonet y Trillas, a la
postre buenos amigos de Santal6. De hecho, Alsina, Bonet y Trillas, junto con Mi-
guel de Guzman, también mantuvieron desde los anos 70 un contacto permanente
con Santald.

Cabe senalar que en 1977 Santal6 ya habia estado en Barcelona presidiendo el
Comité Cientifico y como conferenciante en el Primer Congreso Internacional de
Matematicas al servicio del Hombre. Mantiene relacién con el grupo Rosa Sen-
sat sobre la ensenanza de las matematicas, publicando dos articulos en la revista
L’Escaire del Departamento de Matemdticas de la escuela de Arquitectura, [S80.5
y 81], en la que se publica también una entrevista (L’Escaire, Vol. 15, 1985).

En Octubre de 1984 se inaugura el Centre de Recerca Matematica (CRM) con
un curso suyo sobre Geometria Integral en el plano afin, realizado en la Universidad
de Barcelona, del que distribuyen una notas, [S84].

Mientras tanto, Gallego y Reventés cierran la conjetura de Santald y Yanez, ex-
puesta en [SYT2], sobre convexos hiperbdlicos [GR85]. Ver también [G84], [BGRO1],
[GRI9]. Recientemente, Solanes ha obtenido también interesantes resultados [GSo01,
05.1, 05.2]. Destaquemos por ejemplo que en contraste con la situacién euclidea
se demuestra en [GSo01] que el comportamiento asintético del cociente (didme-
tro/longitud) para convexos que tienden a llenar el plano hiperbélico toma cual-
quier valor del intervalo [0,1/2], (en el caso euclideo estd acotado inferiormente por
1/m).

La relacién entre los gedmetras integrales de Valéncia y Barcelona cristaliza en
un articulo conjunto de Gallego, Naveira y Solanes [GNS04].

En la linea més aplicada de la Estereologia destaca el profesor L. M. Cruz-Orive y
su escuela de Berna, actualmente en la Universidad de Cantabria (Santander) quien,
junto con el alumno de Naveira, Gual-Arnau, continia trabajando intensamente
en aplicaciones de la geometria integral. De Gual-Arnau cabe destacar los articulos
[GAN94, 95, 97], [GANTI7], [GACO96], [GA97.1, 97.2], [GACO98, 00], [GAN99],
algunos de ellos conjuntos con Naveira y Tarrio. Actualmente, desarrolla su labor en
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la Universidad Jaume I de Castellén. De Cruz-Orive destaquemos también [CO7T9,
80, 85, 89] y [BCO95].

La relacion personal y cientifica de Santal6 con Cruz-Orive merece un comentario
especial. Este cursé la carrera de Ingeniero Agrénomo en la Universidad Politécnica
de Madrid. Una vez finalizados sus estudios en 1969, se da cuenta que su verdadera
vocacién eran las Matematicas. Realiza su tesis doctoral en la rama de Estadistica
en la Universidad de Sheffield y comienza a interesarse en el estudio de la Geometria
Integral, fundamentalmente en la Estereologia. Durante su estancia en Berna, y
en la actualidad en la Universidad de Cantabria, fue siempre uno de los grandes
impulsores del desarrollo de la Estereologia, fundamentalmente en sus aplicaciones
biomédicas. Coincidié en muchos congresos de la especialidad con Santalé de quien
llegd a ser un gran amigo y admirador. Sin temor a equivocarnos, consideramos
que Cruz-Orive es una de las personas que mejor entendié la obra de Santald desde
el punto de vista de las aplicaciones practicas.

La relacién personal y cientifica de Santald con los autores de esta memoria con-
tinda a través de los anos. Muy especialmente cuando, en noviembre de 1991, San-
talé imparte un curso de dos semanas en la Catedra Ferrater Mora del Pensamiento
Contemporaneo de Girona. Por indicacién suya, fuimos invitados a participar en el
mismo varios profesores de Universidades espafiolas y extranjeras. Alli coincidimos
con Affentranger y Cruz—Orive, entre otros. Los alli presentes y que nos consi-
derdbamos discipulos suyos, le animamos a que preparase una publicacién con su
contenido. Este excepcional ensayo sobre La matemdtica: una filosofia y una técni-
ca, [S94], fue publicado en cataldn en 1993 y en espaniol en 1994. Fue ésta una
ocasién tnica para Naveira, ya que le permitié entablar con el Santalé y su familia
una relacién de amistad que continiia en la actualidad.

Affentranger fue un alumno de Santalé de origen hispano-alemén, que pasé un
tiempo en Barcelona, publicando incluso en la revista Pub. Mat. UAB. del Depar-
tamento de Matemdticas de la Universidad Auténoma de Barcelona, [A92], aunque
su carrera transcurre en Alemania [A90], [AS92].

Una anécdota curiosa es la siguiente: el primer articulo que dio Santal6 a Affen-
tranger fue el [GR85], de manera que en su primer viaje a Barcelona y estando en
casa de sus familiares, pregunté como podria conectar con matematicos de Barce-
lona. Esto era muy facil para sus familiares pues un primo suyo que vivia en la casa
de al lado, en el mismo jardin, era matematico y se lo podria decir. Este primo era
Reventos. Le fueron a buscar y jcual no fue la sorpresa de Affentranger cuando les
presentaron!

A este curso en Girona asistié algunos dias Gual-Arnau, quien también esta-
ba interesado en la Geometria Integral. Desde entonces, Gual-Arnau y Cruz-Orive
han publicado diversos articulos en los que, utilizando las técnicas de la Geometria
Integral y de la Estereologia, obtienen resultados en Tomografia, con interesantes
aplicaciones a la Biomedicina. Actualmente, Gual-Arnau y su grupo de investiga-
cién participan en un proyecto de investigaciéon conjunto con el Hospital La Fe de
Valencia, aplicando resultados de la Estereologia a problemas médicos.
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En agosto de 1997 Naveira fue invitado por las Universidades de Buenos Aires,
La Plata y Coérdoba a pronunciar conferencias en los correspondientes Departa-
mentos de Matemaéticas de dichas Universidades. En Buenos Aires, estuvo presente
el Profesor Santal6. Fue una ocasién unica para poder poner de manifiesto ante
una parte de la comunidad matematica argentina la importancia de su extraordi-
naria personalidad humana, de su excepcional obra cientifica, y su influencia en
numerosos matematicos espanoles durante los 1ltimos sesenta anos.

Para cerrar esta seccién de relacién con matematicos espafnoles recordemos tam-
bién el curso que en febrero de 1982 impartié Santalé en la Universidad Complu-
tense de Madrid sobre Geometria Integral.

9.3. Relacion de Santalé con la matematica argentina. En Argentina San-
talé dirigié doce tesis doctorales en la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Na-
turales de la Universidad de Buenos Aires: Leticia Varela (1952), Alberto Ayub
(1955), Ranl Luccioni (1963), Carlos Conton (1973), Ricardo Noriega (1976), Gui-
llermo Keilhauer (1980), Graciela Birman (1980), Flora Gutiérrez (1985), Ursula
Molter (1985), Liliana Gysin (1987), Fernando Affentranger (1988) y Ana Berenice
Guerrero (1988), todas ellas en el drea de Geometria y especialmente en Geometria
Integral. Ver [B04].

Birman, como especialista en la obra cientifica del Profesor Santalé, figura co-
mo colaboradora de la edicién de la “Selecta”. También en Argentina, quisiéra-
mos destacar la labor conjunta que él ha desarrollado con los gedmetras hispano-
argentinos Balanzat, Yanez y con el argentino Fava. Algunos de los articulos conjun-
tos con Yanez resultaron fundamentales para posteriores investigaciones por parte
de algunos miembros de los Departamentos de Matematicas de las Universidades
de Valencia y Auténoma de Barcelona, entre otros.
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