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RESUMEN

En este trabajo K denota a un cuerpo algebraicamente cerrado y todas las dlgebras son algebras
finitamente generadas como espacio vectorial sobre K.

Fl trabajo esta dividido en dos capitulos. En el primer capitulo se estudian dlgebras A con la
siguiente propiedad

(ITP) Todos sus ideales (bildteros) idempotentes son A - mddulos a izquierda proyectivos.

Se obtiene una clasificacién completa de las 4lgebras con esta propiedad y de tipo de repre-
sentacién finito. La misma estd dada por una lista de diagramas con relaciones.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de la cohomologia de Hochschild de extensiones
locales.

Para dos K - dlgebras Ry A con R un anillo local, y un A — R— bimédulo finitamente generado

M A
robamos xistencia de una sucesién exacta larga { - espacios vectoriales qu n
Probamos la existencia d a esid acta la de K - espacios vectoriale e conecta la

M, se lama extensién local de A por M al anillo de matrices triangulares < R0 )

. . ; 1 0
cohomologia de Hochschild de A, la de By los grupos Extizg,, pon (12, Pe) donde P, = B. (0 0) ,
generalizando un importante resultado demostrado por D. Happel para extensiones por un punto,

. . K
es decir, extensiones locales de la forma ( M 21)
Dado que en general el calculo de los grupos Emtﬁg&\, rev (R, Pe) no es sencillo, probamos también
la existencia de otra sucesién exacta larga de K - espacios vectoriales que conecta la cohomologia

de Hochschild del anillo local R, la de A y los grupos Emt’b@h, gon (I, Pe).

Finalmente, mostramos la utilidad de estas sucesiones en diversas situaciones.
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INTRODUCCION

Un dlgebra de artin es un dlgebra finitamente generada como médulo sobre su centro que es un
anillo conmutativo artiniano. Una propiedad importante que tienen las dlgebras de artin y que
las distingue de los anillos artinianos, es que el anillo de endomorfismo de un médulo finitamente
generado es un élgebra de artin.

En teoria de representaciones interesa, para un algebra A dada, obtener informacién sobre A a
partir del conocimiento de sus médulos. Un sencillo ejemplo de esta idea es el siguiente: todo A -
médulo es suma de copias de un A - médulo simple fijo si y s6lo si A =~ A, (D) con D un anillo
con divisién.

Esta idea se ve reflejada también en el trabajo de Auslander, Platzeck y Todorov en el que estu-
dian propiedades homolégicas de los ideales idempotentes de un algebra de artin A. Se caraterizan
allf a los ideales (bildteros) idempotentes A de A que son A - médulos proyectivos a izquierda, com-
parando resoluciones proyectivas en las categorias de médulos finitamente generados sobre A/ A,
sobre A y sobre Endy A.

Anillos artinianos que tienen la propiedad de que todos sus ideales idempotentes son proyectivos
fueron estudiados mas tarde por M.I. Platzeck quien los caracterizé -en el caso basico- como aquellos
anillos A que contienen en su radical un ideal bildtero J proyectivo a izquierda tal que A/J es
producto de anillos locales. Ella probé ademds que tales anillos tienen dimensién finitista menor o
igual que 1y caracterizé los médulos de dimensién proyectiva finita como aquellos que tienen una
filtracién con factores de composicién entre ciertos médulos A 1,...,Ay,, donde n es el nimero de
simples no isomorfos.

Esta clase de dlgebras serd el objeto de estudio en el primer capitulo de este trabajo. Es decir,

las dlgebras A que satisfacen la siguiente propiedad
(ITP) Todos los ideales idempotentes de A son proyectivos como A - médulos a izquierda

y que lamaremos dlgebras (IIP). Més precisamente, clasificaremos alli las dlgebras finitamente gen-



eradas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K con la propiedad (IIP) de tipo de representacion
finito, esto es, con un ndmero finito de médulos indescomponibles no isomorfos. Una manera de
estudiar las representaciones sobre un dlgebra de artin A es relacionarlas con representaciones sobre
dlgebras con menos médulos simples que A. Observemos primero que si A es un dlgebra de artin
delaforma A =P[]Q con Py Q A - médulos a izquierda entonces

(End, P)oP - Hom (P, Q)
A o~ (Endy A)°P = . Cuando Homa (P, Q) = 0 resulta que A es
Hom,A(Q, P) (E’I’LdA Q)OP

R

un anillo de matrices triangulares A = ( \

Sl) donde R y A son algebras de artin y M es un
A — R— bimédulo finitamente generado.

En general no es facil obtener informacién sobre A a partir del conocimiento de las dlgebras R
y A. En el caso particular en que R es un cuerpo se obticnen las llamadas extensiones por un
punto definidas por Ringel, las cudles han sido ampliamente estundiadas resultando de importancia
en clertos teoremas de clasificacién y en muchas otras circuustaucias.

s sabido que una extensién por un punto B de A puede tener propiedades muy diferentes a las
de A, por ejemplo, B puede tener un nimero infinito de médulos indescomponibles no isomorfos
atn cuando A tenga un mimero finito. Sin embargo, hay muchas situaciones en las que es posible
obtener informacién sobre B a partir del conocimiento de A, dependiendo del problema planteado.

Ahora bien, no toda 4lgebra B se puede expresar como extensién por un punto de otra slgebra
A. Para ello es necesario que exista un B - médulo proycetivo maximal P, en el sentido que
Hompg(P,Q) = 0 para todo B - proyectivo @ no isomorfo a P,y tal que Endg P es un cuerpo.
Cuando esto es posible, el método de escribir a un dlgebra B como extensién por un punto de otra
dlgebra A resulta de gran utilidad para realizar argumentos inductivos o iterativos dado que A

tiene menos médulos simples no isomorfos que B.

Generalizando esta nocién de extensién por un punto dada por Ringel, J. A. de la Pefia y M.
Martins definen para dos dlgebras de artin Ry A con R un anillo local, y un A — R— bimédulo

finitamente generado M, la extensién local de A por M como el anillo de matrices triangulares
/R0
\ara)

Fista clase de dlgebras incluye dlgebras con propiedades muy diferentes como lo son las heredi-
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tarias, que han sido muy bien estudiadas, y las locales de las cuales se tiene menos informacién.

Las algebras (ITP) que nos interesan tienen la particularidad que se pueden obtener a partir de
un cierto anillo local por sucesivas extensiones locales de dlgebras que tienen la misma propiedad.

En este trabajo se consideran dlgebras A finitamente generadas sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado K, lo cual permite describir a A como el dlgebra de caminos de un diagrama finito Q con
relaciones, como prueba un importante teorema de P. Gabriel.

Para un diagrama @ con relaciones, dar una representacién del diagrama es dar para cada vértice
iun K - espacio vectorial V; y para cada flecha § de i en j una transformacion lineal Ty : V; — V;
de modo que las transformaciones lineales dadas respeten las relaciones del diagrama. Se construye
la categoria de representaciones del diagrama @ con relaciones .y es bien conocido que la misma
es equivalente a la categoria de médulos finitamente generados sobre A. De esta manera se tiene
una descripcién de los médulos sobre A en términos de espacios vectoriales y transformaciones
lineales la cual es particularmente efectiva en la descripcién de los médulos simples, proyectivos e

inyectivos, los que juegan un rol central en el estudio de la categoria de A - mdédulos.

Un importante problema en teoria de representaciones es el de clasificar dlgebras de tipo de
representacién finito, es decir, con un nimero finito de A - médulos indescomponibles no isomorfos.
Una contribucién fundamental en esta direccién, la dio el conocido teorema de P. Gabriel que
caracteriza a las dlgebras de caminos hereditarias de tipo de representacién finito como aquéllas
que corresponden a diagramas de Dynkin.

Otro trabajo més reciente y de gran importancia en esta linea es el de D. Happel - D. Vossieck y el
de Bongartz. En ellos se da la clasificacién de las dlgebras de caminos A = K@Q/I, minimales de tipo
de representacién infinito cuyo gréafico de Auslander - Reiten tiene una componente preproyectiva.
Alli se entiende por élgebra minimal de tipo infinito a toda dlgebra A de tipo de representacién
infinito tal que el cociente A/Ac;A es de tipo finito para todo idempotente e; de un conjunto
completo de idempotentes ortogonales primitivos de A. Esta tltima clasificacién estd dada por una

lista de diagramas con relaciones que llamaremos lista [BHV].

Dada un algebra A, una forma de probar que A es de tipo de representacion infinito es dar

un cociente A’ de A de tipo infinito. Cuando A es el dlgebra de caminos de un diagrama Q con
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relaciones, todo subdiagrama lleno @’ de @ determina un algebra cociente A’ de A.

Por esta razén son de suma importancia los trabajos de Happel - Vossieck y Bongartz menciona-
dos arriba, dado que basta hallar un subdiagrama lleno Q' de @ perteneciente a la lista [BHV]
para concluir que A = KQ/I es de tipo de representacién infinito.

Para el teorema reciproco, se sabe que bajo ciertas condiciones, la no existencia de subdiagramas
convexos llenos Q' de @ pertenecientes a la lista [BHV] garantiza que A es de tipo de representacion
finito, pero estas condiciones no se satisfacen si Q es un diagrama con lazos.

Se puede ver que las dlgebras (ITP) que no son hereditarias estdn dadas por diagramas Q con
lazos. Como dijimos, el caso hereditario fue estudiado por P. Gabriel, de modo que sélo nos interesa
el caso en que @ es un diagrama con lazos. Por esta razén no es.posible utilizar directamente la
lista [BHV] en la resolucién de nuestro problema de clasificacion.

Es aqui donde la teoria de cubrimientos ae dlgebias resulta de gran utilidad. Estas técnicas
fueron introducidas en la teoria de representaciones para cl estudio de dlgebras de tipo de rep-
resentacién finito y para la descripcién de sus médulos indescomponibles, y tienen sin duda su
inspiracién en la teoria de cubrimientos topolégicos.

[.os lamados cubrimientos Galois de un dlgebra A permiien reducir el problema de determinar
si A es de tipo de representacién finito al de determinar si un cubrimiento Galois de A es localimente
de tipo de representacién finito debido a un resultado de P. Gabriel.

La ventaja en nuestro caso, es que si el dlgebra (ITP) A estd dada por un diagrama @ con lazos
existe un cubrimiento Galois A de A dado por un diagrama Q, posiblemente infinito, pero sin lazos.
Nos encontramos entonces con el problema de decidir cudndo el cubrimiento A es localmente de tipo
finito, problema que en general no es sencillo. Aqui resulta sumamente Gtil un criterio dado por
K. Bongartz basado en el uso de la lista [BHV]. Este criterio se aplica sélo bajo ciertas hipStesis
y condiciones técnicas, muchas veces dificiles de verificar. Afortunadamente, en el caso de las
dlgebras (ITP), pudimos utilizar dicho criterio resultando una herramienta fundamental para la
resolucién de nuestro préblema. En muchos casos la aplicacién es directa mientras que en otros se

combina con otras técnicas.

Interesada en calcular la cohomologia de Hochschild de las dlgebras (IIP) clasificadas en el primer

capitulo estudie la cohomologia de Hochschild de extensiones locales. Dedicamos el capitulo 2 a
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dicho estudio.

Comenzamos el capitulo 2 describiendo el producto tensorial de dos algebras finitamente gener-
adas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K como el dlgebra de caminos de un diagrama con
relaciones. Si bien la descripcién, en principio pare(:ebcomplicada, fue sumamente Wtil para hacer
ejemplos y resulté esencial para encontrar ciertas resoluciones proyectivas e inyectivas necesarias
para demostrar nuestros resultados.

Los grupos de cohomologia de Hochschild H*(13, X) con 7 > 0, que notamos con H {(B) si
X = B, para una K - dlgebra By un B — B - bimédulo X, fueron introducidos por Hochschild
y sl 2 < 2 tienen una interpretacién concreta de estructuras algebraicas cldsicas como derivaciones
y extensiones. Por otro lado, es conocido que H?(B) controla la teorfa de deformaciones de B. Se
sabe que si H?(B) = () entonces B es rigida.

En general, el clculo por definicién de los grupos de cohomologia de Hochschild de un algebra
B dada presenta dificultades. Cuando B es el dlgebra de caminos de un diagrama Qg con un
vértice ¢ al cual no llegan flechas, o sea una fuente, entonces B es la extensién por un punto
de un dlgebra A por un A - médulo M y en este caso hay un importante teorema probado por
D. Happel que muestra la existencia de una sucesién exacta larga de K - espacios vectoriales
conectando los grupos H*(B), H'(A) y Ext, (M, M). En muchas ccasiones este teorema permite
hacer argumentos inductivos o iterativos resultando de gran utilidad.

Probamos aqui un resultado que generaliza al mencionado teorcina de Happel, para extensiones
locales. El mismo da una sucesién exacta larga de K - espacios vectoriales que conecta la coho-

mologia de Hochschild de A, la de la extensién local < 11\2[ 2) y los grupos En:t’iB® « ror (B, Pe)

. . . . . 1 0
donde P es el B - médulo proyectivo indescomponible correspondiente al idempontente (

0 0
de B.

Para que esta sucesiép resulte ttil es necesario calcular los grupos E.’I',"l‘,iB®K rov (R, Pe), que en gen-
eral presentan dificultades. En el caso de extensiones por un punto, los grupos EmtiB®K rov (R, Pe)
y Exti (M, M) coinciden lo cnal tiene la ventaja que los médulos involucrados en su calculo son
moédulos sobre el anillo A. Sin embargo, en el caso general, trabajar con médulos sobre el anillo
B ®k R°P se torna mas complicado.

Con el objetivo de contar con métodos alternativos que puedan facilitar los cdlculos, probamos



aqui la existencia de otra sucesién exacta larga de K - espacios vectoriales que conecta los grupos
de cohomologia H*(R) del anillo local R y los grupos Emtﬁmkmp(R, Py Ex ,’é®kRop (R, M).
Finalmente, aplicamos los resultados obtenidos a un caso particular de extensiones locales B =

M A

i) @p tiene un vnico lazo @ en el vérticeey R=K[a] / < o >, i > 1.
y

< E 0 ) = KQp/I que son las que satisfacen las condiciones:

it) Si By,..., 0, son todas la flechas de @p con origen en ¢ que no sou lazos, entonces el ideal
I esta generado por relaciones que no involucran a las flechas By, ..., B,.

Probamos que en este caso la primera sucesién exacta larga obtenida es de la forma:

0 — H%(B) — H(A) — Exthe pon(R, P.) — HY(B) — H'(A) — H*(R) — ...

— H?(B) —s HI(A) — H'*Y(R) — ...

conectando directamente la cohomologia de Hochschild de los anillos A, B y R. Mostramos ademés
que el K - espacio vectorial Extpg poy(R, Pe) tiene dimensién 1+ (n — 1)dimy R donde n es el
nimero de flechas que no son lazos con origen en el vértice ¢ de Qp.

Para terminar calculamos los grupos H™(B) cuando B satisface las condiciones i) y ii) de arriba

y H(A)=0Vj>1.

Vale la pena mencionar que si bien los resultados obtenidos no nos permitieron calcular la
cohomologia de Hochschild de cualquier dlgebra con la propiedad (IIP), los mismos son resultados

mas generales aplicables a una clase méas amplia de algebras.
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Capitulo I

ALGEBRAS DE ARTIN CON TODOS SUS IDEALES
IDEMPOTENTES PROYECTIVOS DE TIPO DE
REPRESENTACION FINITO

Las algebras de artin A que tienen la siguiente propiedad

(IIP) Todos sus ideales (bildteros) idempotentes son A - médulos a izquierda

proyectivos

forman una clase amplia de dlgebras que contienen a las dlgebras hereditarias y a las locales.

Las propiedades homoldgicas de los ideales idempotentes de un 4lgebra de artin fueron estudiadas
por M. Auslander, M.I. Platzeck y G. Todorov en [APT]. Por otro lado, M.I. Platzeck estudié y
caracterizé los anillos artinianos con la propiedad (IIP), en el caso que son bésicos, como aquellos
anillos artinianos bésicos A que contienen en su radical un ideal bildtero proyectivo a izquierda J
tal que el anillo cociente A/J es un producto de anillos locales ([P1]). Més ain, probé que tales
anillos tienen dimensién finitistica a lo sumo uno y dié una descripcién de los médulos de dimensién
proyectiva finita. Ademads, las dlgebras de artin con esta propiedad han sido objeto de estudio de

otros matemadaticos como F. Coelho, H. Merklen, E. Marcos, M.I. Martins y J.A de la Pefia.

En este capitulo se resuelve el siguiente problema: clasificar todas las algebras A de dimensién
finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrudo K, que tienen la propiedad (IIP) y son de tipo de

representacion finito.

Para resolver el problema se puede suponer que A es bésica y conexa, lo que permite describir
a A como el dlgebra de caminos K@Q/I de un diagrama finito y conexo Q. Se trata entonces de
hallar todos los diagramas ) y todas las relaciones R tales que A = K@/ < R > tiene la propiedad

(IIP) y es de tipo de representacién finito.

Typeset by ApS-TEX



La primera dificultad a sortear en la resolucién del problema es determinar la familia de dia-
gramas y relaciones a estudiar. Es conocido el hecho que si A tiene la propiedad (IIP) y P, P’
son A - médulos proyectivos indescomponibles no isomorfos tales que H oma (P, P’) # 0 entonces
Homp(P',P) = 0. De aquf resulta que el diagrama ordinario de un dlgebra con la propiedad
(ITP) no tiene circuitos orientados que no sean lazos. F. Coelho, E. Marcos, H. Merklen y M.I.
Platzeck probaron en [CMaMP)] que si A = KQ/I satisface la propiedad (ITIP) y Q no tiene lazos
entonces A es i dlgebra hereditaria, y es bien conocido que las dlgebras hereditarias de tipo de
representacién finito son las dadas por los diagramas de Dynkin. De aqui que en principio, los
diagramas a estudiar son diagramas con lazos y sin otros circuitos orientados que no sean lazos.

Si un dlgebra A’ es cociente de un dlgebra A por un ideal (bil4tero) J entonces todo A’ - médulo
es un A - médulo y més atin, A’ es de tipo de representacién finito si A lo es. Usando esto y el hecho
que las dlgebras determinadas por los diagramas - =3+ y (9’0 son de tipo de representacién
infinito se puede probar que los diagramas a estudiar tienen a lo sumo un lazo en cada vértice y‘

no contienen flechas dobles.

El siguiente paso es decidir qué tipo de relaciones estudiar sobre tales diagramas. Para ello fue
esencial el estudio hecho por M.I. Platzeck en [P2] que describe las relaciones sobre las dlgebras de
caminos que satisfacen la propiedad (IIP). Aplicando los resultados de [P2] al caso particular en
que @ tiene a lo sumo un lazo en cada vértice probamos aquf que las relaciones pueden elegirse de
la forma Ba* = ¥ 6; donde « es un lazo en el vértice k, 8 es una flecha con origen en k y los 6;

son caminos de k en el final de 3.

«

14

Una vez determinada la familia de diagramas a estudiar y las relaciones a considerar sobre
los mismos, sélo resta decidir cudndo las correspondientes dlgebras de caminos .son de tipo de
representacién finito.

En general no es sencillo decidir si un 4lgebra es de tipo de representacién finito, dificultad que

aumenta cuando el dlgebra estd dada por un diagrama con lazos.
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En nuestro caso la herramienta fundamental es la teorfa de cubrimientos de dlgebras. Estas
técnicas fueron introducidas en la teoria de representaciones para el estudio de dlgebras de tipo de
representacion finito y para la descripcién de sus médulos indescomponibles, y tienen sin duda su
inspiracién en la teoria de cubrimientos topolégicos.

Dentro de la teorfa de cubrimientos son de particular interés los llamados cubrimientos Galois.
Tales cubrimientos permiten reducir el problema de determinar si un dlgebra A es de tipo de
representacion finito al de determinar si un cubrimiento Galois de A es localmente de tipo de
representacién finito ([Gal).

Dada un dlgebra A = KQ/I con @ un diagrama con lazos, a veces es posible elegir un cubri-
miento Galois A = K Q/f de A con @, tal que Q no tiene lazos, aunque puede ser un diagrama
infinito. He aqui la ventaja de estudiar localmente el tipo de representacién del cubrimiento
R =k0/i

Para el caso en que A es un dlgebra distributiva de dimensién finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K, y tal que existe un cubrimiento Galois simplemente conexo (en el sentido
simplicial de Bongartz en [Bo]) de A, existe un criterio para decidir si A es de tipo de representacién
finito a partir de ciertas condiciones que debe satisfacer el cubrimiento A. Este importante resul-

tado fue probado por K. Bongartz en [Bo).

Si bien el Criterio de Bongartz soluciona numerosas dificultades que aparecen en la prictica
cuando se trata de decidir el tipo de representacién de un &lgebra, tiene varias hipStesis y guud'y
ciones técnicas que no siempre son sencillas de verificar. Quizas la condicién més restrictiva de
este criterio es que sélo puede aplicarse a dlgebras standard (distributivas con un cubrimiento Ga-
lois simplemente conexo). Afortunadamente, las éigebras con la p;-opiedad (ITP) a estudiar aqui
resultaron ser 6 bien de tipo de representacién infinito 6 bien standard, por lo que este criterio fue
una herramienta fundamental en la resolucién del problema. A pesar de ello, en muchos casos el
Criterio de Bongartz no es aplicado directamente. Se usan otras técnicas para reducir el problema
de determinar el tipo de representacién de un lgebra A al de determinar el tipo de representacién
de otra algebra A’ a la cual se le aplica el Criterio de Bongartz. En general para trasladar el

problema de un algebra A a otra dlgebra A’ se combinan los siguientes resultados:

i) Si A tiene la propiedad (IIP) y J es un ideal (bilatero) idempotente de A entonces A/J



también satisface la propiedad (IIP).
ii) Si A es de tipo de representacién finito y A’ es un cociente de A por un ideal (bildtero) J
‘entonces A’ es de tipo de representacién finito.
iii) Sea A = KQ/Iy P; el A - médulo proyectivo indescomponible asociado al vértice i de Q.
Entonces End/\(P,-) es un anillo local.
Particularmente iii) permite conocer por ejemplo qué elementos son inversibles en
Enda(F;) y con ello efectuar cdlculos y “sustituciones” que determinan un 4lgebra A’ isomorfa al
dlgebra A que se desea estudiar. Esto reduce el problema sobre A a un problema sobre A’.
Combinando las técnicas mencionadas, se estudia cada caso en detalle y se obtiene una lista

completa de todas las dlgebras con la propiedad (IIP) de tipo de representacién finito.

El capitulo estd dividido en cuatro secciones. La primera seccién estd dedicada al estudio de
las relaciones sobre las dlgebras con la propiedad (IIP). Incluimos alli los resultados probados por
M.I. Platzeck en [P2] para un mejor entendimiento de la descripcién de las relaciones sobre éstas
algebras dado que la misma es de importancia central en la resolucién de nuestro problema de
clasificacién. Las dos secciones siguientes contienen definiciones técnicas y resultados relativos a
la teoria de cubrimientos de K - categorias localmente acotadas necesarios para la dltima seccién.
Especificamente, la seccién 2 estd dedicada al grupo fundamental y el cubrimiento topoldgico
universal de un grafo. La seccién 3 trata sobre funtores de cubrimiento Galois y el cubrimiento
Galois universal de una K - categoria localmente acotada. Damos alli la construccién del mismo
e incluimos también el Criterio de Bongartz para tipo finito que es esencial en la resolucién de
nuestro problema. Por iltimo, la seccién 4 es la parte principal de este capitulo. Se incluyen alli,
en forma detallada, todos los célculos realizados para la resolucién del problema de clasificacién.
Esta seccién ha sido dividida en subsecciones en las que se estudian, respectivamente, diagramas
de Dynkin con uno, dos, tres y cuatro lazos y diagramas que contienen un subdiagrama de la forma

o — . Al final de la seccién 4 se prueba que la lista de dlgebras obtenida es completa. -

N



PRELIMINARES

Sea K un cuerpo. Una K - algebra A se dice bdsica sien la descomposicién, A = 1P, de A
como suma de A - médulos proyectivos indescomponibles, P; = P; para i # j.

Para una K - 4lgebra A notaremos con Mod A a la categoria de A - médulos, con mod A a la
subcategoria llena de Mod A de A - médulos finitamente generados y con ind A a la subcategoria
llena de mod A cuyos objetos son representantes no isomorfos de los A - médulos indescomponibles
finitamente generados.

Vale el siguiente Teorema.

Teorema. Paratoda K - dlgebra A de dimensién finita, existe una tnica (a menos de isomorfismos)
K - dlgebra A’ de dimensién finita y bdsica tal que las categorias mod A y mod A',de A y A’ -

mddulos finitamente generados, son equivalentes.(es decir, A y A’ son Morita equivalentes.)

De acuerdo a este teorema, para estudiar la categorfa mod A (si A es una K - 4lgebra de
dimensién finita) es posible suponer, sin pérdida de generalidad, que A es bésica.

En este trabajo todas las dlgebras serdn bésicas, conexas y de dimensién finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado K fijo. La palabra ideal significard ideal bildtero. Para un &lgebra A,
denotaremos con rA al radical de Jacobson de A y por A - médulo entenderemos A - médulo a
izquierda. Sabemos que si A es una K - dlgebra y M un A - médulo, el radical de M coincide con
(rA)M. Denotaremos rM en vez de (rA)M.

Es bien sabido que toda algebra A bésica, de dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado K, es isomorfa al cociente KQ(A)/I de un algebra de caminos KQ(A) donde Q(A) es un
diagrama finito y conexo, e I es un ideal admisible de KQ(A). Recordemos que un ideal 7 de
KQ(A) es admisible si r*[KQ(A)] € I € r’[KQ(A)] para algin entero n, donde 7[KQ(A)]
coincide con el ideal generado por todas las flechas de Q(A). En este trabajo todass las relaciones
serdn admisibles, es decir, A = KQ/I signifcara siempre que I es un ideal admisible.

Se llama diagrama ordinario de A al diagrama Q(A) con un nimero minimo de vértices
tal que KQ(A)/I ~ A, para algin ideal admisible I.

Para un diagrama @ dado, notaremos con @ al conjunto de vértices de Q y con @, al conjunto



de flechas de Q. Si « es una flecha de @, s(@) y e(a) denotardn, respectivamente, a los vértices
origen y final de . Un lazo es una flecha o tal que s(a) = e(a). Para un vértice k, un
monomio en lazos en k serd, 6 el punto k (monomio trivial) 6 un producto [] a;* donde los ¢
son lazos para todo 1. |

Si A = KQ(A)/I es un élgebra y k € (Q(A))o, notaremos con Sy, al A - médulo simple asociado
a ky con Py e I alas cdpsulas proyectiva e inyectiva de Sy respectivamente.

Si @ es un diagrama finito con vértices 1,...,n y A = KQ/I, para cada A - médulo proyectivo
indescomponible P, notaremos P, a la suma ]_[PJ

Para un par de A - médulos X, Y indicjzi'lemos con 7xY a la traza de X en Y, esto es al
submédulo de Y generado por todas las im4genes homomérficas de X en Y.

Para un A - médulo M notaremos con add M a la subcategoria llena de mod A que consiste de
todas las sumas finitas de sumandos de M.

Es sabido que para un diagrama @ dado se puede construir la K - categorfa Ag de caminos,
cuyos objetos son los vértices de @ y dados dos vértices x e y en Q el espacio de morfismos Ag(z,y)
consiste de combinaciones lineales formales de caminos de x a y. Algunas veces consideraremos

equivalentemente al dlgebra de caminos K@) como la K - categoria Ag.



1. RELACIONES EN LAS ALGEBRAS
CON TODOS SUS IDEALES IDEMPOTENTES PROYECTIVOS

Sea A un dlgebra. Si M y N son A - médulos, la traza, 7ar(IN), de M en N es el submédulo de
N generado por todas las imagenes homomérficas de M en N. Se sabe que si P es un A - médulo
proyectivo entonces 7p(A) es un ideal idempotente de A y tales ideales se obtienen de esta manera.
Ademas, si P = A.e, con €2 = ¢, entonces Tp(A) = Ae.A

Se dice que un 4lgebra de artin A tiene la propiedad (IIP) si:

(ITP) Todos los ideales (bilateros) idempotentes de A son proyectivos como A -

médulos a izquierda.

En la primera parte de esta seccién describimos las relaciones sobre algebras con esta propiedad.
Esta descripcién fue hecha por M.I.Platzeck en [P2] y la incluimos en cste trabajo para una mejor
comprensién ya que la misma tiene un rol central en la resolucién de nuestro problema.

En la segunda parte utilizamos estos resultados para dar una descripcién més precisa de las
relaciones sobre un dlgebra de caminos A = KQ/I con la propiedad (ITP) cuando @ es un diagrama
con a lo sumo un lazo en cada vértice.

Comenzamos recordando algunos resultados de [P1] y [P2] vélidos para dlgebras con la propiedad

(IIP).

Proposicién. Sea A un &lgebra (de artin) con (IIP) y sean P y P' A - médulos proyectivos

indescomponibles tales que Hom (P, P') # 0. Entonces Tp(P') =~ P" para algiin r > 0.

Es consecuencia inmediata de esta Proposicién que si Py P’ son A - médulos proyectivos
indescomponibles no isomorfos y Homa (P, P’') # 0 entonces Hom, (P’,P) = 0. De aqui, si A tiene
la propiedad (IIP), los A - médulos proyectivos indescomponibles Py, ..., P, pueden ordenarse de
modo tal que Homy(P;, P;) = 0 para i < j. En particular, el diagrama ordinario Q(A) de A no

tiene ciclos orientados que involucren flechas que no son lazos.

Proposicién. Sea A = KQ(A)/I una K - 4lgebra de dimensién finita con (IIP). Si Q(A) no tiene

lazos entonces A es hereditaria, es decir, I = 0.



Es bien conocido que las lgebras A = KQ(A) hereditarias de tipo de representacién finito
son aquellas tales que Q(A) es un diagrama de Dynkin. Luego, por la proposicién anterior, para
clasificar todas las K - dlgebras A con la propiedad (IIP) de tipo de representacién finito sélo
debemos estudiar A = KQ(A)/I, donde Q(A) es un diagrama con lazos.

En el resto de esta seccién A = KQ/I serd un dlgebra con la propiedad (IIP) donde @ es
un diagrama de n vértices con lazos. Podemos suponer ademas que los A - médulos proyectivos
indescomponibles no isomorfos Py, ..., P, estén ordenados como dijimos anteriormente.

Si Py,..., P, es un conjunto completo de A - médulos proyectivos indescomponibles no isomorfos,
notaremos P a la suma HP,-. Sigue inmediatamente de la definicién de dlgebra con la propiedad

ik
(ITP) que Tp_(Pe) = [ P"* donde j € {i : Homa(P;, P) # 0}, j # k.

Una K - combinacién lineal ¢ de caminos de k en j define un morfismo ¢, de P; en Py dado por
wc(y) = v.c, para v € P;, y todo morfismo de Pj-en P, es de esta forma. Ademds, la imagen de
Pe esté contenida en 7p;(Px). Asf, una m - upla (ci,...,cm) de K - combinaciones lineales ¢; de
caminos con origen en k y fin en j; # k define un morfismo, que también designaremos (c1,---sCm),
de [] PJ'.i""‘ en 7p (Pg), donde dj, es el nimero de ¢; en la m - upla que son combinacién lineal de
caminos de k en j.

Ademss, cuando digamos que (c1,...,Cm) define un tal morfismo daremos por sobreentendido
que los. ¢; son como se acaba de indicar arriba.

Como A tiene la propiedad (IIP), 75, (P) ~ 11 Pf ik para todo k. Luego para cada k > 0,

. dj
existe un monomorfismo ¢r = (Ck.1,---,Ck,my) * L1 Pj”’” — Py con Im ¢ = Tp, (Pr).

Observacién 1.1. El A - médulo 75 (P;) estd generado por todos los caminos 6§ de k en j con

j # k. Luego si ¢y : H Pf"'k — T (Py) es un isomorfismo, todo camino 6 de k en j (Jj#k)
(P, Pi)#0
est4 en la imagen de ¢y, y por lo tanto puede escribirse de manera tinica en la forma:

§= (W0, > Voom) = D Vo,i Chi

donde 75 es combinacién lineal de caminos del final de c; en el final j de 6. Como los A - moédulos
proyectivos indescomponibles Pi, . .., P, estan ordenados de manera que Homu (P, P;) =0sii < j

entonces s,; es cero si e(ck,) > e(8) = j. O sea, se puede suponer que la expresién de § como



[$=)

imagen de la my, - upla ¢, es de la forma:
(1) 6= vsicri
i€S
donde S = {i : final de ¢x; < final de 6 = j5}.

Nos referiremos a la expresién (1) como la expresion de § en los ¢ ;.0

Para cada k > 0 elegimos un tal isomorfismo ¢, = (Chyty ey Chymy) HP’d’“ — Tﬁk(Pk)' En
lo que sigue ¢ denotara el isomorfismo elegido a menos que se indique lo contrario y (1) serd la
expresién de un camino 6 : k — j, j # k en los ¢ ;. Estas my, - uplas serdn de gran utilidad en
el estudio de las relaciones de A.

Comenzamos dicho estudio con la siguiente Proposicién que da un conjunto de generadores del
ideal I de las relaciones de A.

Designemos con L al conjunto de relaciones de A que sélo involucran lazos.

m
Proposicién 1.2. Sea S = {§ — ¢r (75,1, -, V6,m;) = 6 — Z'ygﬂ-ck,i € KQ(A), é camino de
2=1

kenj, j#k, k=1,..,n}. Entonces SUL es un conjunto de generadores del ideal I de las

relaciones de A.

Demostracion. Consideramos relaciones r de k en j y hacemos induccién en n — k.

Sin—k = 0, o sea, si n = k, entonces r es una relacién de n en n y por lo tanto estd en
L. Supongamos que la Proposicién es védlida para relaciones r’ que comienzan en el vértice ¢ con
n—t < n-—k, osea,t > k; es decir, supongamos que toda relacién r’ que comienza en t > k
pertenece al ideal generado por SUL. Sear € I, r = Z)\gé con As € K y 6 un camino de k en j.

: )
Si k = j entonces la relacién pertenece a £. Si k # j, entonces cada § tiene una expresion tnica
my

de la forma 6§ = Z'ygﬂ-ck,,- . Reemplazando en 7 tenemos

i=1

r= ZA55 = ZAs (Z')’&,ick,i) = Z (Z/\a’)’a,i) Cryi = ¢k(z)\6’76,i) el
5 5 i i 8 s .

Luego Z)\gfyg,,- € I porque ¢, es monomorfismo.

5
Como s(7s5:) = e(ck;;) > k, (los ¢, ; no son lazos), aplicamos la hipétesis de induccién a la

relacién Z/\&’)’,s,i, de donde resulta que Zx\g’y‘s,i € (S U L) para todo 3.
3 f;
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Entonces:

Z)\Ms = Z)\6(5_Z'76,ick,i) + ZM(Z’Y&A%J)
5 5 i 5 i
= Y X6 = sicks) + DO _Aevei)ck,
5 i P

y ambos sumandos pertenecen al ideal generado por S U L, lo que termina la demostracion. O

En lo que sigue la siguiente notacién serd til.
. ds
Si ¢ = (c1,02,...,¢m) : [IP;" — P, (X dj =m)esun monomorfismo y ¢} es una K -
combinacién lineal de caminos con origen en k y fin en e(cy), diremos que ‘“c; puede reemplazarse
g 1) | 1

. d
por ¢, ”silam - upla ¢’ =(c|,c2,...,¢m) : [[P;” — Pr esun monomorfismo e Im ¢’ = I'm ¢.

. d .
Lema 1.3. Si ¢ = (c1,...,¢m), ¢ = (¢}, ¢c2,...,cm) : [[ P}’ — Pi son homomorfismos con
Im ¢ =1Im ¢ y ¢ es un monomorfisio entonces ¢' también lo es. Es decir, ¢ puede reemplazarse

/
porcj.

Demostracion. (cj,c2,...,Cm) : ]_]Pfj — Im ¢ es un epimorfismo por hipétesis. Como ¢ es
un monomorfismo [] P;.i i ~ I'm ¢. Luego, la longitud de Nuc (c},ca,...,cn) es 0 y por lo tanto

Nue (¢),¢a,...,em)=0. 0

Los préximos resultados describen las relaciones sobre dlgebras con la propiedad (IIP). El
principal es el siguiente teorema que prueba, en particular, que los ¢ de la my - upla ¢ =
(Ck,1y- - - »Ck,m,) Pueden elegirse de la forma B)a, donde B*) es una flecha con origen en k y a es
un monomio en lazos en k, para cada k=1,...,n.

En ‘adelante serd conveniente, para un camino -y, escribir “y € ¢, para indicar que 7y es uno de

los elementos ¢ ; del conjunto ordenado (¢k,1,. - -, Cny)-

Teorema 1.4. (M.IPlatzeck) Para cada k > 0 existe una my, - upla Dy = (dx,:), donde cada

dy.; es un producto fa con 8 una flecha con origen en el vértice k que no es un lazo, y a un

. ~ d;x . PR

monomio en lazos en k tal que Dy, : H Pj"" — Tp, (Py) es un isomorfismo. Mads ain, si
(P;,Py)#0

D = (di,1,--.,8k,m,) es un tal isomorfismo satisface las siguientes condiciones:

a) El ideal I de las relaciones de A esta generado por expresiones que sélo involucran lazos y
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expresiones de Ia forma:

IBG'I - Z Yga’,fMa (ﬂ(k)a)

‘B(k)ae'Dk

donde 3, ) son flechas con origen en k que no son lazos, a y a’ son monomios en Ios
lazos en k, los g,/ gy, s0n K - combinaciones lineales de caminos con origen en e(B*) y
k=1,...,n.

b) Toda flecha con origen en k que no es un lazo éparece en la my, - upla Dy,.

c) Si Z 'yﬂ<k>a(,8(k)a) € I y los g, son caminos con origen en e(3*)) entonces todos

ﬂ(k)ae'l)k
los ygy, € I, paracadak =1,... n.

Para demostrar el teorema veremos que se puede reemplazar sucesivamente a los ¢, de la
my - upla ¢ hasta obtener una my - upla de la forma requerida en el mismo. Comenzamos

probando el siguiente lema.

Lema 1.5. Supongainos que ¢; € ¢x es una combinacién lineal de caminos con final en el vértice
Js ¢k = 6Ba + E 6;» (Biar) donde B, B; son flechas que no son lazos, a y los a, son monomios

i,7r

en lazos en k, 6; ., 6 € A y Ba # B;a, para todo i,r. Entonces, o bien:
a) ¢j,1 puede reemplazarse por fa.
6

b) ci,1 puede reemplazarse por ¢k — 6fa.

my R

Demostracidn. Como Ba € T, (Py), Ba= Z%‘%,i» Si algun v, € r A entonces tal v, es inversible
. i=1

en A y por lo tanto ¢, = 7,7} ,Ba~—27r“ lfy,-ck,,-. Luego ¢, » puede reemplazarse por Ba obteniendo

iF#r
una nueva my - upla (¢}, ;) tal que ¢}, ; es igua! a Ba 6 ¢ ; segin 7 sea igual o distinto ar. Sir =1,

vale a). Sir # 1, ¢, | = cx,1 puede reemplazarse por ¢} ; — 6c}, . = ¢1.1 — 60a, en cuyo caso vale
b).

Podemos suponer entonces que v, € r A para todo r. Escribimos:

my my,
Ba = Z’Yick,i =n(6Ba+cx1 — 6Ba) + Z')’iclc,i
i=1 i=2
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mg
Sea 2’ = v (ck,1 — 6Ba) + nyick,i. Entonces tenemos la siguiente expresién:
i=2
(%) Ba = y16Ba + 2’
con 2’ € Im (ck1 — 661a,¢k2y---1Chmy,) = Ni. Sea N = Im (cp1,. .., Ck,m,). Queremos probar

que N = N;.

Como ¢j,1 = (ck,1 — 60a) + 6Ba, sigue de la igualdad (x) que N C Ny +r N, pues 1y € 7 A. De
aqui, N + N; = N; + 7 (N + N1) y por el Lema de Nakayama resulta que N C N;. Esto implica
que N = N,. Es decir, los morfismos (cx 1,---,Ckmy) Y (ck1 — 8@, ..., Ckm,) tienen la misma

imagen y por el Lema 1.3 se puede reemplazar ¢ ; por ¢ 1 — 68a.0]

Corolario 1.6. Sea ¢ el isomorfismo elegido anteriormente. Entonces se puede reemplazar cada
ck,; por un producto de la forma fBa donde 3 es una flecha con origen en k que no es un lazo y a

es un monomio en lazos en k.

Demostracion. Supongamos qué algin ¢k ; no es de la forma Ba. Podemos suponer que i =1y
aplicar reiteradamente el Lema 1.5. de la siguiente manera. Supongamos cx,; = 68a + ) 6; +(Biar)
como en el Lema anterior. Entonces por el mismo lema ¢ ; se puede reemplazar por Sa 6 por
Cry = ¢k1 — 8Ba =3 6 r(Biar). Sick, fue reemplazado por c;,u_-,l aplicamos nuevamente el Lema
anterior a la my, - upla (cj, 1,Ck,2,---,Ckm,). Reiterando este proceso se obtiene el reemplazo

deseado.Od
Estamos en condiciones ahora de demostrar el Teorema 1.4.

. d; i .

Demostracion del Teorema 1.4. Sea ¢ = (Ck,1,.-+,Ck,m,) * LI P;"" — 7p (Fx) un isomorfismo.
Por el Lema 1.5 existe una my, - upla Dg = (dg1, - - -, dk,m, ) con cada di; de la forma Ba, donde
B es una flecha que no es un lazo, a es un monormio en lazos y tal que Dy y ¢y tienen la misma

. , djx . .
imagen. De aqui Dy, : H P;?* — 75 (P%) es un isomorfismo.
(P;,Pi)#0 : .
Luego la condicién c) se satisface porque Dy es un monomorfismo. Probemos ahora la condicién

b).
Sea [ una flecha con origen en k. Veamos que /3 aparece en la my - upla Di. Esto sigue de que

el ideal I es admisible.
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En efecto, como 3 no es un lazo y comienza en k, 8 € 75, (Ps). Lucgo f estd en la imagen de Dy,
'y de aqui tiene una expresién de la forma 8 = 5" 5 ;di ;. Esto contradice el hecho que todas las
relaciones son admisibles pues cada di,; es un camino en 1)@ y es diferente de 3. Hemos probado
entonces b).

Probamos ahora a). Sea Dy como arriba en la demostracién de b). Para cada flecha 8 que

no es un lazo y cada monomio a’ en los lazos en el vértice k, consideremos la expresién de

- \ . s N .

Ba' en los f®a, Bu = Z Yiar f*)a Pa y sea 8" = {Bu’ — L Yoo pMa s*a
BMaeD, B aeD,

f es una flecha con origen en k, a’ un monomio en lazosen k, k=1,...,n}.

Veamos que S’ U L genera al ideal I de las relaciones de A.
De acuerdo a la Proposicién 1.2, el conjunto S U L genera I, donde
S={6- Z Vs pka B*a e KQ(A), 6 camino de k en j, j # k} . Basta probar entonces que
BraeD,,

toda relacién § — Z Ys,8k)a B*)a de S pertenece al ideal generado por S’ U L.

B*)aeDy
Como k # j, el camino § puede escribirse como 8§ = yBa’ donde a’ es un monomio en lazos en

k, B es una flecha que no es un lazo y v es un camino de ¢(8) en j.

Sea Ba’ = Z Yoar pma B*a la expresion de Ga’ en los f*)a. Multiplicando esta expresién
B*laeDy, '
por 7y obtenemos:
6= 7180‘/ = Z ('Y/Yﬂa’,ﬂ(k)a) ﬂ(k)a
ﬁ(k)aEDk
De aqui
6 - Z ’Y&,ﬁ(kmﬁ(k)a = Z ’(W'Vﬁa’,ﬂ(k)a = Y5,5Ma) B®a =0
BFaeDy, Bk aeDy,

en A = KQ/I. Por c) sabemos que los elementos 2ama = V-Ya’ BMIa — Vs,p0, de KQ estdn en I,

para todo ¥ a € D;. Luego

6 — Z ’Y&,ﬁ<k>a,3(k)a = yfa’ - Z (’Ys,;a(k)a+’7’ma',ﬂ<~>a —’Y’Yﬁaf,ﬁma)ﬂ(k)a

BHElaeDy B aeDy,
=7 (lBa'l - Z YBa’ B a /B(k)a‘) + Z Zﬂ(k)aﬁ(k)a
B aeD,, B aeDy

El primer sumando estd en el ideal (S’) generado por &', y el segundo pertenece a I.rKQ. Esto
prueba que S C (§') + I.7KQ. Como SU L genera I sigue que I C (S’ U L)+ I.7KQ. Del Lema
de Nakayama sigue entonces que I = (S U £). Esto termina la demostracién de a) y del Teorema

1.4.00
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La siguiente Observacién es consecuencia inmediata del Teorema 1.4 y la Observacién 1.1 y serd

de gran utilidad en los préximos resultados.

Observacién 1.7. Para cada k > 0 elegimos el isomorfismo ¢ : || P;l""“' — 7p (Px) como en el
Teorema 1.4. Entonces la Observacién 1.1 se puede reescribir de la siguiente manera. Todo camino
6:k — j, k# j tiene una expresién tnica de la forma:
. _
6= }_J 76,/3(")11 (ﬁ(‘\)a)
BEIaeS

donde cada 5 gy, €s combinacion lineal de caminos del final de 3*) en el final j de § y

S ={B®aec ¢, : final de B*) < final j de 6}.
Como otra consecuencia inmediata del Teorema 1.4 tenemos la siguiente observacién sencilla.

Observacién 1.8. Sea Q un diagrama con lazos, i un vértice de Q) y supongamos que lag dnicas
flechas de Q con origen en 4 son lazos. FEntonces para cada lazo a en ¢, la tinica relacién de

A = KQ/I que involucra al lazo « es o? =0, para algin j > 0.0

Es bien conocido que el dlgebra de caminos del diagrama - =3 - llamada 4lgebra de
Kronecker, es de tipo de representacién infinito. Se sabe también que el dlgebra
KQ/r*(KQ) donde Q es el diagrama O O es de tipo de representacién infinito y de aqui también
son de tipo de representacién infinito KQ y KQ/I para todo ideal admisible I de K Q.

Como nuestro objetivo es clasificar las 4lgebras A con la propiedad (ITP) de tipo de repre-
sentacién finito, podemos suponer que ninguno de los diagramas anteriores es subdiagrama de
Q(A). O sea, que Q(A) es un diagrama sin flechas dobles y con a lo sumo un lazo en cada vértice.

Usamos los resultados de [P2] arriba mencionados para probar a continuacién un teorema que
da una descripcién més precisa de las relaciones sobre algebras con la propiedad (ITP) dadas por
un diagrama con a lo surﬁo un lazo en cada vértice. Este teorema serd esencial en la clasificacién

de las dlgebras con la propiedad (IIP) de tipo de representacién finito.

Teorema 1.9. Supongamos que hay un tnico lazo o en k y sean B, . .. , B¢ todas las flechas con

origen en k que no son lazos. Entonces la my, - upla del Teorema 1.4 puede elegirse de la siguiente
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manera:

(Blaﬂlaw' . )ﬁla1.17ﬂ2aﬂ2a,' .. ,:82ar27‘ .- aﬂt)ﬂia)" . )ﬂtart)

Demostracion. Sea (B1a™, B2, ... fiait) i;€J; unamy - upla como en el Teorema 1.4. Pro-

1 <Ij <t
baremos por induccién sobre ¢ que esta my, - upla puede reemplazarse por

(B, B, ..., Bia™, Bs, Bacy, ..., Bac™, . .. B, Brex, . .., Bra™) donde r; +1 es el cardinal de Jj para
cada j.

Sea j; = e(8;). Podemos suponer que J1 < j2 < --- < j; pues en caso contrario renombramos
las flechas ;.

De la Observacién 1.7 sigue que cualesquiera sean i y 8, la expresién de B;a° en los B0, .. .,

Brat, ;€ J5, 5=1,...,t es de la forma:

(1) pia® = Z Z%hs Bia*

=1 14,€J,

Veremos primero que se pueden reemplazar todos los productos Bya’t, i) € J; por
B, e, ..., Bia™.

El Teorema 1.4 asegura que la flecha 3, aparece entre los productos fra*t, iy € Jy. Supongamos
por el absurdo que sélo es posible reemplazar r de los restantes productos Byat, i) € Jy, conr < 7.
Obtenemos entonces una nueva my, - upla
(Bia™,. .., Bt )iseq; donde Jy, = J{UJY, Ji = {0,1,...,7} y min {itedJ/}=r+dcond>1.
Consideramos todos los posibles conjuntos J; con card J{ =7+ 1y elegimos uno con d minimal.

Teniendo en cuenta la expresién (1) resulta que para cada 0 < J < d, f1a™7 tiene una expresién

tinica de la forma:
T .
(2) B =Dy et + D i Bt con iz er A, Vie I
=0 ey

En efecto: si para algin ip € J', v,,; ¢ T A entonces -y, ; es inversible y por lo tanto

pra’® =L (Bra™t Z%,Jﬁla - Z Vi, 810%)
ie Jy

i # g
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es decir, se puede reemplazar 5 a' por fra™ti, con 0 < j < d, lo que contradice la minimalidad
de d. En particular, y(y4a),; € 7 A para todo 0 <7 < d.

Haciendo j = 1 en la igualdad anterior (2), tenemos que Bya" e tiene la siguiente expresion:

T
Bra"td = (ﬂlarﬂ)-ad_l = Z”/i,lﬁlai+d_1 + Z"Yi,lﬂlai+d_l

=0 ey
= Z Yin Bt + Z Vi BT
0<i+d-1<r i+d—1>r
i€ J] - i€ Jy

(*)
+ Z ”/1',1,31011%1—1

i€ Jy

g

(%)

Reemplazamos en (x) y (+*) a cada B1a*T¢~! por su expresién en los Bra, ..., Bott,

i; € Jj, j=1,...,t. Veremos que el coeficiente de 8" t¢ tanto en () como en (*x) estd en T A,

lo cual es una contradiccién por la unicidad de la expresién de 5y o™t en los fia, ..., Brate.
Recordemos que r +j € J”, Vj =1,...,t. La segunda afirmacién resulta de que ;1 € 7 A si

i € JJ. Suponemos entonces i € Jj, estoes, i <r+1y estudiamos el coeficiente de Bya™t4 en ().
Es claro que el coeficiente de B1a™+¢ es cero en el primer sumando de ().

Notemos que como estamos considerando ¢ < 7 + 1, en el segundo miembro de (x) se tiene
r<i+d—1<r+d De (2) sigue entonces que el coeficiente de B1a"t? en la expresién de
Biaitd1 en los B, ..., Batt, estd en v A lo que termina la demostracién del caso t = 1.

Seat>1y1l<s<n Suponemos que se pueden reemplazar los productos
Bra, ..., Bs—1ab, i€ 5, j=1,...,s—1por Bi,Bice, ..., Bra™, ..., Bs—1, Bs—10x; . ..
Bs_10s=1 y veremos que también se pueden reemplazar de la misma forma los B,a's,
is € Js.

De manera andloga al caso t = 1 suponemos por el absurdo que no se pueden reemplazar todos
los productos Bsats, i, € Js y elegimos J, tal que Jy = Jg U J! con J, = {0,1,...,r} maximal,
min {i € J'} =r+dy d>1 minimal

Por la Observacién 1.7 tenemos que para cada 0 < j < d, Bsa" 17 tiene una expresién tnica de
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la forma:

Ty—

™1 T2
ﬂsar-i-J = Z'Yll,j '810[”1 + ZW&,J‘ 1320‘12 + -+ Yi._1.,7 ﬂs—lald_1 +
=0

-

11=0 l2=0

Z')’lsa Bsals + Z N3 ﬁs

1,=0 ]u

con v, €1 A, sil, € J! ( por la minimalidad de d).

Haciendo j = 1 en la igualdad anterior se tiene que la expresion de B,a" 4 en los 8o, . . ., Biott,
con0<i, <rpparan=1,...,s—1yi, €J,sin>s—1,es lasiguiente:
Ts—1
1 Li4-d—1 Ly—1+d—1
(3) (18 a1"+ 2711,1 ﬂla ot R Z Yi—1,1 ,83_10(‘ it
1y=0 l;—1=0

.
TN ad— N ) _
+ >_J’)’ls,1 Boads ot 4 L Y1 Bsalb T4

1,=0 LeJ

(*)
Nuevamente, reemplazando en (3) cada B;alit@1 =1 ... s por su expresién en los B0, .. .,
Bia®t, 0 < i, <rpparan=1,...,s—1, i, € J, para n > s — 1 y utilizando la Observacién
1.7 tenemos que el coeficiente de Bsa"t¢ en (3) es cero salvo en (*). Recordemos que estamos

suponiendo que e(f8;) < --- < e(B;). Procediendo como en el caso t+ = 1, se prueba que..el

coeficiente de B;a"? en (3) (%) estd en 7 A, lo cual es una contradiccién. O

Observacion 1.10. Como consecuencia inmediata del teorema anterior y el Teorema 1.4 obte-

nemos la siguiente descripcién de las relaciones de A = K Q/I cuando A tiene la propiedad (IIP)

y existe a lo sumo un lazo en k para todo k.

Sean ﬂfk),ﬂék), ey ﬁ,gi) todas las flechas con origen en k que no son lazos y & un lazo en k.

Elegimos la my, - upla ¢, como en el Teorema anterior, es decir

( fk)> {k)a’ L ,ﬂ;k)arl'kvﬂék),ﬂék)a; L ,ﬁék)arz_k, o ,ﬁr(lt),ﬂ’(_i)a’ . “37(1";)9‘1‘1%,;;)

vy sea para cada 1 < s < ny

g ik

lggk)aﬁ,k-i-l Z Z ,.n(s)ﬁ(k)

j=114;=0
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la expresién de ﬂgk)a”:‘c“ como imagen de lamy, - upla elegida. Entonces el ideal de las relaciones
de A estd generado por el conjunto £ de todas las relaciones en los lazos en A y el conjunto

ng Tik
{ :ng)ars‘k—*‘l - Z Z fygfi)ﬁ_gk)aij) §= ]-> ceey N, k>0 }

g=1 i;=0

O

Ohsorvacién.1.11. Otra consecuencia del Teorema 1.9 es la signiente. Sea ) un diagrama que
contiene al diagrama, (C_:) a LN b (3 como subdiagrama y sea A = KQ/I con la propiedad (IIP).
Si ot =0, Ba =+ son relaciones de A entonces y** = 0 en A.

En efecto, por el Teorema 1.9, 8, Be,..., Ba*"" son coordenadas del isomorfismo

¢q : H P, — 71p Fu. Por otro lado, se tiene la siguiente igualdad en A:
i#a,b

0=pa" = 'Yitﬂ = d’a('yﬁ)
y como ¢, es un isomorfismo, ¥t =0en A. O

Ejemplos.

1) Sea Q el diagrama

RG =
2C

a) A=KQ/ < o, Ba,y* > es un dlgebra con la propiedad (IIP) tal que 75 (P1) = 7p, (P) ~
Py, 7p, (Py) = 7p,(P2) = 0. Por el Teorema 1.9, B define un isomorfismo P, — Tp, (P1)-
Notemos que A = KQ/ < o, Ba,y? > es también un 4lgebra con la propiedad (IIP) con
7p,(Py) = Pp y 7p,(P2) = 0, cualesquiera sean 1, j.
Otro ejemplo de dlgebras con la propiedad (ITP) definida por el diagrama Q con relaciones

es el siguiente:

b) A= KQ/ < o*,Ba—~p, 42 >. Aqui 7p,(Py) =2 P, también, pero a diferencia del ejemplo
a) el grado de nilpotencia de o en A determina las posibles potencias no nulas de v en A

como prueba la Observacién 1.11.

¢) A=KQ/ <ot Ba® - ~B,7% > tiene la propiedad (IIP), 7p,(P1) = P} y (B, Ba) define un

isomorfismo de PZ — 7p,(Py).
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En forma andloga a la Observacién.1.11, usando que (3, Ba) es un isomorfismo de
Py — 7p,(Py), se prueba que si o = Ba? —y3 = 0 en A y A tiene la propiedad (IIP)

entonces (2] = 0 donde [£] denota la parte entera de 3
2) Sea @ el diagrama

A =KQ/ < a? Bra,fia—6B2 > es un dlgebra con la propiedad (IIP), Tp, (P) =7p, 1 P (P1)
Py 1] Py y un isomorfismo estd dado por (84, 8,:). Probaremos mds adelante que esta dlgebra cs de
tipo de representacién finito.

A = KQ/ < a?,Bia — 8B, 20> > es un ejemplo de un 4lgebra con la propiedad (IIP) con
T, (P1) ~ P, P? de tipo de representacién infinito como probaremos luego. De acuerdo al

Teorema 1.9, (51, B2, f2cr) define un isomorfismo entre 75 (P1) y P11 P2.
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2. GRUPO FUNDAMENTAL DE UN GRAFO.
CUBRIMIENTO TOPOLOGICO UNIVERSAL DE UN GRAFO ORIENTADO

Informalmente podemos decir que un grafo es un espacio topoldgico que consiste de una
coleccién de puntos, llamados wvértices , y una coleccion de lados . Cada lado es homeomorfo
a un intervalo de la recta real y une dos vértices 6 es homeomoifo a un circulo y une un vértice
dado con si mismo.

Esta seccién esta dedicada a describir el grupo fundamental de un grafo y mostrar como se
construye un cubrimiento topoldgico universal de un grafo orientado. Con respecto al grupo fun-
damental de un grafo enunciaremos importantes y conocidos resultados que no demostraremos aqui
y cuyas demostraciones pueden verse en [Ma.

Comenzamos con la definicién de grafo como objeto topoldgico.

Definicién. Un grafo es un par que consiste de un espacio de Hausdorff X y un subespacio
X, Hamado “el conjunto de vértices de X”, que satisface las siguientes condiciones:
a) Xp es un subespacio cerrado y discreto de X.
b) X — X es la unién disjunta de subconjuntos abiertos ¢;, donde cada ¢; es homeomorfo a
un intervalo abierto de la recta real. Los abiertos ¢; son llamados “lados”.
c¢) Para cada ¢; su borde ?7; — ¢; es un subconjunto de Xy que consiste de uno o dos puntos.
Si 7; — ¢; consiste de dos puntos entonces el par (Z:, £;) es homeomorfo al par ([0,1},(0,1));
si 7; — £; consiste de un punto entonces el par (#;,¢;) es homeomorfo al par (51,51 — {1})
donde S; es el circulo unitario del plano.
d) X tiene la topologia débil. Esto es: un subconjunto A C X es cerrado (abierto) si y solo si

ANY; es cerrado (abierto) para cade lado ¢;.

Notemos que esta definicién de grafo conincide con la definicion de complejo CW unidimensional,
es decir, topolégicamente un grafo es un complejo CW y por lo tanto toda la teorfa de complejos

CW es aplicable.
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Ejemplos.

1)

./ \.

/
AN

NN
\/\/

es un grafo conexo.

2) Para cada entero n > 0, sea C), ¢l circulo del plano zy con centro en el punto (1/n,0) y radio
1/n. Sea X la unién de todos los circulos Cy, y sea Xo = {(0,0)}, es decir, existe s6lo un vértice.
Es facil verificar que las condiciones a), b) y c) se satisfacen. Sin embargo la condicién d) no se
satisface. En efecto, A = {(1/n,0)}nen s un subconjunto de X tal que ANY; es cerrado para

cada lado ¢; pero A no es cerrado con la topologia del plano inducida en X.

Es importante aclarar que este tipo de espacios (ejemplo 2)) no son objeto de estudio en este
trabajo pero el ejemplo ayuda a comprender el significado de la condicién d) que en el caso en que
X tiene s6lo un nimero finito de lados se satisface trivialmente pero puede no satisfacerse si X

tiene un nimero infinito de lados.

Un lado ¢ de un grafo estd orientado si se ha elegido una direccién positiva para el mismo,
o sea, un orden en £ — £. Esta orientacién se indica poniendo una flecha con origen en el menor
elemento y final en el mayor elemento de ¢ —¢. Si ¢ es homeomorfo a un circulo y une el vértice
o con si mismo se pone una flecha de zg en zo. Llamaremos vértice inicial , s(¢), de un lado
orientado ¢ al vértice de comienzo de la flecha en £ y vértice final , e(f), de £ al vértice final de
la flecha en £. Es claro que todo lado tiene dos posibles orientaciones.

Un grafo se dice orientado si todos sus lados lo estin y es lo que se denomina en teoria de
representaciones un diagrama .

Si Q es un diagrama, designaremos con Q°? al diagrama que tiene el mismo grafo que Q v
orientacién opuesta, es decir, cada lado de Q°P est4 orientado en sentido opuesto al cor1ebpond1ente

lado en Q. Si £ es un lado en @ indicaremos £7! al correpondiente lado en Q°7.

Definicién. Si a y b son vértices de un diagrama @ llamaremos paseo en Q de a en b a una

sucesién finita de lados orientados, o sea una sucesién finita de flechas, £,....£f2f) con £; € Q 6
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6 € Q°F, s(£y) = a, e(f,) = b, y tal que el vértice final de ¢;_, coincide con el vértice inicial de
¢; para todo i. El paseo se dice reducido si ¢; # ¢}, para todo i, esto es £; y £;—1 no son el
mismo lado con orientaciones opuestas. Un paseo se dice cerrado si comienza y termina en el

mismo vértice.

Un caso especial de grafos conexos son los denominados srboles. Un arbol es un grafo conexo

que no contiene paseos reducidos cerrados.

Notemos que todo subgrafo conexo de un édrbol es también un arbol y que en un érbol todo par
de vértices distintos puede ser unido por un unico paseo reducido.
El teorema principal acerca de la topologia de un drbol es el siguiente que dice que el grupo

fundamental de un drbol con base en cualquier vértice es trivial.

Teorema. Todo drbol es contractil.

Es claro que todo grafo contiene subgrafos que son drboles, por ejemplo un subgrafo que con-
siste de un sélo vértice. El conjunto de todos los drboles que son subgrafos de un grafo dado es
parcialménte ordenado por inclusién y es facil probar, usando el Lema de Zorn, que contiene un
clemento maximal.

El siguiente Teorema (c.f [Ma], cap.6, teo.4.3) trata sobre la naturaleza de los drboles maximales

en un grafo.

Teorema. Sea X un grafo conexo y T un subgrafo de X que es un drbol. Entonces T' es un drbol

maximal si y sélo si T' contiene todos los vértices de X.

Sea X un grafo conexo, vp un vértice de X y T un drbol maximal en X. Sea {x : Y€ A} el
conjunto de lados de X no contenidos en T'. Elegimos una orientacién para cada uno de los lados
25 y sean ay,by los vértices inicial y final de ¢, respectivamente. Asociamos a cada lado £, un
clemento ay € 7(Q,vg) como sigue: dado que existe un 1inico paseo reducido Ay en T de vp en ay
y un tnico paseo reducido By en T de by en vy, sea o la clase de homotopia del paseo Byl Ax.
Si a) = vp omitimos el paseo Ay y andlogamente si by = vo omitimos el paseo B,. Enunciamos a

continuacién un conocido teorema acerca del grupo fundamental de un grafo conexo (c.f. [Ma]).



23

Teorema. El grupo fundamental, m(X,v,), de un grafo conexo X con base en el vértice vy es un

grupo libre sobre el conjunto de generadores {ay, A € A}.
Notacién. Sea @ un diagrama y o un paseo en Q. Notaremos [o] a la clase de homotopia de a.

Ejemplos.

[49
1) Sea Q el diagrama -5 .= .
1 2 B 3

Sea T el siguiente arbol maximal de Q : SN ; 2, R

Entonces 7(Q,1) es el grupo libre generado por [y~!871av), o sea, 7(Q,1) ~ Z.

B 2

. — .

. 1
2) Sea @ el diagrama 5
[s4
El grupo fundamental 7(Q, 1) es isomorfo a Z y un generador es [a], lo cual sigue inmediatamente
de la descripcién anterior sobre los generadores del grupo fundamental elegiendo : LN ; como arbol
maximal en Q.

En este caso puede obviarse esta construccién pues , esun retracto por deformacién del

diagrama @ y es bien sabido que el grupo fundamental del circulo es isomorfo a Z. Notar que el

grupo fundamental con base en el vértice 2 también es isomorfo a Z y un generador es [Baf71].

«@Q Q)
3) Sea Q el diagrama -3 - =3 -
18,2p 3
Elegimos el siguiente drbol maximal 7" en Q : Lo, 5 TN i

Entonces el grupo fundamental, 7(Q, 1), de Q) con base en el vértice 1 es un grupo libre con dos

generadores a = [y 'ao) y b = [85 B e o).

Nos ocuparemos brevemente ahora de espacios de cubrimiento de un grafo. Comenzamos enun-
ciando un conocido teorema que dice que cualquier espacio de cubrimiento de un grafo es también

un grafo en una manera natural. La demostracién de este teorema puede verse en [Ma] pag. 201.

Teorema. Sea X un grafo conexo con conjunto de vértices Xo. Sea (Y, p) un espacio de cubri-

miento de X y sea Yo = p~'(Xy). Entonces, Y es un grafo con conjunto de vértices Yj.

En particular, si @ es un diagrama con conjunto de vértices Qg y (@, p) es un cubrimiento de Q
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entonces Q es un diagrama con conjunto de vértices p~*(Qp). Los lados de Q estan orientados de
la siguiente manera: si 7 es un lado en @ que une los vértices a y by p(a) = a, p(d) =by p(h)=¢
entonces ponemos una flecha en 7 de @ en b si hay una flecha £ de a en b en Q.

Describiremos ahora como se construye un cubrimiento topélogico universal W de un diagrama

Q con base en un vértice vy de Q.

El conjunto de vértices Wy de W es el conjunto de clases de homotopia de paseos en  con
origen en vg. Las flechas en W se definen de la siguiente manera. Sean w; y wa vértices de W.
Para cada flecha § en Q hay una flecha by wy © W1 — wo si y s6lo si existen paseos representantes
q1 Y g2 en @ de w; y wo respectivamente tal que ¢ = oqy.

Notemos que una flecha 6 en @ puede originar varias flechas en W que difieren en sus extremos.
A pesar de ello, con frecuencia designaremos 6w, — wy a Swl,w.

La proyeccién de cubrimiento p : W — @Q estd dada de la siguiente manera: para cada vértice
wy de W, p (wg) = e(a), donde a es cualquier paseo en Q representante de wp y si 6 es una
flecha en W de w; en wq originada por una flecha 6 en @ tal que existen paseos q1 y g2 en Q
representantes de w; y ws respectivamente, con qa = bq,, entonces p (5) = 6.

Observemos que la proyeccién que acabamos de definir induce un morfismo de K - dlgebras de
KW en KQ y también un funtor K - lineal F entre las K - categorias definidas a partir de los
diagramas W'y Q.

El grupo fundamental 7(Q,vo) del diagrama @ con base en el vértice vg de @ actia libre y
transitivamente sobre W de la siguiente manera: si [a] € 7(Q,v0) y wo es un vértice de Wy
go es un paseo en @ representante de wy entonces [@).wo = [qoa] y si 5 es una flecha en W que
une los vértices wo y w; originada por una flecha § en @ tales que existen paseos qo y q1 en Q
representantes de wy y w; respectivamente, con q; = 8qo entonces definimos [a].s como la flecha
[00a] — [q1¢]. (Notar que esta flecha también estd originada por § pero tiene distintos vértices

inicial y final que §).

En la préximas secciones trataremos los llamados funtores de cubrimiento y funtores de cubri-
miento Galois entre K - categorfas definidos por la accién de un grupo y veremos que el funtor F'

inducido por p es un cubrimiento Galois de la K - categoria Ag, definido por la accién del grupo
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fundamental 7(Q, vy) sobre W.
Finalizamos esta seccién con un ejemplo que muestra cual es el cubrimiento universal del dia-

grama - — - =3} -,

Ejemplo.

Sea @ el diagrama : =4 ; %k . Construimos el cubrimiento universal de @ con base en 1.
Ya hemos visto que m(Q,1) ~ Z y un generador es a = [y~ 7 ay).
Las clases de homotopia de paseos de 1 en 1 son loé elementos del grupo fundamental 7(Q, 1),
es decir, las potencias enteras de a. Como la accién de 7(Q,1) sobre el cubrimiento universal W
es transitiva, las clases de homotopia de paseos de 1 en 2 son : v.a™, n € Z y de paseos de 1 en 3

son de la forma (avy).a", (67).a", n € Z.

Luego el diagrama W es el siguiente

Cace) B [] G (6~ an]

K K K

[r=ta=1pr] 0 y=16-1an]
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3. FUNTORES DE CUBRIMIENTO GALOIS. CUBRIMIENTO GALOIS
UNIVERSAL DE UNA K - CATEGORIA LOCALMENTE ACOTADA

Presentamos en esta seccién la teoria de cubrimientos Galois que juega un importante rol en el
estudio de dlgebras y sus médulos .
En nuestro caso particular estas técnicas de cubrimientos nos permitirdn resolver completamente

el problema de clasificacion de las dlgebras con la propiedad (IIP) de tipo finito.
3.1 Cubrimientos Galois entre K - categorias localmente acotadas

Definicién. Una K - categoria de A es una categoria tal que para todo par de objetos x, ¥y
de A el conjunto A(x,y) de morfismos de z en y tiene estructura de K - espacio vectorial y las
composiciones A(z,y) x A(y,z) — A(z, z) son aplicaciones K - bilineales, cualesquiera sean los

objetos z,y, z de A.

Definicién. Diremos que A es una K - categoria localmente acotada si es de la forma

A = KQ/I donde Q satisface las siguientes condiciones:

a) Q es localmente finito, esto es, el nimero de flechas que salen y llegan a un vértice es finito.
b) Para cada vértice x € Qo existe un niumero natural N, tal que el ideal I de las relaciones de
A contiene todos los caminos de longitud mayor o igual que N, que comienzan o terminan

en x.

e I es un ideal admisible de K@, es decir, I es un ideal de K (@) contenido en el ideal generado por

todos los caminos de longitud > 2.

Recordemos que si A es una K - categoria, un A - médulo es un funtor M : A°? — Mod K,
donde Mod K es la categoria de K - espacios vectoriales, y un A - médulo M es finitamente

generado si es cociente de una suma finita de funtores representables de A°? — Mod K.

Sea A = KQ/I una K - categoria localmente acotada y G un grupo de automorfismos de A.
Entonces el grupo G actia sobre Mod A por traslaciones, es decir, para cada A - médulo M y cada

g € G se define M9 = Mog.
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Recordemos que G acta libremente sobre A si g.z # z para cada objeto z € Ay g # 1 en G.

Definicién. Un cubrimiento Galois entre las K - categorias A y A definido por la accién de

un grupo G de automorfismos de A es un funtor F: A — A que satisface las siguientes condiciones:

a) G es un grupo de automorfismos K - lineales de A que actiia libremente sobre A.

b) Fog=F, VgegG.

c) F es un funtor suryectivo sobre objetos y G actiia transitivamente sobre la fibra F~l(a)
para todo objeto a de A.

d) F es un funtor de cubrimiento, es decir, las aplicaciones inducidas:

1 A.y) — A(F(2),a)

F(y)=a

1 At.2) — Ala, F(x))

F(y)=a

son biyectivas para todo objeto z de A y a de A.

Daremos algunos ejemplos de cubrimientos Galois.
Ejemplos 3.1.1.

1) Sea A una K - categoria localmente acotada y GG un grupo de automorfismos K - lineales que
acta libremente sobre A.
Se define la categoria cociente A/G de la siguiente manera. Los objetos de A/G son las orbitas

determinadas por G en el conjunto de objetos de A; y si designamos con O, la G - érbita del

objeto a de A, un morfismo f : O, —> O, er A/G es una familia f = (yfe) € H Az, y) tal

x € O,
y € Op
que g., fz = gy fgz para todo g € G. La composicién de morfismos en A/G estd dada en la forma

natural.
La proyeccién canénica w : A —» 1~\/ G que a cada objeto a de A le asigna su G - érbita Oy, ya

cada A - morfismo f : a — b la familia nf = (,7f,) € H A(z,y) definida por I =9'fg™?
x €0,
y € Op
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sia=gx, b=g"y, 9,9’ € G, es un funtor de cubrimiento Galois definido por la accién del grupo
G.

Ademés, 7 es universal con respecto a la propiedad mo g = w, Vg € G. Es decir, todo funtor
F: A — A que satisface Fog = F, Vg € G se factoriza a través de 7, o sea, existe un funtor

H:A/G— Atal que F=7H.

A —2- A/G
|
A

Es facil ver que H es un isomorfismo si F' es un funtor de cubrimiento Galois.

2) Sea A = KQ/ < o > la categorfa localmente acotada definida por el diagrama @ : ; LN

«
con relaciones y sea A la K - categoria localmente acotada definida por el siguiente diagrama

infinito Q

az 81 b2

con las relaciones ajqj—1...05410; = 0, Vi € Z. Sea G el grupo de automorfismos de A
generado por el morfismo 7 definido como sigue: n(a;) = air1, n(bs) = biyr, N(0s) = iy, n(G3:) =
Bi+1, Vi € Z. Entonces G ~ Z. El funtor F: A — A definido por F(a;) = 1, F(b;) =2, F(os) =
a, F(B3;) = 8 Vi € Z es un cubrimiento Galois de A definido por la accién del grupo G.

El funtor inducido por F' del cociente A/G en A que identifica Oq, con 1, O, con 2, el tinico
morfismo de On, — O,,, inducido por las fechas a;, con la flecha o y el tdnico morfismo de

O, — Oy, inducido por las flechas B;, con la flecha 3 es el jsomorfismo H mencionado en 1).
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3) Sea @ un diagrama y (W, p) el cubrimiento topoldgico universal de @ con base en el vértice vg
construido en la seccién 2. En la misma seccién mencionamos que la proyeccién de cubrimiento
p: W — Q induce un funtor Fj, : Aw — Ag, donde Aw y Ag son las K - categorias
construidas a partir de los diagramas W y Q respectivamente.

Es facil ver que F}, es un funtor de cubrimiento Galois definido por la accién del grupo funda-

mental 7(Q,vy) sobre W.

4) Sean Q y Q' diagramas. Una aplicacién 7 del diagrama @’ en el diagrama ) es una funcién que
satisface m(Q}) € Qo y ¢(Q}) C @, de modo que si .f es una flecha de z’ en 3’ de Q' entonces
w(f) es una flecha de 7(z’) en 7(y’) de Q.

Toda aplicacién de diagramas 7 : @’ — Q@ induce un funtor 7 entre las categorias KQ' y KQ.

Si I es un ideal admisible de KQ, para cada par de objetos z,y de la K - categoria K@
indicaremos con I(z,y) al K - subespacio de KQ(z,y) de todos los caminos de = en y en KQ
pertenecientes a I, es decir, I(z,y) = KQ(z,y) N I.

Sean (Q',I') y (@, I) diagramas con relaciones, o sea, I, I’ ideales acinisibles de KQ y KQ" |
respectivamente. Se dice que una aplicacién de diagramas 7 : @ — @ es una aplicacién de
diagramas con relaciones si el funtor 7 inducido satisface que T(I') C I, es decir, W(I'(2',y")) C
I(n(z),n(y)), V z’,y’ objetos de K@Q'. Si m es una aplicacién de diagramas con relaciones de
(Q',I') en (@, I) escribiremos 7 : (Q',I') — (Q, I).

Toda aplicacién de diagramas con relaciones 7 : (@', I’) — (@, I) induce canénicamente un
funtor, que notaremos K, entre las categorias cocientes KQ'/I' y KQ/I.

Sea G un grupo de automorfismos del diagrama con relaciones (Q’',I’) que preserva las relaciones
de I'. Sedicequen: (Q',I') — (Q,I) esun cubrimiento Galois del diagrama con rela—
ciones (Q,I) definido por el grupo G si el funtor K7 es un cubrimiento Galois de KQ/I
dado por la accién de G sobre KQ'/I'.

En el ejemplo 2) la aplicacién 7 : (Q,T) — (Q,I) definida por m(a;) = 1, 7(b;) = 2, w(a;) =
a, m(B;) = (B para todo i € Z es un cubrimiento Galois de (@, I).

En el ejemplo 3) la proyeccién de cubrimiento p define un cubrimiento Galois del diagrama Q.
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3.2. Construccién del cubrimiento Galois universal de una K - categoria local-

mente acotada.

Sea A = KQ/I una K - categoria localmente acotada. Veremos ahora como construir un cubrim-
iento Galois F' : (Q,I) — (Q, I) lamado el ‘cubrimiento Galois universal de la presen —
tacion (Q,I) de A. Tal cubrimiento estd definido por la accién de un grupo cociente del grupo

fundamental 7(Q, vo) de Q.

Para cada par de vértices z,y de @ sea I(z,y) el conjunto de relaciones r de I que son K -
8
combinaciones lineales de caminos de z en y, es decir, 7 = E A;u;, con u; un camino de x en y,
i=1
para todo 1.
Sea m(I) el conjunto de relaciones minimales de I. Recordemos que una relacién
s
r= g \iw; de I(x,y) es minimal si para todo subconjunto no vacio J C {1,...,s}, E A ¢
i=1 ieJ
I(z,y) .

Sea W el cubrimiento topoldgico universal del diagrama () con base en el vértice vy y sea .
N(Q,m(I),vo) el subgrupo normal del grupo fundamental 7(Q,vo) generado por todos los elemen-
tos de la forma [w™!p~1qw] donde w es un paseo con origen en vy, py ¢ son caminos con origen en

8

el vértice final e(w) de w tales que existe una relacién minimal 7 de la forma r = pp+ 4/ q-{—Z)\iui

i=1

con p, ' € K — {0} y wu; # p,q para todo 1.

El grupo N(Q,m(I),v) actia sobre W por restriccion de la accién del grupo fundamen-
tal 7(Q,v). Sea Q el diagrama de érbitas W/N(Q, m(I),vo) determinado por la accién de
N(Q, m(I),vp) sobre W definido de la siguiente manera. Los vértices de @ son las érbitas O,,, de
vértices w,; de W. Dados dos vértices w;, wy de W, existe una flecha 5 Ow, — Ow; si y sélo si
existe una flecha § : w, — ws en W. Recordemos que las flechas § de W son inducidas por una
unica flecha § de Q ( c.f. seccién 2)

En el ejemplo anterior 3) vimos que la proyeccién de cubrimiento p : W — @ induce un funtor
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de cubrimiento Galois F}, : Ay — Ag. El funtor F, induce un nuevo funtor F de AQ en Ag

definido de la siguiente manera :
F(Oy,) = e(a), cualquiera sea el paseo representante o de wy

F( 5 Owy, — Oy,) =8 = 5 es inducida por la flecha § en @

Identificando AQ con KQy Ag con KQ, sea I el ideal de KQ generado por las preimégenes p?)r

F' de elementos de m([), es decir,
I={F'(t), t e m(I)}

El grupo cociente 7(Q, I) = 7(Q, vo)/N{(Q, m{I), 1), que es llamado el grupo fundamental
de la presentacion (Q,I) de A, actia libremente sobre K Q/f en la forma natural, es decir, la
accién del cociente 7(Q, I) = 7(Q, vo)/N(Q, m(I),vp) sobre KQ/I es la inducida por la accién de
(@, vo) sobre W. Luego el funtor F : Ap — Aq induce canénicamente un cubrimiento Galois
que notaremos F entre las K - categorias localmente acotadas K Q / IyKQ /I definido por la accién
del grupo cociente 7(Q, I) sobre KQ/I.

El funtor de cubrimiento F es llamado el cubrimiento Galois universal de la presen—
tacion (Q,I) de A.

Algunas veces diremos que KQ/T es el cubrimiento Galois universal de la presentacién (@, 1) de
A entendiendo que el funtor de cubrimiento Galois KQ/I — KQ/I es el funtor F' que acabamos

de definir.
Daremos ahora algunos ejemplos para ilustrar la construccién descripta.
Ejemplos 3.2.1.

1) Sea A = KQ/I la K - categoria definida por el diagrama (;a 5, (i con relaciones at = 4% =
Ba? — B =0.
El grupo fundamental w(Q,1) de @ con punto base en el vértice 1 es un grupo libre con dos
generadores a = [a] y b= [ 114 ‘ |
Como b71a? = [B71y716].[a?] = [~y 1Ba?] € N(Q, m(I),1) se tiene que a® es congruente
con b médulo N(Q,m(I),1). De aqui resulta que
m(Q,I) =w(Q,1)/N(Q,m(I),1) = <@ >~ Z, donde @ indica la clase de a médulo N(Q,m(I),1).
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El diagrama de érbitas Q determinado por la accién del grupo fundamental

7(Q,I) = (Q,1)/N(Q,m(I), 1) sobre el cubrimiento topoldgico universal W de A es el siguiente:

O, Oypy

Oip)a Oa
. F———- -

0,4 Olpjut
. — .

Oygyas O.5
. e

Llararemos «; a la flecha de Oy — Ogit1, B; a la flecha de Opi — Opglai, ¥ ¥ @ la flecha
de Ojgjai — Ojgjai+2, Vi € Z. Notar que Ojgjgi+2 = O[qlflﬁai] donde [£] es la parte entera de Ly
j =00 1 segin ¢ sea par o impar.

El funtor F': A3 — Aq inducido por la proyeccién de cubrimiento universal estd definido sobre
objetos por Ogi — 1, Ojg)qi — 2y sobre morfismos por o; — «, Bi — B, i — .

El ideal I de KQ generado por las préimégenes por F de relaciones minimales de I estd generado

por el conjunto {a; 30 o010, Bivetiv106—YiBi, YiveYi, L € Z}y A= KQ/f es el cubrimiento

Galois universal de A.

El grupo G de automorfismos de A isomorfo a (@, I) ( = Z) que actia sobre A tal que Q es el o

diagrama de érbitas de A/G estd generado por el automorfismo Oy — Qi+, Oglai — Ow]a'i-u,

a; — a1, Bi — Biy1, ¥ — Yi+1, V€ Z. O
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El siguiente es un interesante ejemplo dado por J.A. de la Pefia en [JAP], cap. II, 2.2, que
desarrollaremos en detalle a pesar de que esta &lgebra no satisface la propiedad (IIP) y por lo
tanto no forma parte de las dlgebras a clasificar en este trabajo. El ejemplo es interesante porque

el grupo fundamental de la presentacién (@, I) de A es un grupo finito isomorfo a Z,.

(274} (23]
2) Sea Q@ el diagrama : = 5 = ; con las relaciones ayag = 3,80, Birowo = a1 By
Bo < $

A =KQ@/Ila K - categoria definida por @ con esas relaciones.

Ya hemos visto en la seccién 2 que el grupo fundamental de @ con punto base en el vértice 1,
7(Q,1), es un grupo libre con dos generadores a = [B; 'ag] v b = [By ' 87 a1 fo] - o

Como b = (b.a).a™ = [By'B7  'arc).[ag ' Bo] ¥ claramente [B; 87 cnag] € N(Q,m(I),1),
resulta que b es congruente con a~! médulo N(Q,m(I),1) y de aqui, el grupo cociente w(Q, I) =
7(Q,1)/N(Q, m(I),1) estd generado por la clase b de b médulo N(Q, m(I),1).

Como ademds, b% = [B; '8 eu By a1 o] = B3 B Larapey B o) =
185 ' B ) [ag P B o] € N(Q,m(I),1) se tiene que 7(Q, 1) ~ Z,.

Sea W el cubrimiento topolégico universal de Q. Recordemos que el subgrupo

N(Q,m(I),1) de 7(Q, 1) actiia sobre W por restriccién de la accién de w(Q, 1) que es la siguiente:

[a]l.w = [q.a], cualquiera sea el representante q de w en @

[a].(wy 4 wp) = (o] — [g20]

cualesquiera sean [a] € 7(Q, 1), w un vértice de W' y w; 3 wq una flecha de W originada por
una flecha § en ) tales que existen paseos ¢ y q2 en @, representates de w; y wy respectivamente,
con gy = 6q;.

Recordemos también que si Q es el diagrama de érbitas W/N(Q, m(I), 1) entonces 7(Q, I) actiia
sobre Q de la siguiente manera. Dados T € (@, I),0,, un vértice de Qy Sy wy  Owy, — O,y

una flecha de Q

T.0, = Og
€. (O'wl > sz) = O.'c'u)l i Omwg
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Mi4s atdn, Q tiene la propiedad que
Q ~ Q/n(Q,I) ~ W/N(Q,m(I),1) / w(Q,1)/N(Q,m(I),1) = W/n(Q,1)

Dado un vértice w de W sea Og,, la érbita del vértice O, de Q por la accién de 7(Q, I). Entonces
los isomorfismos (de K - categorias) Q@ ~ W/n(Q,1) = Q/7(Q,I) identifican el vértice 7 de @ con

el vértice O,, de W/n(Q,1) donde w es la clase de homotopia de cualquier paseoen Q delentiy

¢l vértice O, con el vértice Op,, de Q. Es decir,

1~ Opy ~ Ooy,
2~ O[QO] ~ Oo(aOl

3 ~ Olrao) ** 000,401

Luego el conjunto de vértices Qo de Q es la uniéu disjunta Oo,, U Og,,, Y 00, o1 (pues
Q/m@.D=Q).

Como para cada vértice w de W, Op,, = { 1.0y, .0y } = { Ow, Ouw } se tiene que
Qo ={ O}, Os, Ofagls Osfac)s Ofaracls Osfarac I

@0[1),{exg) @0, blap)

Es claro que existen flechas Oy Op[cvo] inducidas por la flecha ag

de Qy Olag)

i ol —_— 1" —_— / —_— " ——
notacion llamaremos af a @[], (ac]> 0 2 00 b,blac)> X1 & Xlfac][e1a0] ¥ *1 & X1 blao]blera]*

Ofao}s Ob

X1 [agl,lay ol @1p[agl,ble] ap) 0
—_— e A
b

Olara0]> Ob[oo] inducidas por a;. Para simplificar

{1 o]
Veremos ahora que el diagrama @ es el siguiente:
Opi af  Olagl o) Oleal
. —_— . —_— .

w A

ao”
—_—

O, Oblag) Oblagag)

donde B, B son flechas inducidas por fo y 81, By por fi.

Bo Bo
°01.1fol Olgo]» O D0, Oyjp,)- Veamos que ellas son

Es claro que (B induce flechas Oy
respectivamente las flechas que hemos llamado g y B4 en el diagrama (x). Para probar que By es

la flecha BO[I],[ﬂo] basta ver que Opjag] = O]
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Para ello escribimos, b.[ag] = [0y 87 e Bo) = [0 B3 Bt . [Bo] con
[0 ' B ] € N(Q, m(I),1).

Luego como [ induce una flecha O] — Oy[q,), también induce una flecha
b.(Opp — Oblao)) de b.0p1) en b.Opju,), © sea, de O, en 52.0[00] = Olao] (pues b? € N(Q,m(I),1)
que es precisamente la flecha que denominamos o en (x).

Veamos por ltimo que existen flechas Oppag) = Olagan] Y Olao] = Obfa, ao) inducidas por 3,
que son respectivamente las que hemos llamado 8] y 3,” en (x).

De manera andloga a la de recién, basta probar que £ induce una flecha Oyio) — Ola;aq)-

Como acabamos de ver Oy(o] = Ojgy) ¥ s claro que f; induce una flecha Og,) — Og,g,)-
Basta probar entonces que O(g,8,] = Olajao) 10 cual sigue inmediatamente de que [5,6o] =
(81800 ey 7). [aarg) con [61ﬂ0a0_1d1_1] € N(Q,m(I), 1).

Finalmente se tiene que A=K Q/l: , donde I es el ideal de KQ generado por el conjunto
{ofag—B16h; an”a” — B Bo”; Biog—aifBh; Bi”ae” — oy fy” } es el cubrimiento Galois universal

de @ definido por la accién del grupo fundamental w(Q, I) de la presentacién (Q, I) de A.
3) Diagramas con relaciones cero.

Se dice que @ es un diagrama con relacionas cero si las relaciones minimales de @ estdn dadas
poOr caminos.

Por ejemplo, el diagrama O LA O con @ = fa = yB = 0 es un diagrama con relaciones

o ¥

cero, pero si consideramos el mismo diagrama con las relaciones o? = fa — v8 = 0 no lo es pues
Poa — B = 0 es una relacién minimal dada por una combinacién lineal de caminos.

Es claro entonces que si @ es un diagrama con relaciones cero e I es el ideal de K@ generado
por estas relaciones, el subgrupo normal N(Q, m(l),ve) del grupo fundamental 7(Q, vg) es trivial.

De aqui, el cubrimiento Galois universal de A = K@Q/I coincide con el cubrimiento topolégico
universal W del diagrama Q. Més ain, W es el cubrimiento Galois universal de @ definido por
la accién del grupo fundamental 7(Q,vp). Adernés, W es un arbol y tiene relaciones cero pues las

relaciones en W son levantamientos de las relaciones cero de ). [0

Daremos algunos ejemplos de cubrimientos Galois de diagramas con relaciones cero.
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a) Sea @ el diagrama O P, con relaciones o = Ba = 1% = 0. El cubrimiento Galois

universal de A = KQ/ < o, Ba,v? > esta dado por el siguiente diagrama tridimensional:

* If .. .

LF/ L{s/‘ \—

D{l//"———) ill/v—_b'
TP .
2
!
/F'. L
: |

Aqui el ;grupo fundamental 7(Q, 1) es el grupo libre generado por a = [a] y b= [B~'~8).
=
s

con relaciones a? = fia = faa = v6 = 742 = 0 esta dado por el siguiente diagrama tridimen-

*

b) El cubrimiento universal del diagrama O
(02

=

sional con las relaciones correspondientes:

o
B l A L
| D T S S A T
S . \/. T
= o
v——/“—’i—'tv-—— —/_,"’\ . > €
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En este caso m(Q, 1) es el grupo libre con generadores a = [a]; b = [8;'6715];

c = [B5167 v60,).

3.3. Cubrimientos Galois y tipo de representacién finito.

Esencialmente enunciaremos aqui un criterio para decidir si un algebra es de tipo de repre-
sentacién finito usando cubrimientos Galois. Este resultado fue probado por K. Bongartz y serd la.
herramienta principal en la resolucién de nuestro problema de clasificacién.

Comenzamos con algunas definiciones y un Lema de P. Gabriel que reduce el estudio del tipo

de representacién de un dlgebra A al de un cubrimiento Galois cualquiera de A.

Definicién. Una K - categoria localmente acotada A = KQ/I se dice localmente de tipo
finito si para cada vértice 7 de @ existe s6lo un niimero finito de A - médulos indescomponibles
que tienen a i en el soporte. Es decir, si el conjunto {X € ind A : X(i) # 0} es finito para todo

1 € Qg

Dado un diagrama @ se dice que un subdiagrama Q' de @ es lleno si para todo par de vértices
z ey de @ las flechas de x a y en Q' coinciden con las flechas de z a y en Q. Asi todo subdiagrama
lleno de @, se obtiene a partir de @ eliminando algunos vértices.

Hablaremos también de subdiagrama lleno de un diagrama con relaciones.

Sea A = KQ/I y A’ = KQ'/I' con @’ un subdiagrama lleno de Q. Supongamos que Q' se
obtiene a partir de @ eliminando los vértices iy,.. .,%,.

Diremos que @’ con las relaciones que definen a A’ , es un subdiagrama lleno de Q con las

n

relaciones que definen a A, si A’ = A/ A(Zei_,_.)A, es decir si las relaciones de @’ son las inducidas
por las relaciones de @ anulando todos aéfléllos caminos que son composicién de flechas con origen
o final entre los vértices 1, ..., 1,.

De la definicién de localmente de tipo finito resulta entonces que si A = KQ/I es localmente

de tipo finito entonces todo subdiagrama finito lleno @’ de @ define una subcategoria localmente

acotada de tipo finito.

Sea A = KQ/I una K - categoria localmente acotada y G un grupo de automorfismos de A que
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actia libremente sobre A.

Entonces vale el siguiente Lema, cuya demostracién puede verse en [Gal], 3.3y 3.6.

Lema 3.3.1. A/G es localmente de tipo finito si y sélo si A lo es.

Recordemos que bajo estas hipétesis sobre A y G, la proyeccién canénica w : A — A/G es
un cubrimiento Galois de A/G. De aqui, el Lema anterior permite reducir el estudio del tipo de

representacién de A al estudio del tipo de representacién de cualquier cubrimiento Galois de A.

Como aplicacién del Lema 3.3.1 consideremos el diagrama Q: ; A2 y sea
[¢3
A=KQ/ <a*>.
En el ejemplo 2) de 3.1 construimos un cubrimiento Galois A = KQ/I de A.
El diagrama Q contiene al siguiente diagrama de tipo Dy como subdiagrama lleno
al P
b —
“ls,
«|

y es bien conocido que un diagrama de tipo Ds define un algebra hereditaria de tipo infinito.

Luego A no es localmente de tipo finito y del Lema 3.3.1 sigue entonces que A es de tipo de
representacién infinito.

Sin embargo, si consideramos el dlgebra A = KQ/ < a3 >, @ no contiene ningin subdiagrama
lleno correspondiente a un algebra hereditaria de tipo infinito y de aqui que el Lema anterior no
permite asegurar nada acerca del tipo de representacién de A.

Este sencillo ejemplo muestra la necesidad de utilizar otro criterio para decidir el tipo de repre-

sentacién de un dlgebra.

Vamos a introducir ahora una serie de definiciones necesarias para enunciar el Criterio de Bon-

gartz para tipo de representacién finito.

Definicién. Una categoria localmente de dimension finita es una K - categoria A que
satisface las siguientes condiciones:
a) Para cada 2 € A el dlgebra de endomorfismos Az, z) es local.

b) Objetos distintos de A son no isomo.fos.
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¢) Para todo par z, y de objetos de A, A(z,y) tiene dimensién finita sobre K.

En particular, se dice que A es schurian sies localmente de dimensién finita ydimg Alz,y) <1
para todo par de objetos z e y. Notemos que una K - categoria de caminos A = K Q/I es schurian

si existe a lo sumo un camino no nulo entre cada par de vertices z, y de Q.

Definiremos ahora los grupos de homologia simplicial de una K - categoria localmente acotada

schurian A = KQ/1I.

Para n > 1 sea S,A el conjunto de sucesiones (2o,21,...,2,) de objetos distintos de A tal que

la composicién

A(:I:O)ml) X A(xlax2) X X A(mn——l;mn) B A(fo,-’ﬂn)

es no nula. Es decir, S, A es el conjunto de sucesiones (79, z1,. .., %, ) tales que existe exactamente
un camino no nulo que une los vértices xo y =, y pasa por los vértices 2, ..., 2p_1.

Por definicién SpA es el conjunto de objetos de A y S, A se identifica con el conjunto de pares
(z,y) tales que A(z,y) # 0.

Denotamos con C,A el grupo abeliano libre generado por S, A.

Los grupos C,, A dan origen a un complejo diferencial C, A

YN RN Ay}

n

con d(xp,...,z,) = Z(-l)i(mo, e L1, Ligdy ey T
i=0
Los grupos de homologfa de este complejo se notan por H, A y se llaman los grupos de homo—

logia simplicial oe A.

Definiciones. Dados dos vértices ,y de @, la desigualdad x < y significa que @ contiene un
camino de z a y. Se define el intervalo [z,y] como el conjunto {z € Qo : z < 2z < y}; y Q se
dice intervalo finito si todos los intervalos [z,y] de Q son finitos.

Un conjunto C' de vértices de Q se dice convexo si para todo ,y € C el intervalo [z,y] C C

y un subdiagrama @’ de @ se dice convexo si @ es convexo en Q.

Se tiene entonces la siguiente definicién de simple conexidad en sentido simplicial.
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Definicién. Una K - categoria localmente acotada A = KQ/I es simplemente conexa si
tiene las siguientes propiedades:
a) A es schurian.

b) Q es conexo, sin ciclos orientados e intervalo finito.

¢) Hi(A) =0.

En general puede ser complicado calcular el primer grupo de homologia simplicial H 1(A) de
A. Vamos a definir ahora la nocién de punto separante en una K - categoria de dimensién finita
A = KQ/I. Veremos luego que bajo ciertas condiciones, si todo punto de A es separante entonces
H,(A) =0.

Recordemos que un vértice a de un diagrama @ es una fuente si ninguna flecha de Q termina

en a.

Definicién. Sea A = KQ/I una K - categoria de dimensién finita. Una fuente a de Q se dice
separante sirP, es suma directa de A - médulos indescomponibles no isomorfos cuyos soportes
estan contenidos en diferentes componentes conexas del subdiagrama de @ obtenido quitando el
vértice a. Un vértice arbitrario = de Q se dice separante si z es una fuente separante para la
subcategoria convexa de A dada por el subdiagrama lleno de @ cuyos vértices son los y € Qo tales
que existe un camino no nulo de z a y, es decir, y > x. La categoria A se dice separada sitodos

sus vértices son separantes.
Ejemplos 3.3.2.
1) Sea A la K - categoria definida pdr el diagrama de Kronecker : = 5 El vértice 1 no es

separante.

2) Sea Q@ el siguiente diagrama
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YA =KQ/ <we—pv, we—0(, Ba— 6y, 78, pb >. Todos los vértices de Q, excepto el vértice

a, son separantes.

3) Es inmediato de la definicién de punto separante que si ) es un arbol, toda dlgebra A = KQ/I

es separada. Es decir, todos los vértices de @ son separantes.

4) En el cubrimiento Galois A = KQ/I del ejemplo 3.1.1.2) todos los puntos de & son separantes.

Lo mismo ocurre con el ejemplo 3.2.1.1).

Es necesario recordar ahora que a un conjunto parcialmente ordenado S se le puede asociar una
K - categoria K S definida de la siguiente manera. l.os objetos de KS son los puntos de S; y para
cada par z,y de puntos de S, KS(z,y) es el K - espacio vectorial unidimensional generado por un

camino oy, #0dex aysiz <yycerosiz £y Parax <y < zse define 6,,, 08, = 6,4.

Ejemplo 3.3.3.

Sea S el conjunto ordenado dado por el siguiente diagrama. de Hasse:

/
O

Entonces K S es la K - categoria definida por el siguiente diagrama con relaciones:

Dado un objeto s de una K - categoria localmente acotada A = KQ/I con Q) sin ciclos orientados,

notamos con A, al conjunto {t € A : A(t,s) # 0} con el siguiente orden parcial.

t <t <= existe un camino no nulo de t a s que pasa por t’

Dualmente se define A® como el conjunto {t € A : A(s,t) # 0}.
Asi, se pueden construir las categorias KA, y KA® que serdn subcategorias de A. Mds aiin,
como A es localmente acotada KA, y KA® también lo serdn y por lo tanto estardn dadas por

diagramas con relaciones.
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Ejemplos 3.3.4.

1) El conjunto parcialmente ordenado S del ¢jemplo 3.3.3 es el conjunto A4 si se considera A = KQ

donde Q es el diagrama
4. -
z-,\ \ .
1/
2) Sea @ el siguiente diagrama con relaciones

N
A

Mostramos a continuacién el conjunto A4 y la K - categoria KAy.

1./‘4\;3‘\'. z./.*\‘s
L/ : | /

A4 KAy

3) Sea @ el siguiente diagrama conmutativo

5

, 7N
5

y sea A el dlgebra determinada por @ con relaciones de conmutatividad. Entonces A = KAs.

En lo que sigue, dado un diagrama @ indicaremos con |Q] al grafo no orientado de Q.

Definicién. Una K - categorfa A es llamada A - libre si no contiene una subcategoria llena

B~ KQ@pcon |@Qp|=A4,, n>1.

En el ejemplo anterior 2) A es A -libre; sin embargo la K - categoria A del ejemplo 3) no lo es

pues el subdiagrama lleno de vértices 1,2,3 y 4 es de tipo As.
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Observacién 3.8.5.
1) Si Q es un diagrama cuyo grafo no orientado es un d&bol y A = K Q@/I, entonces para todo

vértice s las subcategorias KA, y K'A® son A - libres.

2) El hecho de que una K - categoria localmente acotada A sea A - libre no implica que para todo
objeto s de A las subcategorias KA, también lo sean. En efecto, si A es la K - categoria del
ejemplo 3.3.2.2), A es A - libre y sin embargo la subcategoria KA no lo es. KA, estd dada por

el siguiente diagrama conmutativo. .

NE

La reciproca tampoco es cierta. Es decir, si para todo objeto s de A la subcategoria KA, es A

- libre no necesariamente A lo es. Basta considerar A' = KQ donde @ es el siguiente diagrama de

7N
NS

tipO A4

O

~ La siguiente Proposicién da condiciones suficientes para que el primer grupo de homologia

simplicial de A = K Q/I sea cero.

Proposicién 3.3.6. Sea A = KQ/I localmente acotada, schurian, Q) conexo, sin ciclos orientados
e intervalo finito y tal que para todo s € Qg las categorias KA, y KA® son A - libres. Si A es

separada entonces H(A) = 0.

Demostracién. La idea de la demostracién es la siguiente. Se prueba usando el Lema 2.7 de [BrG]

que H;(A) = lim H,(A,) donde las A,, son subcategorias finitas llenas K@, /I, de A obtenidas
-

inductivamente de manera que (Qn+1)o — (@r)o s un punto extremo (maximal o minimal ) de

(@n+1)o- Se aplica luego la Proposicién 2.2 de [Bo] para probar que H,(A,,) = 0, para todo n.0]
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Es fécil ver, usando la Proposicién que acabamos de probar, que los cubrimientos Galois A =
KQ/I construidos en 3.1.1.2) y 3.3.2.1) son simplemente conexos.
Notemos que en estos casos verificar las hipétesis de la Proposicién anterior es mucho maés

sencillo que calcular el grupo H,(A).

Observacién 3.3.7. Si Q es un diagrama conexo cuyo grafo no orientado es un drboly A = KQ/I
es de dimension finita, se satisfacen las hipétesis de la Proposicién 3.3.6, y ademas todo punto de A
es separante (c.f. Ejemplo 3.3.2.3)). Por lo tanto, H;(A) = 0. Mas ain, de acuerdo a la definicién

de simple conexidad, A es simplemente conexa.

Definicién. Un &lgebra A es llamada standard si es de dimensién finita, distributiva, bésica
y admite un cubrimiento Galois F : A — A con A simplemente conexa (en el sentido simplicial
definido aqui).

Recordemos que A es distributiva si y sélo si A(a, b) es uniserial como A(a, a)—A(b, b)— bimddulo
para todo a,b € A.

Por ejemplo, sea @ el diagrama 1& (3 Q—ﬂ—2)3 yA=KQ/ < a? Bac >.

Es claro que A(2,3) es uniserial como A(2,2) — A(3,3) - bimédulo.

El I - espacio vectorial A(1,2) estd generado por f; y f1. Como todo A(1,1) — A(2,2)~ sub-
bimédulo de A(1,2) es un K - subespacio vectorial de A(1, 2) resulta que los inicos A(1,1)—A(2,2)—
sub-bimédulos de A(1,2) son KB, y K(af1). De aqui, es uniserial como A(1,1)—A(2,2)~— bimédulo

y la Unica serie de composicién es
A(1,2) 2 KBy 2 K(apy) 20

Anélogamente se ve que la tinica serie de composicién de A(1,3) como A(1,1) — A(3,3) - bimédulo
es

A(1,3) 2 K(B281) 20
Sin embargo, si Q es el mismo diagrama , el &lgebra A’ = KQ/ < a® > no es distributiva pues
A(1,3) admite dos series de composicién como A’(1,1) — A’(3,3) - bimédulo que son

A'(1,3) 2 K(B28:) 20

A'(1,3) 2 K(B2061) 20
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Proposicién 3.3.8. Los siguientes diagramas con relaciones determinan dlgebras distributivas.

a) Un diagrama de Dynkin de tipo A,.

i) fa=0 o
i i) fa=y8y n=2
8) 91 —, a*=PFa=Fa—-§66=0
PN

Demostracidn. Para a), b) y ¢), la Proposicién sigue inmediatamente de que cualesquiera sean
ayben A, Aa,b) es uniserial como K - espacio vectorial y el hecho general que toda serie de
composicién de A(a,b) como A(a,a) — A(b,b)— bimédulo es una seric de composicién de A(a,b)
como K - espacio vectorial.

Probemos ahora que las dlgebras de d), e) y g) son distributivas. Llamemos A4 al dlgebra dada
en el inciso d). Para cada par de elementos a y b en Ay daremos la tnica serie de composicién de

Ag(a,b) como Ay(a,a) — Aq(b,b) - bimédulo. Andlogamente para los incisos e) y g).

Ag(1,2) D KBy 2 K(afy) 2 K(a?8) 2... 2 K(a*7'6) 20

Aa(1,3) 2 K(B2B1) 20

A4(2,3) 2 KB2 20

A(1,2) 2 KB 2 K(Bia) 20
Ae(1,3) 2 K(B2B1) 2 K(f2fha) 20
Ae(2,3) 2 KBy D K(Bay) 20
Ag(1,2) D Kp2 20

A,(1,3) 2 KB, 2 Kfia 20

A9(2)3)

1)

Ké 20
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Observemos que en e) la relacién By = Y0 es esencial para que A.(1,3) sea uniserial como
Ao(1,1) — A.(3,3) - bimédulo. Con esta relacién se tiene que K(B:81a) = K(B2yB1) lo cual
determina la unicidad de la serie de composicién dada arriba.

Consideremos ahora el dlgebra A del inciso f). Si 1 < 4,7 < n entonces

Ad,j)~K (O LN — .—; ) (4,4) y por b) es uniserial. Andlogamente si
(21
1<i,j<n A=K (;i—...7— .. O )(%, 4) que también es uniserial como A(4,3)—A(7, 7)
v
- bimdédulo.

Veamos que A(1,n) es uniserial como A(1,1) — A(n,n) - bimédulo. Si A(1,n) # 0 entonces
existe un camino § = 8’3 de 1 an con §’ un camino de 2 any se tienen los siguientes isomorfismos
de K - espacios vectoriales. En i), A(l,n) = K5V+ K~6 + K~%*6 + ... + K471 y en ii)
A(l,n) ~ KB + Kfa + K Ba? +---+ KBoaF~!'. Mostramos a continuacién las unicas series

de composicién de A(1,n) como A(1,1) — A(n,n) - bimédulo, para i) y ii) respectivamente.

A(l,n) D K§ 2 Kv6 2 Ky*6 2---2 Kv™1620

A(l,n) D KB 2 Kpa 2 I\’ﬁ'a2 D..-D I{ﬁak—l S0

Antes de enunciar el Criterio de Bongartz para tipo finito es necesaria la siguiente definicidn.

Definicién. Un &lgebra cociente A’ de A = KQ/I se dice una subcategoria conveza llena
de Asi A= KQ'/INKQ' con @ un subdiagrama convexo lleno de @, esto es, Q' subdiagrama
convexo de Q y subdiagrama lleno del diagrama con relaciones Q.

Por comodidad, en la siguiente seccién, diremos que un diagrama ' con relaciones es un
subdiagrama convezo lleno de Q con relaciones, si el 4lgebra A’ definida por Q' y sus rela-

ciones es una subcategoria convexa llena del dlgebra A definida por Q y sus relaciones.

Estamos en condiciones ahora de enunciar el Criterio de Bongartz para tipo de representacién
finito. La demostracién de este importante Teorema puede verse en [Bo].
Llamaremos lista [BHV], a la lista de dlgebras mansas ocultas dada por D. Happel y D. Vossieck

en [HaV] y por K. Bongartz.
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Teorema 3.3.9. Sea A un dlgebra standard de dimensién d y sea A — A un cubrimiento Galois
con A simplemente conexa. Eutonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1) A es de tipo de representacién finito.

2) A tiene las siguientes propiedades:

a) Para todo s € A las categorias KA, y KA® son A - libres.

b) A no contiene una subcategoria convexa llena B ~ KQpg con |Qp| = A2qt1-

c) A 1o contiene ninguna subcategoria convexa llena dada por uno de los diagramas de la lista
[BHV].

3

Para finalizar esta seccién volvamos al ejemplo A = KQ/ < o > donde @ e¢s el diagrama

1 B 2

Vamos a aplicar el Teorema 3.3.9. para probar que A es de tipo de representacién finito. Sigue
de la Proposicién 3.3.8 que A es un algebra standard . En el ejemplo 3.1.1. 2) construimos el
cubrimiento Galois universal A = K Q/f de A el cual estd dado por un diagrama de arbol. De
la Observacién 3.3.7 resulta entonces que A es simplemente conexa y satisface la propiedad 2)a)
del teorema anterior. La propiedad 2)b) es claramente satisfecha por A ya que A tiene dimensién
d =71y Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A4, con r > 4. Ademds @ no contiene

ningiin subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV] que es la condicién 2)c) del Teorema 3.3.9.



4. ALGEBRAS CON LA PROPIEDAD (IIP) DE TIPO
DE REPRESENTACION FINITO

Ya vimos en la seccién 1 que para clasificar todas las K - dlgebras A = KQ/I con la propiedad
(IIP) de tipo de representacion finito podemos reducirnos a estudiar los casos en que Q es un
diagrama con lazos, a lo sumo uno en cada vértice, y no contiene al diagrama de Kronecker como
subdiagrama.

Sea Q un tal diagrama con lazos y A = K Q/I. Si P,...,P, sonlos A - moédulos indescom-

ponibles, notaremos con e; al elemento idempotente de A tal que P; = Ae;.

Comenzaremos estudiando diagramas @ en las siguientes condiciones.

I. Q es un diagrama de Dynkin con un lazo en alguno de sus vértices.
II. Q es un diagrama de Dynkin con dos lazos.
II. Q es un diagrama de Dynkin con tres lazos.

IV. Q contiene un subdiagrama convexo de la forma

Veremos en cada uno de estos casos cudles son las dlgebras A = KQ/I con la propiedad (IIP)
de tipo de representacién finito. Mostraremos ademas que esto resuelve completamente nuestro
problema de clasificacion.

Antes de comenzar con el estudio de los diagramas de I, IT, I1T y IV queremos dar una Proposicién
que es corolario inmediato de la descripcion de las relaciones sobre las dlgebras con (IIP) y una

Observacién, que seran de utilidad.

Proposicién.4.1. Sea A = KQ/I un élgebra con la propiedad (1IP) y J un ideal idempotente de
A. Entonces A/J también tiene la propiedad (I1P).

Observacién.4.2. Sea A = KQ/I un algebra que satisface la propiedad (IIP), i1,. .., i, vértices
de Q vy ei,,...,e;, los elementos idempotentes de A correspondientes a dichos vértices. Como
A.(e;, + -+ +e;.).A es un ideal idempotente de A, resulta de la Proposicién anterior que

A = A/A.(e;, + -+ e;.).A tienc también la propiedad (ITP). Ademss el dlgebra A’ estd dada
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por un subdiagrama lleno @' de Q tal que Q) = Qo — {1,...,%-}. Por otro lado, sabemos que si
ademéds @' es un subdiagrama convexo de @ entonces el ideal I’ de las relaciones de A’ es igual a

INKQ'. De aqui resulta que toda relacién d= A’ es una relacién de A.

Esta observacién y el hecho de que todo cociente de un algebra de tipo de representacién finito
es de tipo de representacion finito serdn de gran utilidad en la resolucién de nuestro problema
de clasificacién. En efecto, supongamos que se desea determinar cudles son todas las algebras
A = KQ/I que satisfacen la propiedad (IIP) y son de tipo de representacién finito. Supongamos
ademaés que se conoce cudles son aquellés algebras A’ = KK Q' /I’ con las mismas propiedades que A
y tal que Q' es un subsdiagrama convexo de @ obtenido a partir de él quitando algunos vértices.
Basta considerar entonces ideales I de A tales que A’ = KQ'/I' = KQ'/I N KQ' es de tipo de
representacién finito. Esto nos permite establecer prioridades en los cdlculos y estudiar cada caso

utilizando resultados obtenidos anteriormente. [

Estudiaremos ahora los casos I, II, III y IV mencionados.

I. @ ES UN DIAGRAMA DE DYNKIN CON UN LAZO
Comenzamos esta seccién estudiando diagramas de tipo A, con un lazo.
I.1. @ es un diagrama de tipo 4,, con un lazo en alguno de sus vértices.

Estudiamos primero el méas sencillo de los diagramas de este tipo.

L.1.1. Sea Q el diagrama . Es claro qﬁe el dlgebra A = KQ/ < o' > con i > 0 tiene la
propiedad (IIP) y es isomorfa al cociente K{z]/ < z* > del anillo de polinomios K[z]. Se
sabe que estas dlgebras son de tipo finito. Més aiin se conoce una descripcién completa de

los A - médulos indescomponibles.

I.1.2. Sea @ el diagrama (O, LR 9 ... — .

«

Por el Teorema 1.9, A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si

I =< o', fa? > con 0 < j<i. Veamos entonces para qué valores de 1, j,n las relaciones
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a' = Bad = 0 definen un &lgebra de tipo de representacién finito. Probaremos que A es
de tipo de representacién finito exactamente en los siguientes casos:
n=2 1=2,3

n>2 1=2
b) o =Pa=0, Vi,n

a) o =0, con {

n=2,1=23,4,5

¢) o =6a*=0, con{ ]
n=1=23

El siguiente diagrama @ con las relaciones indicadas define el cubrimiento Galois uni-

versal A de A. El grupo G que actia sobre A tal que A /G ~ A es isomorfo a Z.

Como Q es un arbol, sigue de la Observacién 3.3.7 que A es simplemente conexa. Es
facil ver, usando la Proposicién 3.3.8, que A es standard y por lo tanto, estamos en las
condiciones del Teorema 3.3.9 (Criterio de Bongartz para tipo finito).

La condicién 2a) del Teorema 3.3.9 se satisface trivialmente cualesquiera sean i,jyn
pues Q es un arbol (cf. Observacién 3.3.5). Para probar la condicion 2b) observemos que
d=dimg(A) > n+(n—1)+(G—1) =2n+1i— 2 pues Q tiene n vértices, n — 1 flechas que
no son lazos y a, ¢2,...,a*! son caminos no nulos en A. Luego, 2d +1 > 4n +2i —3 > -
sup(2n+j—-2,n+i—1)y @ no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, -con
r > sup (2n + j — 2,n + i — 1). Indicamos a continuacién subdiagramas maximales de Q

de tipo Aonj-—2 ¥ Anti-1.
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LA r{%jﬁﬂ

o
' ) : (i — 1) flechas

y

Las relaciones dadas en a), b) y ¢) anteriores determinan un dlgebra A que sa-

Aontj—2

flechas :
<
An+i— 1

tisface ademds la condicién 2¢) del Teorema 3.3.9, es decir, @ no contiene ningtin subdia-
grama, convexo lleno de la lista [BHV]. Luego, en estos casos, A es de tipo de representacion
finito.

Vamos a probar que estas relaciones son las tinicas que deternlinaﬁ algebras de tipo finito.
Para ello veremos que se puede elegir, en cada uno de los casos restantes, un subdiagrama
lleno @’ de Q de tipo infinito. El resultado sigue entonces del Lema 3.3.1.

Mostramos a continuacién los diagramas Q' elegidos en cada caso.

Sij=1ei>4,es decir, si tenemos la relacién a’ = 0 con i > 4, Y es de tipo Ds:
J ) p

Parai=3yn >3, Q esdetipo Eq:
T
pEn

d

Sij=n=2ei>6, Q es el siguiente diagrama de la lista [BHV].

.*'%.4/'

Para j=2, n >3, i =4, Q' es de tipo Eg:



Finalmente, si j = 3 se puede elegir el mismo subdiagrama que en el caso

j=0,i>4.

Observacién 4.3. Es bien conocido que un algebra A es de tipo de representacién finito si y
sélo si A°P lo es. Sin embargo, no es cierto que A°P satisface la propiedad (ITP) siempre que A la
satisfaga. Por ejemplo, en el caso anterior b), A°? = KQ°P/ < (a°P)*,a’?3°P > donde a°? y (37
denotan respectivamente a las flechas a y 8 con orientacién opuesta, y A°? no tiene la propiedad
(ITP) pues no todas las relaciones comienzan en lazos.

Por esta razén es necesario estudiar por separado un diagrama @ y su opuesto. Esta tarea se
facilita debido a que si Q es un cubrimiento Galois de A = K Q/I se puede construir un cubrimiento
Galois de A°? con el mismo grafo no orientado que Q. Basta considerar el diagrama Q°P con las
relaciones correspondientes.

En realidad, cuando Q es un diagrama de Dynkin con un lazo en el vértice i, vale el siguiente
hecho més general. Si Q' es un diagrama que se obtiene a partir de @ cambiando la orientacion
de algunas de las flechas 8 con origen en 4, el cubrimiento Galois universal de A’ = KQ'/J es un
arbol que tiene el mismo grafo no orientado que Q cualquiera sea el ideal admisible J. De hecho,
para construirlo basta cambiar la orientacién de las flechas de Q que estdn en la ﬁbra de las flechas
invertidas en el diagrama @ y considerar las relaciones correspondientes.

En adelante designaremos con Qg, ,... g, al diagrama obtenido a partir de ¢ cambiando la o-

rientacién de las flechas f1,..., 58, y si Q es el cubrimiento Galois universal de A = KQ/I de-
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signaremos con Qp, . s, al cubrimiento Galois universal de Ag, ... = KQg,,  p./J obtenido a
partir de Q como acabamos de indicar arriba.

Indicaremos con el mismo nombre que en @ a las flechas de Qp,, .. s, que hayan preservado

su orientacién y con §;7 a la flecha §3; con orientacién opuesta. Anélogamente en el cubrimiento

Qp,,..5,- O

Consideraremos en 1.1.3. el diagrama Qs obtenido cambiando la orientacién de la flecha 8 en

el diagrama @ de 1.1.2.

I.1.3. Si @ es el diagrama de 1.1.2, Qﬁ es O i 2 ., — oy Qﬁ arriba definido es el

siguiente arbol infinito.

Por la Observacién.1.8., la tnica relacién a estudiar en este caso es o* = 0 con i > 1. De
la Observacién anterior 4.3 sigue que Qg con la relacién o = 0 es un cubrimiento Galois
de KQg/ < o' >. Més precisamente, es el cubrimiento Galois universal de KQg/ < o >.
Ademas, Aﬁ =K Qﬁ / < a* > es simplemente conexo, con grupo Z y se ve en forma anéloga
al caso 1.1.2 que se satisfacen las hipéiesis del Teorema 3.3.9. Usando dicho Teorema se ve
facilmente que sin =2 e7=2,3 6 n>2 e i=2 entonces KQp/ < o' > es de tipo
de representacién finito.

La reciproca sigue de que en los casos restantes QB contiene subdiagramas convexos
llenos del mismo tipo (Dynkin extendido) que los indicados en los casos andlogos de 1.1.2.

Esto termina el caso 1.1.3. y el estudio de los diagramas de la forma ¢ — ... —.
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Estudiaremos ahora #lgebras definidas por diagramas del tipo 1 —0O2—...—n.
1.1.4. Sea @ : 1 s 2 O P, 3 —...—n yA=KQ/I. Porel Teorema 1.9 resulta que

A tiene la propiedad (IIP) si y sélo si I =< o, fra”, Bra® >coni>1y0<rs<i
Veamos cudndo las relaciones of = B1a” = fa® = 0 determinan un algebra de tipo finito.
De acuerdo a la Observacién.4.2, basta estudiar aquellas relaciones en A tales que las
lgebras cocientes Ay = A/A.c). Ay Ao = AJA.(e3+ -+ en).A, que también satisfacen la
propiedad (ITP), son de tipo de representacién finito. Tales dlgebras fueron estudiadas en
1.1.2 y son de tipo de representacién finito en los signientes casos: .
i) o' =pa=0
ii) o =fa=0
i) o' = fra=pPra=0
Veamos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si se tiene uno de
los siguientes casos.
a) a?=pa=0,n<4.

b) o® = fra=0, n<6.

i=2, Vn
. n=3, W
¢) o =fio= =0 '
) fra = B con n—4 i<5
n=2>5,6,1<3

Para ello construimos el cubrimiento Galois universal de A. El mismo esta dado por el

siguiente arbol infinito @ con las relaciones correspondientes.
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Usaremos el Teorema 3.3.9 (Criterio de Bongartz para tipo finito) para probar que
las relaciones dadas en a), b) y-c¢) determinan algebras de tipo finito. Verificaremos a
continuacién las hipdtesis del mismo.

Que A = KQ/ < o, Bia”, Bea® > (con 4,7,s como en i), ii) y iii)) es simplemente
conexa y verifica la condicién 2a) del Teorema 3.3.9 siguen del hecho que @ es un drbol
(cf. Observacién 3.3.5 y 3.3.7). Usando la Proposicién 3.3.8 se prueba ficilmente que A
es standard. Para probar la condicién 2b) del Teorcima 3.3.9 notemos que d = dimy A >
n+(n—1)+(i—1) = 2n+1i—2 pues Q tiene n vértices, (n — 1) flechas que no son lazos e
(i—1) potencias de « son no nulas en A. Luego 2d+1 > 4n+2i—4 > n+i—1y 2)b) sigue
entonces de que Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con r > n +1¢ — 1.

Esto resulta de la maximalidad del siguiente subdiagrama de @ de tipo A, y;_;.

(t-1) |

flechas
l 4

Es facil ver que con las relaciones dadas en a),b) y ¢) Q no contiene subdiagramas
convexos llenos de la lista [BHV]. Es decir, en estos caso se satisface también la condicién
2)c) del Criterio de Bongartz y por lo tanto se obtienen algebras de tipo de representacién
finito.

Anélogamente a 1.1.2., para probar que los casos a), b) y ¢) son los unicos que determinan
algebras de tipo finito, mostraremos a continuacién, para cada uno de los casos restantes,
un subdiagrama lleno Q' de Q de tipo infinito.

Tanto para el caso a) como para el caso b), si i > 3, Q' es de tipo Ds:
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Para las relaciones dadas en a), si n > 9, Q' es de tipo Eq:

(”\ (sl ,

Para el caso b) con n > 7, Q' es de tipo Fg:

l’"l
t

Consideremos por iltimo las relaciones dadas en c).

Sin=4y1i2>6, Q’esdetipoE‘gz

P ——
[§ ~

e o —
~

Sin=256yi>4, Q' es de tipo Ey:

Paran="7yi>3, Q esde tipo Ejg:
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En los préximos items 1.1.5, .1.6 y 1.1.7, Q y Q son los diagramas de 1.1.4.

I.1.5. Consideremos el diagrama Qg, g,, 1 —— Oa <3 —
Anélogamente al caso 1.1.3. la tinica relacién a estudiar aqui es a® = 0 con i > 1.

El dlgebra A = KQp, 3,/ < o > es de tipo de representacién infinito pues

su cubrimiento Galois universal Qﬁl,ﬁe contiene un subdiagrama lleno de tipo D5 como

mostramos a continuacién.

op
I.1.6. Sea ahora el diagrama Qg,, 1 &, e 3—=..—n
«

Del Teorema 1.9 resulta que A = KQp, /I tiene la propiedad (IIP) si y sdlo si
.I =< o', >coni>1y0<j<i Siademds A es de tipo de representacién finito,
entonces las dlgebras Ay = A/A.e;. Ay Ao = A/A.(ea + -+ + e,).A también satisfacen
la propiedad (IIP) y son de tipo finito. Luego, por la Observacién.4.2. y los resultados

obtenidos en 1.1.2 y 1.1.3 basta estudiar las siguientes relaciones en A:

a) o' =0,1=2,3
b) of =Ba=0,i=23

c) o =pa’=0,i=3,45

Veamos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si o? = f1a =0y
n < 4.

De manera andloga a los casos considerados anteriormente se ve que tanto A como el
cubrimiento Ga}ois de A dado por el diagrama Q@Q, satisfacen las hipétesis y las condiciones
2a),b) y ¢) del Teorema 3.3.9. cuando o? = B =0y n < 4. De aqui, A es de tipo finito
en este caso.

Tal como hemos hecho en los items anteriores, para probar que éstas son las \iniczis

relaciones que determinan &lgebras de tipo finito mostraremos, en cada uno de los casos
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restantes, un subdiagrama lleno Q' de QﬁQ de tipo infinito.

Para la relacién dada en a), Q' es de tipo Ds:

Con las mismas relaciones de b) con i =2y n =35, Q' es de tipo Fq:

|-

. ———  ———

Finalmente para las relaciones dadas en c), Q' es de tipo Dy:

op
I.1.7. Consideremos ahora el diagrama Qpg, : 1 ﬁ—» O 2 P2, 3—...—n
o

Se ve facilmente, por las mismas razones que en el caso anterior 1.1.6, que las relaciones
a estudiar son las mismas a), b) y c¢) alli dadas.

Usando el cubrimiento Galois Qﬂl de A y el Teorema 3.3.9 se prueba facilmente que
cuando n < 6 el dlgebra A definida por las relaciones a? = Bra = 0 es de tipo de
representacion finito. Probemos ahora que estas son las unicas relaciones que definen

un algebra de tipo finito.

Para las relaciones dadas en c) con n > 7,(Qp, contiene un subdiagrama convexo lleno

de tipo Eg:
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]

En los casos restantes se pueden elegir subdiagramas llenos de Qﬁl del mismo tipo que

los elegidos en los casos andlogos de 1.1.6. O

El caso [.1.7 completa el estudio de las dlgebras dadas por diagramas de tipo
1— 9 2 —...— p. Consideraremos a continuacién dlgebras definidas por diagramas de la
forma | -—y — (33—~4—..,—n

Sea @ un tal diagrama. Si n < 4 entonces Q es uno de los estudiados anteriormente.
Supongamos entonces n > 5. Por la Observacién.4.2, si A = KQ/I satisface la propiedad
(IIP) entonces el lgebra cociente A; = A /A.e; A también. Ademds, A, es de tipo finito si
A lo es y basta estudiar aquellas relaciones en A tales que A; es de tipo finito. Como A,
es el dlgebra de caminos de uno de los diagramas estudiados en 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6 y L1.7,
usaremos los resultados alli obtenidos.

Consideraremos casos de acuerdo a la orientacién de las flechas adyacentes al lazo.

I.1.8. Sea Q: | — 4[3—13 O—ﬁ—?azl—...—n con n > 5.
24
Sean A y A; como arriba. Teniendo en cuenta que n > 5 y utilizando los resultados de
I.1.4 vemos que A, tiene la propiedad (IIP) y es de tipo finito en los siguientes casos:
a) ®=fa=0n=5

b) a® =fa=0, n=5,6,7

n=2y5,1<3
c) @ =pia=pFa=0, con n=6,7,1<3
1=2,Vn

Consideremos entonces A definida por estas relaciones. Por el Teorema 1.9, A satisface
la propiedad (ITP). Veamos cudndo A es un dlgebra de tipo de representacién finito.

Comenzamos considerando las relaciones dadas en a) y b). El cubrimiento Galois uni-
versal de A estd dado por el diagrama Q indicado més abajo en (x) (con las relaciones

correspondientes). Tanto en el caso a) como en el caso b) se pueden elegir subdiagramas
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llenos de Q de tipo Eg como sigue.

"

a) b)

Supongamos ahora A definida por las relaciones de c). El siguiente diagrama Q con las

relaciones indicadas es el cubrimiento Galois universal A.

p _*___.

o
|

Q es un 4rbol y se ve ficilmente que se satisfacen las hipétesis y las condiciones 2)a) y
b) del Teorema 3.3.9. Si i =2 y n < 7 entonces vale también la condicién 2)c) del
Teorema y de aqui A es de tipo de representacion finito en este caso.

Veamos que vale la reciproca. Si 4 > 2 cualquiera sea n se puede elegir el siguiente

subdiagrama lleno de Q de tipo E;.

Sii=2yn > 8entonces Q contiene un subdiagrama lleno de tipo Es que es el siguiente:

"‘ . Fl
B

Luego las relaciones de c¢) definen un élgebra con la propiedad (ITP) y de tipo

finitosiysélosii=2yn<7.
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£ B

I.1.9. Sea @ un diagrama de la fooma | —o-~3 O =4 —...—, conn>25. Sila

orientacién de las flechas 8y y B2 no es la del caso 1.1.8. anterior, Q es uno de los siguientes
diagramas:

B B
a) 1—9 ¢ 3 O 4—...—p
[a3

b) 1 —2 2, 3 o & 4. .. —

«

n

Veamos que en cualquiera de los dos casos 'a) 6 b) no existen dlgebras con la propiedad
(ITP) y de tipo finito dadas por estos diagramas.

Sea @ el diagrama de a) y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Entonces el ideal I de
las relaciones de A es de la forma I =< of, B’ > con 0 < j < 4. Por la Proposicién
4.1. Ay = A/A.e;.A también tiene la propiedad (ITP) y de 1.1.6 sigue que A; es de tipo
de representacién finito si y sélo si o = i = 0 y n = 5. Luego por la Observacién 4.2.
basta estudiar estas relaciones sobre el dlgebra A. Veamos que en este caso A es de tipo
de representacién infinito. Esto sigue de que el cubrimiento Galois universal de A estd
dado por el siguiente diagrama @ que contiene un subdiagrama convexo lleno Q' de tipo

Lg. Mostramos a continuacién los diagramas @ y @'.

A
4

v

Q
Supongamos ahora que () es el diagrama dado en b) y sea A = KQ/I con la propiedad
(IIP). El algebra A/A.e;.A que también tiene la propiedad (ITP) fue estudiada en 1.1.5 y

alli se probd que es de tipo infinito. Luego, A es de tipo de representacién infinito.
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Con el caso 1.1.9 finalizamos el estudio de los diagramas de la forma
1— 9 — (3 3—4—...—n . Para completar el estudio de los diagramas de tipo A, con un
lazo en cualquiera de sus vértices s6lo resta estudiar los diagramas de la forma
1— o™ O — ...—p conn>k+3yk2=>4

Sea ( un tal diagrama y A = KQ/I satisfaciendo la propiedad (ITIP). El cubrimiento Galois
universal A = KQ / T de A se construye de manera anédloga a los casos anteriores (donde k < 4) y

es facil ver que @ contiene al siguiente diagrama de tipo Ir7 como subdiagrama convexo lleno.

}

Esto prueba que no existen dlgebras A = KQ/I con la propiedad (IIP) y de tipo finito,
siQesdelaforma ;— ...— Op— ...—n connz k+3 y k >4y concluye la parte

1.1. Continuaremos la seccién I. considerando diagramas de Dynkin de tipo D, con un lazo. .

1.2. Q es un diagrama de tipo D, con un lazo en cualquiera de sus vértices.

1.2.1. Sea Q el diagrama O 1 L —_—.— 0 ,n >3
[+3
Es claro que A = KQ/T satisface la propiedad (IIP) si y s6lo si I =< ot > coni > 1.
Cualquiera que sea i > 1 el siguiente cubrimiento Galois @ de A contiene un subdiagrama

lleno Q' de tipo Dy. Mostramos a continnacién ambos diagramas Qy Q.

PP
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Luego A es de tipo de representacién infinito cualquiera que sea i > 1.

I.2.2. Con la notacién de la Observacién 4.3. sea Q el diagrama de 1.2.1 y consideremos
Qs: O1 A, n>3.
Sea A = KQp/I con la propiedad (IIP). Si n > 7 el cubrimiento Qs de A, construido a
partir del diagrama @ de 1.2.1., contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Eg que es

el siguiente,

P
Luego si n > 7 A es de tipo infinito.
Supongamos entonces 3 < n < 7. De manera andloga a los casos anteriores, se ve que es
condicién necesaria para que A sea de tipo de representacién finito que

Ay = A/A.epiq.A lo sea. Como A; también tiene la propiedad (ITP) sigue de aqui y 1.1.2

que basta estudiar las siguientes relac.ones en A:

b) o' =pB%a=0

¢) ot =p%a% =0, i=3,4,5

Sea Qg el diagrama construido a pastir del diagrama Q de 1.2.1 cambiando la orientacién
de la flecha 8. Por la Observacién 4.3, C:)g con las relaciones correspondientes en cada caso,
es el cubrimiento Galois de A.

Tanto en el caso a) como en el caso c) se puede elegir un subdiagrama convexo lleno de

Qg de tipo D7 como sigue.

Luego, las relaciones de a) y c¢) determinan ambas algebras de tipo infinito.
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Veamos ahora que con las relaciones dadas en b),

n=23, Vi
(*) A es de tipo finito << n=4,1=23,4
n=>5,i=2

Es facil ver que si 4,n son como arriba, Qs satisface las hipétesis y las condiciones 2) a),
b) y ¢) del Teorema 3.3.9. de donde resulta que A es de tipo de representacién finito.
Para probar la reciproca, mostraremos a continuacién diagramas de tipo infinito que

pueden elegirse como subdiagramas llenos de (g en los restantes casos.

‘ !

n=4,i>5 n=29561i>3

Con esto terminamos el caso 1.2.2 probando (). O

La siguiente Observacién prueba que no existen algebras con la propiedad (IIP) y de tipo finito

|
dadas por un diagrama de tipo — ¢ —
[24

|
Observacion 4.4. Sea D el diagrama ) O bz y sea A = K'D/I un dlgebra con la propiedad
[s3

(ITP). El cubrimiento Galois universal de A estd dado por un arbol infinito D con relaciones, que

es el siguiente.




65
Como A tiene la propiedad (IIP) toda relacién de A comicnza en el lazo « y de aqui, cualquiera

sea la orientacién de las flechas (3, (2, B3, se puede elegir en D el siguiente subdiagrama lleno de

tipO [)4.

Fisto prueba que A es de tipo de representacién infinito. O

De la Observacién 4.4 anterior sigue que no es necesario estudiar aquellos diagramas que con-

tengan al diagrama D como subdiagrama lleno.

1.2.3. Sea Q@ el diagrama | — | —ﬁ Or—.—n ,2<k<n.
&
Sik<nyA=KQ/I tiene la propicdad (ITP) entonces A es de tipo infinito.
En efecto, el siguiente diagrama Q con las relaciones correspondientes es un cubrimiento

Galois de A y como A tiene la propiedad (IIP) se puede elegir un subdiagrama convexo

lleno de tipo 1~?k+2 en Q.

0 ‘
0 SRS S S ,
e ‘
U,
Q

Estudiamos ahora el caso en que k = n, es decir ) es un diagrama de la forma
o
o
Sea A = KQ/I. Si {3 es una flecha con final en el vértice n, A tiene la propiedad (IIP)
si y sélo si I =< o' >. De manera andloga al caso 1.2.1 se prueba que A es de tipo de

representacién infinito cualquiera sea i > 1. Supongamos ahora que [ es una flecha

_con origen en el vértice n.
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Como en los casos estudiados anteriormente, se ve que las inicas relaciones a estudiar
son aquellas tales que el dlgebra Ay = A/A.e,1.A es de tipo finito. Tales relaciones fueron

determinadas en 1.1.2. y son las siguientes:
a) a®=0
b) o' =pa=0, Vi

¢) a®=pa?=0

El cubrimiento Galois universal de A estd dado por el diagrama Q de (1) con k=n, la
orientacién adecuada de las flechas que estdn en la fibra de 8 y las relaciones correspon-
dientes.

Es facil ver que con las relaciones dadas en b) A y ¢l cubrimiento que acabamos de dar
satisfacen las hipétesis y las condiciones 2) a), b) y ¢) del Teorema 3.3.9. Por lo tanto, las
relaciones de b) definen un dlgebra de tipo de representacién finito.

Se prueba de la misma manera que en 1.2.2 que las relaciones dadas en a) y c)
determinan dlgebras de tipo infinito. ‘

Esto completa el caso 1.2.3 y el estudio de los diagramas de Dynkin de tipo D, con un

lazo en cualquiera de sus vértices.

Finalizamos la seccién I estudiando a continuacién diagramas de Dynkin de tipo E,, p = 6,7,8

con un lazo.

I.3. Q es un diagrama de tipo E, con p =6,7,8 con un lazo en alguno de sus

vértices.

Estudiaremos algebras definidas por diagramas de la forma
(*) 1-2-'3_...k0—...‘—'p_1

conl <k<p p=6,7,8.
Sea @ un tal diagrama. Supongamos primero que k = p, es decir @ es un diagrama como el de

arriba con un lazo en el vértice p, y sea A = KQ/I con la propiedad (IIP). Claramente, el cociente
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N =A/A(es+ - +ep_1).A = KQ'/I' estd dado por uno de los diagramas estudiados en 1.2.1,
1.2.2 y 1.2.3 con relaciones y tiene también la propiedad (IIP). Ademés A’ es de tipo finito si A lo
es. Sigue de 1.2.1,1.2.2 y 1.2.3 que A’ tiene la propiedad (IIP) y es de tipo finito si y sélo si Q' es

el diagrama O Pl conai= Ba=0, i=23,4.

. B .
Podemos suponer entonces que (Q es el diagrama O — I — — y considerar sobre A las
(a4
relaciones o = Ba = 0 con i = 2, 3,4. Es facil construir el cubrimiento Galois universal de A y ver
que el mismo esta dado por un diagrama que contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Eg.

Por lo tanto, A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos ahora que Q es el diagrama de (x) con k =16 2 y sea A = KQ/I con la propiedad
(IIP). Por el mismo razonamiento de arriba, basta estudiar sobre A aquellas relaciones tales que el
cociente A’ = A/A(eg+es+---+ ep_l).A es de tipo de representacién finito. Por la Observacién
4.4, A’ estd dada por uno de los diagramas de 1.2.1, 1.2.2 6 1.2.3 y tiene también la propiedad
(IIP). Anslogamente al caso k = p basta considerar entonces el caso en que @ es de la forma
(2 1 2, g — 11— .. .—p—1 Yy A estd definida por las relaciones o = Ba = 0.

Probaremos que A es de tipo de representacidén finito si y sélo sip=6e 1 <3.

El cubrimiento Galois universal A = K Q/f se construye de manera andloga al caso 1.2.2 y
tanto A como A satisfacen las hip6tesis del Teorema 3.3.9 (Criterio de Bongartz para tipo finito).
Ademss, es facil ver que si p = 6 e i < 3 entonces se verifican las propiedades 2)a),b) y c) del
Teorema. De aqui resulta que A es de tipo de representacién finito cuando p =6 e i < 3.

Veamos ahora que vale la reciproca. La misma sigue de que en cualquiera de los casos restantes
Q contiene un subdiagrama. lleno Q' de tipo Ep. Mostramos a continuacién tal subdiagrama Q' en

cada caso.
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Por tltimo supongamos que @ es el diagrama (*) con 3 < k'< p — 1. Entonces A’ = A/A.e;. A
estd dada por un diagrama @’ de los estudiados en 1.1.2, 1.2.2 6 1.2.3 y tiene la propiedad (IIP).
Ademés, A’ es de tipo finito si y s6lo si Q' es de la forma — | —. .. L S) con las relaciones
o' = Ba =0, Vi.

Por la Observacién 4.3, basta estudiar entonces el caso en que () es el diagrama
R S) con las relaciones a* = Ba =0, i > 1.

Notemos que ¢l caso p = 6 fue estudiado cuando consideramos k=16 2. Supongamos p = 7,8
y veamos que A es de tipo finitosi y sélosi p=Tei=2.

Razonando de manera anéloga a los casos anteriores se prueba usando el Teorema 3.3.9 que si
p="Te1i=2 entonces A es de tipo de representacién finito. La reciproca sigue de que si p =7
ei > 306 p=8, el cubrimiento Galois universal de A contiene un subdiagrama lleno de tipo Eyg

como mostramos a continuacion.

| |

-

p="7,3i>3 p=

Este caso completa el estudio de las dlgebras con la propiedad (ITP) y de tipo finito dadas por
un diagrama de tipo E,, p = 6,7,8 con un iazo. En resumen, hemos probado que si @ es un tal
diagrama, A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) y es de tipo de representacién finito en

los siguientes casos:

. =6,:1<3
a) 01£>2-‘~—...——p_1, cona"=,3a=0,{p [__
« p="T 1=2
b) 1—2—|———...£Op_1, cona'=pa=0p="7T,i=2
(a3

Finaliza aqui la seccién I dedicada a las dlgebras con la propiedad (ITP) dadas por diagramas
de Dynkin con un lazo. En la seccién IT estudiaremos 4lgebras con la propiedad (IIP) dadas por

un diagramas de Dynkin con dos lazos.
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II. Q ES UN DIAGRAMA DE DYNKIN CON DOS LAZOS EN VERTICES
DIFERENTES

Anélogamente a la parte 1., comenzamos estudiando los casos en que Q@ es un diagrama de
Dynkin de tipo A, con dos lazos.

Particularmente interesante y de gran utilidad en lo que sigue es el estudio de las algebras
definidas por el diagrama @ : (3 1 LN 9 (3 con relaciones. Si A = KQ/I tiene la propiedad

(IIP) entonces entre las relaciones minimales de A aparece la relacién
k—1 _
Ba* =" Pi(y)Be’, k=1
=0

donde Pj(7) es un polinomio en vy para todo j. Se presenta entonces una nueva dificultad que es

la de trabajar con polinomios arbitrarios.
IL.1. Q es un diagrama de tipo A, con dos lazos.

De acuerdo a lo dicho anteriormente es corveniente comenzar estudiando el diagrama Q:

Ol£>20

o Y
I1.1.1. Sea Q el diagrama de arriba y A = KQ/I con la propiedad (IIP).
Es claro que como no existen caminos del vértice 2 en el vértice 1, 7p, P» = 0y que como
A tiene la propiedad (IIP), 7p, P =~ P§, con k > 0. Estudiaremos por separado los casos :
a) Tp,PL 2 P
b) Tp, P =~ Py, k> 1
a) De acuerdo al Teorema 1.9, (8) : P, — 7p, Py define un isomorfismo y la expresién de Sa

en f3 es de la forma

(x)  Ba=P()B, P(v)€ K]

Del Teorema 1.9 sigue también que si o = ~% =0 con 4,5 > 1 son las relaciones de A que

sélo involucran lazos entonces el ideal I estd generado por ot v, Ba — P(v)B. De aqui
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y del hecho que I es un ideal admisible resulta que P(v) es un elemento no inversible de
K[~

Supongamos primero que P(y) = 0. Entonces I =< at, 47, Ba >y el cubrimiento Galois

universal de A esta dado por el siguiente arbol infinito () con las relaciones correspondientes.

Vamos a probar que cuando P(y) = 0 en la expresion (*), A es de tipo de repre-

sentacién finito si y sélo si esta definida por las relaciones of = v* = fa =0, Vi.

Si j > 3, Q contiene al siguiente diagrama de tipo E, como subdiagrama convexo lleno

de donde resulta que A es de tipo de representacién infinito en este caso.

3 't

| 1

Probemos ahora que para j = 2, A es de tipo de representacién finito. Para ello usaremos

el Teorema 3.3.9.

La Proposicién 3.3.8 prueba que A es standard, y como Q es un arbol satisface las
hipdtesis y la condicién 2)a) del Teorema 3.3.9. (cf. Observaciones 3.3.5 y 3.3.7).

La condicién 2)b) del mismo teorema resulta de que d = dimg A = i + 4, entonces

29d+1 =2 +9> 2 +2y Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con

r > 2i + 2. Esto ultimo sigue de la maximalidad del siguiente subdiagrama Ag;y.2 de Q.
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Es facil verificar que Q satisface ademés la condicién 2)c), es decir, Q no contiene ningiin
subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV]. Esto prucha que el algebra

A =KQ/ < o, Ba,v? > es de tipo de representacién finito y concluye el caso P(y)=0en

la expresién () de fa.

Observacién 4.4. Notemos que el siguiente diagrama @’ con relaciones define también

un cubrimiento Galois de A para el caso anterior.

Aqui el grupo que actiia es isomorfo a Z, mientras que en el cubrimiento universal el
grupo que actia es el grupo libre con dos generadores (Q,1) =< [a]; [8717A] >.

En realidad, Q' es un cociente del cubrimiento Galois universal Q por el subgrupo normal
H =< [a7'p71ypB] > del grupo fundamental 7(Q, 1).

Si bien este cubrimiento parece ser més sencillo, no es simplemente conexo y por lo tanto
no sirve para aplicar el Teorema 3.3.9. En efecto, (0, 71) + (€1,%1) — (Y0,¥1) — (%o, %0) €s
un elemento no nulo del primer grupo de homologia H (D).

Este ejemplo muestra ademds que la hipétesis de simple conexidad sobre el cubri-

miento en el Teorema 3.3.9 es absolutamente necesaria, pues si no lo fuera, considerando las
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relaciones o® = Ba—yB =~ =0en Qy Q' con las relaciones correspondientes, se satisfacen
las condiciones 2)a), b) y c) del teorema y sin embargo A = KQ/ < a8, Ba — vB,7® > no

es de tipo de representacién finito (cf. [BoG]J, 7.6). L

Volviendo al estudio del caso II.1.1, supongamos ahora que P(v) # 0 en la expresion (*)
de Ba. Como ademds P(7) es no inversible P(y) = ¢,7y" + - + ¢ con ¢, #0en Ky
r> 1.

Consideraremos a continuacién los casos r =1y r > 1.

Caso r = 1: Vamos a probar que A = KQ/ < o, v, Ba— (epy™ + -+ ary)B > es
isomorfa al dlgebra A’ = K (((_;) ﬁ)Q)/ <at, 47, Ba—+'B >, 1o cual nos permite trasladar
el problema sobre A a un probler;a sobre A’.

Como P(v) es no inversible en K[y] y ¢ # 0, P(y) = yu con u = ey 4 4 que
es un elemento inversible en K[7] .l Haciendo la sustitucién 7/ = vyu la expresién (x) de fa
es la siguiente:

(k%)  Pa=4'8

Veamos que con esta sustitucién el algebra A’ = K(O i())/ < o, 'y'j, Ba— '8 > es
@ %
isomorfa a A. Para ello basta probar que K[y]/ < v/ >~ K[y']/ < 4" > lo cual sigue del

siguiente lema més general.

Lema. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y A una K - dlgebra conmutativa finitamente

generada. Supongamos ademds que A es un anillo local con ideal maximal 9. Entonces si 7y genera

m, A ~ K[y]/ <™ > donde n es el menor natural tal que M™ = 0.

Demostracién. Por una versién débil del Teorema de los ceros de Hilbert (cf. [AMc], 7.10) se tiene

que A/M ~ K y de aqui, A = K + M = K + A.

Como A es un anillo artiniano local existe un nimero natural n minimo tal que 9™ = 0. Luego,

A=K+ Ay=K+(K+A)y=K+Ky+Ay¥» = =K+ Ky+ Ky + -+ Ky ! =
K/ <" >0

Podemos reducirnos entonces a estudiar el tipo de representacién de A’. Vamos a probar que
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las relaciones ao® = 7/ J =0, Ba =+ determinan un 4lgebra A’ de tipo de representacién
finito exactamente en los siguientes casos:

i) j=2,V1
i) j=3,3<i<5

Esto probard que , cuando r =1, A es de tipo de representacion finito sélo si

est4 definida por las relaciones siguientes de 1) 6 2):
1) o =92=0, Ba= ()8, a #0, Vi
2) o =43 =0, Ba= (Y’ +c17)B, c1,c2#0, 3<i<5

Probaremos primero , usando el Criterio de Bongartz para tipo finito, que tanto las
condiciones de i) como las de ii) definen un &lgebra A’ de tipo de representacién finito.

El siguiente diagrama infinito @ con relaciones es un cubrimiento Galois de A’.

Y
_ﬂ_,.\\
[ ]
a - RN
; LB L
. o)
la'.' L'Y
B -

—_—

Notemos que todos los puntos de @ son separantes y que Q satisface las hipétesis de la
Proposicién 3.3.6, por lo tanto H; (A) = 0. Més an, A es simplemente conexa.

De la Proposicién 3.3.7 sigue ficilmente que A es standard y de aqui, se satisfacen las
hipétesis del Teorema 3.3.9.

Veamos que la condicién 2)a) del Teorema 3.3.9 se satisface para todo vértice s de Q, es
decir que para todo vértice s de Q las categorias K As y KA® son A - libres.

Basta probar 2)a) para las categorias K A,.. Si s es un vértice en la fibra del vértice 1 de

() entonces K A, es la categoria de caminos de un diagrama de Dynkin de tipo A;.
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Si s es un vértice en la fibra del vértice 2 de Q entonces KA, estd dada por el siguiente

diagrama y por lo tanto es A - libre.

[« b

Sea d = dimg (A). La condicién 2)b) del Teorema 3.3.9 resulta inmediatamente de que
2d+1>d > iy Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con 7 > %, lo cual

sigue de la maximalidad del siguiente diagrama de tipo A;.

i l

flechas

Es facil ver que en las condiciones de i) 6 i) Q satisface también 2)c) del Teorema 3.3.9,
es decir, Q no contiene ningin subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV]. Luego A’, y

en consecuencia A, son de tipo de representacién finito en estos casos.
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Veamos ahora la reciproca. Para ello mostramos a continuacién, en cada uno de los

restantes casos, un subdiagrama convexo lleno de Q perteneciente a la lista [BHV].

.-—f——. f N
|- |
¢ bk
f f
" .‘- 1
Ll )
4<j<i 6, >3

Esto concluye el caso en que r = 1.
Casor > 1: En este caso P(y) =cpy* + -+ oy cone, #0y r > 1.

Como K es algebraicamente cerrado se puede suponer que ¢, = 1 pues en caso contrario
haciendo la sustitucién 4’ = (¢, )7~ se obtiene un dlgebra isomorfa a A y en las condiciones
deseadas.

Luego P(y) = ¢, ¥* + - -+ 4" y se tiene la siguiente inclusién de ideales de A:
I C<d, fa—yB, yBy >=J jzr+123

Veamos primero que si v > 2, Ay = KQ/J es de tipo de representacién infinito de donde
resulta que A es de tipo de representacién infinito.
El cubrimiento Galois universal de A; esta dado por el siguiente diagrama Q, con las

relaciones correspondientes:

; 11(7”# : .

I‘_‘k—-*:

C——
. —
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Como 7 > 2, Q) contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo D5 que es el siguiente:

Notar que tal subdiagrama no es convexg si r = 2. Por tal razén consideramos el caso r = 2
ni l\‘;y\o
por separado.

Sea r = 2, es decir, P(7) = ¢,7" + -+ +7°. Cuando j > 4 se puede elegir en Q. el siguiente

diagrama de la lista [BHV] como subdiagrama convexo lleno.

De aqui resulta que A es de tipo de representacién infinito en este caso.

Resta estudiar entonces el caso j = 3 ( es decir v® = 0 en A). En este caso P(y) = % y por lo
tanto debemos estudiar cusndo las relaciones o = 3 = 0, Ba = v23 definen un 4lgebra A de tipo
de representacién finito.

Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si i = 2.

Si i = 2 el siguiente diagrama @ con las relaciones correspondientes es el cubrimiento Galois

universal A de A.

f e e

poswe o v @
R
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Es sencillo verificar que se satisfacen las hipétesis y las condiciones 2)a), b) y ¢) del Criterio de
Bongartz y por lo tanto A es de tipo de representacién finito cuando 7 = 2.
Si ¢ > 3 se puede elegir en Q el siguiente subdiagrama convexo lleno de tipo F; lo cual prﬁébar

la reciproca.

Con esto concluimos con el caso P(7) 5 0 en la expresién (*) de fa y completamos también la

parte a) en la cual consideramos 7p, Py ~ Ps.

Para el caso b) en que 7p, P, ~ P¥ con k > 1, tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.5. Sea Q el diagrama ; 2, :) ¥y A= KQ/I con la propiedad (IIP). Supongamos

« v
queo’ =0, v* =0 coni,t > 1 son las relaciones de A que sélo involucran lazos. Si TP, (P)) =~ Pé““,

con k > 1 entonces A es de tipo de representacién infinito.

Demostracidn. Sea ¢1 = (8, Bq,...,Ba*) : Pyt — 1p,(P)) el isomorfismo dado por el Teorema

1.9. Como Ba**! pertenece a 7p, (P1), tiene una expresion en los 8o’ de la forma:

() BT =" Pi(m)Ba’, Pi(y) € K[l
=0

Si k+ 1 = 4 entonces en la expresion anterior Pj(y) = 0, V j, 0 < j < k y de acuerdo a la
Observacién.1.10 I =< «f, 4* >, 4,t > 1. Es sencillo construir el cubrimiento Galois universal
A=K Q/i de A en este caso y verificar que Q contiene un subdiagrama lleno de tipo A3. Luego
A es de tipo de representacién infinito.
Supongamos ahora que k+1 < 4. De la Observacién 1.10 sigue que el conjunto {a?,~*, Bakt! —
k
Z Pj(~)Ba’} genera al ideal I de las relaciones de A. De aqui, como I es un ideal admisible de

j=0
K@, el polinomio Py(y) de la expresién anterior () debe ser un elemento no inversible de K[v].
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Supongamos que todos los P;j(y) de la expresién () son no inversibles y consideremos separada-
mente los casos k =1y k2> 2.
Caso k > 2: Como cada P;(v) es no inversible admite un factor v y por lo tanto se tiene la siguiente

inclusién de ideales de KQ:
. ' k . .
I =<~ Bkt — Z Pi(v)Ba’ > C < o, Baft v > =T
Jj=0

Claramente esta inclusién de ideales induce un epimorfismo de K - dlgebras A — KQ/J = A’
El dlgebra A’ estd dada por el diagrama O P, con las relaciones o = Ba*t! = 0 que ya vimos
«

es de tipo infinito cuando k > 2. Luego A es de tipo de representacién infinito en este caso.

Caso k = 1: En este caso la expresion (%) es la siguiente:

(+x)  Ba® = Py(7)B + Pi(v)Ba

Para probar que A = KQ/ < o, 8a? — Py — Pifo,~* > es de tipo de representacién infinito
consideraremos por separado los casos Py(y) = Pi(v) = 0y Po(vy), Pi(7y) no simultdneamente
nulos.

Si Py(y) = Py(y) = 0 entonces A = KQ/ < o*,Ba’®,v* > cont > 1, i > 2y el siguiente

diagrama @, con las relaciones correspondientes, es un cubrimiento Galois de A con grupo Z.

Se ve inmediatamente que @ contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo A3 y por lo tanto
A es de tipo de representacién infinito.
La técnica a seguir cuando Py y P; no son simultdneamente nulos es andloga a la del caso k > 2:

se sumerge al ideal I en un ideal J tal que el dlgebra A’ = KQ/J es de tipo de representacion
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infinito. Como existe un epimorfismo de K - 4lgebras A — A’ resultard que A es de tipo de
representacién infinito.
Supongamos entonces Py y P no simultdaneamente nulos. Como ambos polinomios son no

inversibles en K[v] tienen una expresién de la forma:
Fo(y) = (ko + Qo)v"

Py(y) = (k1 + Qu1y)Y”

con Qo,‘Ql €K[y], 1<r,s<t—1y ko, k) € K. Es claro que k; es no nulo si P; lo es.
Consideremos separadamente los casosr > 1y r = 1.

Sir > 1 entonces 2 < r+ 1<ty se tiene la siguiente inclusién de ideales de KQ:
I =< aia ﬁaQ - PO;B— Pl,Baa 'Yt > g £3(KQ) =< &3, ﬁa27 72ﬂ) ’7:3047 '73 >

Ahora bien A’ = KQ/r3KQ es de tipo de representacién infinito pues el diagrama Q construido
en el caso Py = P; = 0, con las relaciones correspondientes, es un cubrimiento Galois de A’ que

contiene un subdiagrama lleno de tipo Aj.

Supongamos ahora 7 = 1. Entonces la expresién (++) de Ba? es la siguiente:
(k%) Bo® = (ko+QoNYB+ (ka + Qy)7° P, 1<s<t—1
Estudiamos por separado los casos Py =0y Py # 0.
i) Si Py(7y) = 0 entonces
I =<a, Ba® — (ki + Quv)¥°Ba, ¥ > C < al, B, YBa, v > = J

Sea A’ = KQ/J. El diagrama Q construido en el caso Py = P, = 0, con las relaciones
correspondientes, es un cubrimiento Galois de A’ que contiene un subdiagrama lleno de

tipo As. Luego A’, y en consecuencia A, son de tipo de representacién infinito.

ii) Supongamos ahora Py(y) # 0. Entonces Py(7y) = (ko+Qo7)7 con ko # 0y ademés Ba? # 0.
Luego debe ser i > 3. Veamos primero que si # = 3 entonces

A=KQ/ < a3 Ba? -~ BB — PiBa, v > no satisface la propiedad (IIP).
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Si i = 3 entonces 0 = fa® = Ppfa -+ Pfa? en Ay reemplazando Ba? por su expresion

(%) se tiene la siguiente ignaldad en A:
0= pa’ = PoPiB+ (Po + PY)fa = (6, ) (PoPy, Po + PY)

Como (3, Ba) es un isomorfismo de P? — 7p, P, resulta que Py + P2 = 0. Luego

0= Py + P? = (ko + Qoy)y + (k1 + QL’Y)Q’)/QS = y(ko + Qoy + (k1 + Ql’Y)Q’YQs_l)

Como kg #0y 25 —1>0, u=ko+ Qoy+ (kr+ Q17)?>7?*™! es un‘elemento inversible de
K[y] y en consecuencia v = 0 en A, lo cual es una contradiccién.
Hemos probado que si A tiene la propiedad (IIP) entonces i > 4. En este caso se tiene
que:
I =<d, fa® - PB—Pfa, v >=

— < o, Ba® — (ko + Qo8 — (k1 + Q1y)v*Ba, vt > € < o, fa’ — B, 1Pa, v’ >

Sea J = < al, Bo? —+B, 7Ba, ¥* >. El dlgebra Ay = KQ/J es de tipo de representacién
infinito pues su cubrimiento Galois universal, dado en el ejemplo 3.2.1.1) de la seccién 3,

contiene un subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV] que es el siguiente:

Luego el algebra A = KQ/I es de tipo de representacién infinito lo cual termina el caso
r =1 en Py(Y).

El siguiente lema asegura que la demostracién del teorema estd completa.[d

Lema 4.6. Con las hipétesis del teorema anterior, los polinomios P;(7y) en la expresion () de

Ba**1 son no inversibles para todo j =0,...,k.

Demostracion. Consideramos el isomorfismo ¢; = (8, Ba, . .., Ba*) elegido en la demostracion del

teorema anterior y la expresién (x) de Ba**! en los o’ dada también alli.
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Supongamos por el absurdo que vale la siguiente condicién
(1) En la expresién () de fa**! en los Bad existen indices j; > jy > -+ > j, =d con s > 1
tales que P}, (vy) es inversible para todo 1 < i < s.
Notemos que podemos hacer esta suposicién porque k& > 1. Para k = 0 la condicién (1) nunca se
cumple pues la expresién () de Ba es Sa = Py(y)B y ya dijimos que Py(7y) es no inversible en esta
expresién porque las relaciones consideradas son admisibles.
mj;

Para cada 4, 1 <14 < s, escribimos Pj, ( Za(] J4t Entonces la expresién () de fabt! es

la siguiente:

BaFt = (3" P (m)Ba’) + (D Pi(7)Be’) =

1<i<s J#ds

k
= (a§VBa? +af? a2 + -+ al pdr) + 4.3 Q;(v)Ba’)

=0

donde YQ;(v) = Pj() si j # 4i y 7Qy,(7) = Pj, () — a((]]’) para todo 1 <17 < s.
Luego se tiene la igualdad:
- . A;
(B —agVpar ~ -~ aff ) fad) = 7.(3Q;(1)8a7)
=0

de donde sigue, por la minimalidad de d, la siguiente igualdad:

d(, k+1—d _ (1) ji—d __ (j2) jr—d (d)
Ba®(c —ag o T — a2 — ZQI (7)Ba?)
Sea u = oft1-d — a(()] Dadi—d _ (”) al2—d ... . Como ao ;é 0, % es un elemento inversible

del anillo K[q].

Se tiene entonces que:

ZQ] )8 )™, w e Ko
k
Multiplicando en el segundo miembro ( ZQ )Ba?) por u~! y reemplazando cada Ba” por su
=0

respectiva expresién en los fa’ cada vez que r > k se tiene una expresién

ZS Si(v) € K[
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Por lo tanto

0=pBa? —7.(d _Si(vBc’) =

§=0

= (B,Ba,...,Bc") (—7.So(7), -71-S1 (7)., 1 = ¥Sal(¥), -, —7-Sk(7))
Luego, como (3, Ba, . .., Ba*) es un isomorfismo, todas las componentes de
(=7.S0(7), =7-51(7), - - -, 1 = ¥Sa(7), - - -, —7.Sk(7)) deben ser nulas. En particular, debe ser

1 — 4S4(y) = 0 lo cual s una contradiccién porque 1 — vSy(y) ¢s un clemento inversible de Kv].

a

Observacién 4.7. Sea @ el diagrama O 4 LA » Oy A= KQ/I con la propiedad (IIP). ~
o ¥
Por el estudio hecho en IL.1.1, A es de tipo de representacién finito si y sélo si esta

definida por las relaciones siguientes:

i) o =4t =Pa=0, Vi

i

i) o = =0, Ba=cyB, c#0, j=2, Vi
’L’I’L) P = '73 =0, fa= (62’72 + cl’Y)ﬂa c1,c0 # 0, 1=3,4,5

i) o =*=0, fa=cy?B, c#0

Es claro que el dlgebra A definida por las relaciones de ii) es isomorfa a la definida por las mismas
relaciones con ¢ = 1, llamemos ii’) a tal caso. Vimos ademads, en {L.1.1, qne si A esta definida por
las relaciones de iii) haciendo la sustitucién 4" = (coy + ¢1)7 se obtiene un algebra isomorfa a Ay

definida por el diagrama O 2, ¢ con las relaciones:
« ~!

i) ot =42 =0, Ba=+'B, i=3,4,5

En resumen, si A satisface la propiedad (IIP) y es de tipo de representacién finito
entonces A es isomorfa a un dlgebra A’ dada por las relaciones de i) 6 iv) 6 ii’) 6 iii’).

Sea @' un diagrama que contiene al diagrama @ como subdiagrama y A’ = KQ'/I’ satisfaciendo
la propiedad (IIP). Entonces el dlgebra A” = A’/A/ ( Z e;) A’ tiene también la propiedad (IIP) y
esta dada por el diagrama () de arriba con relacione:éa’b

Si ademéas A’ es de tipo de representacién finito entonces A” también lo es y por lo tanto A” estd

definida por las relaciones de arriba con c;,ca,% y j en las condiciones de i), i), iii) 6 iv) de arriba.
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Mas atin, si 3 es el vinico camino (que no involucra lazos) que une los vértices a y b entonces toda
relacién de A” es una relacién de A’ (cf. Observacién.4.2). |

En conclusién, para determinar todas las dlgebras A’ de tipo de representacién finito basta
estudiar las definidas por un conjunto de relaciones que contiene a las relaciones de i), ii), iii) 6 iv)

de arriba, y a menos de isomorfismo, se puede reemplazar a ii) y iii) por ii’) y iii’). [

El préposito ahora es estudiar los diagramas Q de la forma

11— ..~ O3 i—— Or— ... —pcont>1, i+ 1< k <n. Comenzaremos con el caso
a ¥
i=1, k=4i+1=2 Esdecr, Qesdelaforma OO, —.
« v

Sea @ un tal diagrama y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Es ficil ver, usando el cubrimiento
Galois universal de A, que si el ideal I estd generado por relaciones que s6lo involucran a los lazos
a 'y 7y entonces A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos entonces que entre los generadores del ideal I aparccen ademéds relaciones que
involucran alguna flecha que no es un lazo. Damos a continuacién un Lema que en adelante serd

de utilidad.

Lema.4.8. Las siguientes dlgebras definidas por diagrainas con relaciones son de tipo de re-

presentacién infinito.

1 B2 .
a) 0202 a2=9=0, Bla=128, Bay=0 (676, =0)

o v
b 00, o=y =fia=0, ha=1H
O

rG

Demostracién. Para la demostracién usaremos la misma técnica que venimos utilizando en casos
anteriores. Es decir, construimos en cada caso el cubrimiento Galois universal A = KQ/I del
dlgebra A definida y mostramos un subdiagrama convexo lleno de @ de tipo de representacién

infinito.
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Observacién.4.9 Sea @ un diagrama de Dynkin con dos lazos, n > 3 vértices y que contiene al
diagrama O LN ¢ como subdiagrama.
o ¥
Sea A = KQ/I con la propiedad (IIP). Si entre las relaciones de A aparece la relacién Ba =

cy?B, c € K, c # 0 entonces A es de tipo de representacién infinito. En efecto, en estas condiciones

existe un cociente de A que es isomorfa a una de las dlgebras definidas en el Lema.4.8. O

Recordemos que nuestro préximo objetivo es estudiar las dlgebras A = KQ/I con la propiedad
(ITP) definidas por diagramas @ de la forma (3 L (3 N

De acuerdo a las Observaciones 4.7 y 4.9 si Q es un tal diagrama y A = KQ/I es de tipo de
representacién finito entonces toda relacién de A que involucra a a, 3 y v o bien es una relacién
cero o bien es una relacién de la forma Ba = (cay? + ¢177)8 con ¢; # 0.

Consideraremos para empezar, en 11.1.2, el caso en que Q es un tal diagrama y todas las

relaciones de A son relaciones cero.

I1.1.2. Sea Q : O

o3

las relaciones de A son relaciones cero. Entonces A estd dada por uno de los siguientes

..— ysea A = KQ/I con la propiedad (IIP) y tal que todas

diagramas con relaciones.

a) (gigi —, =y =8a"=6y"=0,1<r<i,1<s<j
b) (3—[3—»(7346— —, ad=4"=pa"=0,4,jr>1, r<i
c) (gﬁgé— —, ai=7j=57":0,i,j,r$1,r<j
d) 93“9"5’ —, &=y =0y =6y=0,1<r<4i1<s<j

En estos casos el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente arbol

infinito @ con las relaciones correspondientes.
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1

Vamos a probar que A es de tipo de representacién finito si y sélo si Q) es el

diagrama dado en a) con n =3 y las relaciones a?=72=Ba=6y=0.

Usaremos el Criterio de Bongartz para tipo finito (Teorema 3.3.9) para probar que si
Q es el diagrama de a) con n = 3 y las relaciones de arriba entonces A es de tipo de
representacién finito. |

De la Proposicién 3.3.8 sigue que A es standard. Ya hemos visto que si Q es un diagrama
de 4rbol entonces satisface las hipétesis y la condicién 2)a) del Criterio de Bongartz (cf.
Observaciones 3.3.5 y 3.3.7).

Para verificar la condicién 2)b) observemos que d = dimgA > 4 (pues @, 3, vy 6 son
linealmente independientes en el K - espacio vectorial A).l Luego 2d+1 > 9y Q no contiene
subdiagramas llenos de tipo A, con 7 > 6.

Es muy sencillo verificar que en este caso también se satisface la condicién 2)c) del
Criterio de Bongartz ya que cualquier subdiagrama lleno de Q es un arbol y existen sélo 6
diagramas que son arboles en la lista [BHV].

Esto prueba que A es de tipo de representacién finito en este caso.

Para probar que éste es el tnico caso tal que A es de tipo de representacién finito
mostraremos, en cada uno de los casos restantes, un subdiagrama convexo lleno de Q de

tipo infinito.
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Esto completa el caso 11.1.2. O

Estudiaremos a continuacién, en 11.1.3, I1.1.4, 11.1.5 y I11.1.6 algebras A = KQ/I con

Q: O, L3 O o ig ... —a, 72> 3y tales que no todas las relaciones de A son relaciones cero.
@ ¥
I1.1.3. Sea @ el diagrama O , 2, O 9 LA —n ysea A = KQ/I con la propiedad (IIP)
@ ¥

y en las condiciones de arriba. Por las Observaciones 4.7 y 4.9, basta estudiar cudndo las
relaciones o* = ¢/ = §y" = 0, fa = 7B definen un élgebra A de tipo de representacién
finito. Vamos a probar que A es de tipo de representacién finito exactamente en

" los siguientes casos:

r=1=7=2
é
) n=3 j=24i<5
r=1,
i=7=3
1=7=2
i) n>3, r=1, o

i=3,7<3, n<6

El cubrimiento Galois universal A de A estd dado por el siguiente diagrama Q con las
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relaciones correspondientes.

.——’._——-——’--.-.-.. ———

R

Es facil ver que todo vértice s de Q es separante y que para cada s las categorias K A,
y KA® son A - libres (notar que esta 1iltima propiedad es la condicién 2)a) del Criterio de
Bongartz para tipo finito). Con esto A es un cubrimiento simplemente conexo de A (cf.
Proposicién 3.3.6).

Por otro lado, usando la Proposicién 3.3.8 se prueba ficilmente que A es un algebra
distributiva y por lo tanto A es standard. Estamos entonces en las condiciones del Criterio
de Bongartz para tipo finito.

Es sencillo ver que para i, j, 7 y n en las condiciones de i) 6 ii), se satisfacen ademads las
condiciones 2) b) y ¢) del Criterio de Bongartz y por lo tanto A es de tipo de representacion
finito en estos casos.

De manera anéloga a los casos anteriores probaremos la reciproca mostrando, en cada
uno de los casos restantes diferentes ¢ i) y ii), un subdiagrama convexo lleno Q' de Q de
tipo de representacion infinito.

Sin=3yr=7j=2ei>3, se puede elegir Q' como el siguiente diagrama de la lista

[BHV].

Paran =3, r=1, i > 5, 2 < j <1 podemos elegir al siguiente diagrama de la lista

[BHV] como subdiagrama Q.



Cuandon =3, r =1, j = 3, i > 4, elegimos Q' perteneciente a la lista [BHV] como

sigue:

Sea ahoran >3y r=1.

Para i =3, n > 6 elegimos Q' del mismo tipoqueenelcason=3, r=1, ¢ > 5.

Esto concluye el caso 11.1.3. O

I1.1.4. Estudiaremos ahora el diagrama Qs donde @ es el diagrama de I1.1.3. Es decir, Qs es el

. 5°P
diagrama. ﬁ» Og «— ... —p
« ¥

s ———p . 59 -
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I1.1.5.

Sea As = KQs/I con la propiedad (IIP) y tal que no todas las relaciones de Ag
son relaciones cero. Por el mismo razonamiento del caso anterior 11.1.3, para determi-
nar todas las algebras As de tipo de representacién finito sélo debemos estudiar el caso
I'=<a' 49, Ba—vB > con 1 < j < i. Recordemos que la desigualdad j < i sigue de la
Observacion 1.11.

Veamos que As es de tipo dé representacion finito si y sélosii=j3=2y n = 3.

Sea, Q el cubrimiento construido en I1.1.3. El diagrama Qg construido a partir de Q, cam-
biando la orientacién de las flechas que estdn en la fibra de 6 y considerando las relaciones
correspondientes, es el cubrimiento Galois universal de Ag.

Se ve facilmente que si i > 3 entonces Qs contiene al siguiente diagrama de la lista [BHV]

como subdiagrama lleno.

Por otro lado, tanto Ag como el cubrimiento dado por Qs estén en las condicione; del
Teorema 3.3.9 y es sencillo verificar las propiedades 2)a), b) y ¢) del mismo cuando i = j = 2
y n = 3. De aqui, As es de tipo de representacién finito en este caso.

Sin embargo, si se consideran estas relaciones sobre Qs para n > 3 se obtiene un algebra
de tipo de representacién infinito. En efecto, Qs contiene al siguiente diagrama de la lista

[BHV] como subdiagrama convexo lleno.

Sea Q el diagrama dado en I1.1.3. y Qg s el diagrama obtenido a partir de Q cambiando la

op op
orientacién de las flechas 8y 6: O P O o S —n
o ¥
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Veamos cudles son las algebras Ags = KQp,s/I con la propiedad (IIP) y de tipo de
representacion finito. Recordemos que estamos suponiendo que no todas las relaciones de
Ap,s son relaciones cero.
Por las Observaciones 4.7 y 4.9 s6lo debemos estudiar el caso en que entre las relaciones
.de Ap s aparece la relacién de conmutatividad 8°Py = a3°?. Como Ag s tiene la propiedad
(IIP) ésta es la tinica relacién de Ag s que no sélo involucra lazos.
En este caso Ag s es el dlgebra opuesta del dlgebra A de I1.1.3 con » = j. De alli resulta
entonces que Ag s es de tipo de representacién finito si y sélo si estd definida por

las relaciones a? =42 =0, 8°Py = af3°? con n = 3.

I1.1.6. Sea Q el diagrama de I1.1.3. y Qg el diagrama obtenido a partir de Q cambiando la
orientacién de la flecha 3, es decir, Qs es el diagrama O, ki oF LR e
o ¥
Sea Ag = KQp/I con la propiedad (IIP) y tal que no todas las relaciones de Ag son

relaciones cero. Por el Teorema 1.9, el ideal I de las relaciones de Ap es de la forma
r—1
I =< o, o3, BoPy" — ZPk(a)ﬂ"pyk, 67° > con 1 < 7,8 < j. De acuerdo con las
Observaciones 4.7 y 4.9, ,iaza(;ta estudiar cudndo las relaciones o = 9 = §y* =0, [Py =
3°P determinan un dlgebra de tipo de representacién finito.
Recordemos que por la Observacién 1.11 se puede suponer que 1 < i < j.
Probaremos que Ag es de tipo de representacién finito si y sélo si s =4 =5 — 2

yn=3,6s=1ei, jy n satisfacen alguno de los siguientes casos i) 6 ii).

i=2 j<5
i) n=23, 6
i=j=3

i) 3<n<7, i=5=2

Si s = j entonces Ag es el dlgebra dual del dlgebra As de I1.1.4 y por lo tanto es de tipo
de representacién finito parai =35 =2y n = 3.
De manera andloga a los casos anteriores usaremos ¢l Criterio de Bongartz para tipo

finito para probar que tanto las condiciones dadas en i) como las dadas en ii) determinan
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un algebra de tipo de representacion finito cuando s = 1.

Supongamos que s = 1 y que estamos en las condiciones de i) 6 ii). Sigue inmediatamente
de la Proposicién 3.3.8 que Ag es distributiva.

Por otro lado, si Q es el cubrimiento construido en I1.1.3, entonces Qg, con las rela-
ciones correspondientes, es el cubrimiento Galois universal de Ag en estos casos. De la
misma manera que se probé en 11.1.3 que Q (con las relaciones alli consideradas) es sim-
plemente conexo se puede probar que (}[3 (con las relaciones correspondientes a este caso)
es simplemente conexo. Notar que las relaciones sobre Q en I1.1.3 son analogas a las que
estamos estudiando aqui.

Luego Ag es un algebra standard y estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz
i)ara tipo finito. Més atin, es facil ver que tanto en i) como en ii) el cubrimiento Galois
universal Ag = KQp/I de arriba satisface las condiciones 2)a), b) y c) del Criterio de
Bongartz y por lo tanto Ag es de tipo de representacién finito en estos casos.

Tal como hemos hecho en los casos anteriores, para probar que las condiciones de i) y
ii) son las tinicas que determinan algebras de tipo de representacién finito, mostraremos a
continuacién, para cada uno de los casos restantes, un subdiagrama convexo lleno Q’ﬁ de
Qg de tipo de representacién infinito.

Sis>1, s#jyj>2se puede elegir Qﬁ de tipo Ds como sigue:

Supongamos ahora s = 1.
Cuandon =3, j > 5 e? = 2 se puede elegir Qb como el siguiente diagrama perteneciente

a la lista [BHV].
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. . . s . &2 B2 Ba
Estudiaremos a continuacién los diagramas de la forma ;— ... — Or— O — ...

conn>4yk>1.



04

Sea @ un diagrama como arriba y A = KQ/I tal que todas las relaciones de A son relaciones
cero. Entoﬁces A =A/A(e1 + -+ er—1)A es una de las dlgebras consideradas en I1.1.2 y por lo
tanto es de tipo de representacién infinito. Luego A es de tipo de representacién infinito.

Podemos reducirnos entonces a estudiar los casos en los que entre las relaciones de A aparece

una de la forma Ba = 3 con 3 una flecha y w, 7 lazos (cf. Observaciones 4.7 y 4.9).

Observacion.4.10. Sca @ un diagrama como arriba y A = KQ/I con la propicdad (IIP) tal
que entre las relaciones de A aparece una relacién de conmutatividad que involucra a B, a'y 7.
Entonces el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama conmutativo @

con las relaciones cero correspondientes.

Por otro lado, de acuerdo a la Observacién 4.2, el algebra A’ = A /A(k}ilei)A satisface la
propiedad (IIP) y estd dada por el diagrama Q' que sc obtiene de @ quitando losi:értices 1,...,k—1.
Més atin, A’ = KQ'/INKQ' y para determinar cudndo A es de tipo de representacién finito basta
considerar relaciones de A tal que A’ es de tipo de representacién finito. Claramente, las algebras

A’ fueron estudiadas en 11.1.2, 11.1.3, I1.1.4, I1.1.5 y I1.1.6 y los resultados alli obtenidos seran de

gran utilidad en lo que sigue. [J

I1.1.7 Sea @ el diagrama | — ... i O g £, ®) LN n conm>4yk>2ysea
@ ¥
A= KQ/I con la propiedad (IIP).
Estudiamos cudndo las relaciones ot = v = 37" = B0 =0, fra = yf; con

1 <j,8<1%, 1 <r<jdefinen un dlgebra A de tipo de representacién finito.
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Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y s6lo si r =s=1,

. {k=2,Vn
1=7j =2, con .
2<k<n<b

Veamos primero que si no estamos en las condiciones de arriba para 7, s,1, j, n entonces
A es de tipo de representacién infinito. Para ello usamos la misma técnica que en los casos
anteriores. Es decir, mostramos para cada uno de los casos restantes, un subdiagrama
convexo lleno @’ de tipo infinito del diagrama Q dado en la Observacién.4.10, el cual define
el cubrimiento Galois universal de A.

Sir>16s>16i> 3 se puede elegir Q como uno de los siguientes diagramas de la

lista [BHV]:

N G, s « - . .
| | | -]
— ’- > l—y
r>1 s>1 ’ i >3

Paran > 5y k > 2 elegimos @ de tipo E; 6 perteneciente a la lista [BHV] segiin

n=k+26n>k+2.

n==-+2 7> k-2

Andlogamente a los casos anteriores,usando el Criterio de Bongartz para tipo finito,

k=2 VYn
resulta que parar =s=1, i = j = 2, A es de tipo de representacién
2<k<n<bd

finito. Hemos completado asi el caso I1.1.7. O

I1.1.8. Sea ahora @ el diagrama — ... g1 ﬁl—»Ok ﬁz—»O k1 Ps, cii—n L k>1,
@ v

n>k+2.
Vamos a probar que si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo

de representacién infinito.
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Para ello basta ver que A’ = A/A(e; + -~ +ep—2 +exys+-- -+ en)A, que también tiene
la propiedad (IIP), es de tipo de representacién infinito.

Claramente el dlgebra A’ estd dada por el diagrama j_; b, 9 & LN (:;) k1 bs, k42
con relaciones.

De la forma que tienen las relaciones en las dlgebras con la propiedad (IIP) resulta due
.no existen relaciones en A’ que involucren a la flecha 3. Observando cuidadosamente el
estudio hecho en I1.1.7, y la analogia existente entre ambos casos, se ve que A’ s6lo podria
ser de tipo finito si estd dada por las relaciones o = v2 = 0, Baa = 52,83y = 0. Sin
embargo, en este caso es facil construir el cubrimiento Galois universal de A’ y ver que
contiene un subdiagrama convexc; lleno de la lista [BHV], lo que prueba que A’ es de tipo
de representacién infinito. Mostramos a continuacién el cubrimiento y el subdiagrama

elegido.

L]

Esto termina el caso 11.1.8. O

I1.1.9. Consideremos ahora el diagrama @ : 1 — ... —Op —0O «— ... —, ,y sea
A = KQ/I con la propiedad (IIP). ’
Consideramos por separado los casos en que ) es una flecha con origen en k y By es una
flecha con final en k.
Si 8, es una flecha con final en k entonces A es de tipo de representacién

infinito.

De acuerdo a la Observacién.4.10. y a los resultados obtenidos en 11.1.4 basta probar
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que A' = KQ/ < a?, 42, fra— B > es de tipo de representacién infinito en este caso.
Esto sigue de que el cubrimiento Galois universal de A’ contiene al siguiente diagrama de

la lista [BHV] como subdiagrama convexo lleno.

Supongamos ahora que 3, es una flecha con origen en k. Anidlogamente a lo recién visto
basta estudiar cuindo el dlgebra A = KQ/ < o', 7, Baa — vBa, Bra > es de tipo de
representacion finito. Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y sélo
sin=k+2<66n=k+4<6 6n= k+3 <5y A estd definida por las relaciones
o =42 =0, fha =06, Pia=0.

El cubrimiento Galois universal de A est4 dado por el siguiente diagrama @ con rela-

ciones:

Es facil ver usando el Criterio de Bongartz para tipo finito que en las condiciones de
arriba A es de tipo de representacién finito. Probaremos la reciproca mostrando, en cada
uno de los casos restantes, un diagrama Q' de la lista [BHV] que puede ser elegido como
subdiagrama convexo lleno de Q.

Sin=k+2> 6 elegimos @’ como sigue:
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Para n =k + 4 > 6 se puede elegir Q' como el siguiente diagrama:

- P
Finalmente si n = k + 3 > 5 elegimos Q' como sigue:

N

p - y -

(’a ¥ s

Esto concluye el caso 11.1.9. O

BB B

o4

I1.1.10. Sea ahora Q@ el diagrama ;— .. - n
Y

Veamos que toda dlgebra A = KQ/I que tiene la propiedad (IIP) es de tipo de
representacién infinito.

Para ello construimos el cubrimiento Galois universal A = KQ / ITdeAy elegimos en él

un subdiagrama convexo lleno de tipo infinito D, como sigue.

Notar que el diagrama elegido es un subdiagrama lleno de Q pues A tiene la propiedad

(IIP).

Con el caso II1.1.10 hemos completado el estudio de los diagramas
b — e B L cmks1, >0, n> 4
Continnaremos estudiando el caso k =1, j > 1. Es decir, Q es un diagrama del tipo

o= Or— ... —pn con3<k<n.
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un lazo son relaciones cero. De aqui, el cubrimiento Galois universal de A es un dlgebra A = KQ/I
con @ un arbdl infinito. Més atin, @ es el siguiente diagrama:

e v >—

\
\.
\

L - = L,
bt (_,’/ i _ ' s
|- | o
L ‘/ g
1 l/‘;——" 1/ i
. i
L. L
' . el )."/‘ Pl -
. / . i
/! .L/f “

‘ S i

Como @ es un arbol, por la Observaciones 3.3.5 y 3.3.7 A es simplemente conexa y satisface la

condicién 2) a) del Criterio de Bongartz para tipo finito (Teorema.3.3.9). O

En el estudio de los diagramas de la forma O ST Ok— ... —

o y .

con 3 < k < n consideraremos casos segin la orientacién de las flechas B, 61, b2y k < né
k = n. En cualquiera de estos casos, nos referiremos al cubrimiento A dado en la Observacién
anterior como el cubrimiento Galois de A entendiendo que se considera la orientacién adecuada de

las flechas que estén en la fibra de 3, &,, 6, y las relaciones correspondientes.

Comenzamos estudiando el caso k = n. Es decir , @ es un diagrama del tipo

O —...— 0O .

IL.1.11. Sea @ el diagrama (o? TS n YA = KQ/I con la propiedad (IIP). Por el
Teorema 1.9, A tiene la propiedad (IIIZ) siysélosi I =< ab,47,Ba” >, 1 <r <i. Vamos
a probar que A es de tipo de representacién finito si y sélo si o = Ba=~2=0
cualesquiera sean i y n. |
Consideramos el cubrimiento Galois universal de A dado en la Observacién.4.11. El
grupo que actiia sobre Q es el grupe libre con Ados generadores

(@, 1) =<[a], [87'...67196...0] >.
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Veamos primero que si no se tienen las relaciones de arriba entonces A es de tipo de
representacién infinito. Para ello mostramos que en cada caso @ contiene un subdiagrama
convexo lleno @ de tipo infinito.

Si 2 < r < i se puede elegir Q como el siguiente diagrama de tipo Dy:

o
..... — —
41 |
—" —

Sir =1y j > 3 entonces se puede elegir Q de tipo E; y subdiagrama del siguiente
diagrama :

2 b o

-~ 1/

Usaremos el Teorema 3.3.9 para probar que las relaciones ot =Pa=+>=0,Vin
definen un 4lgebra A de tipo de representacién finito.

Sigue de la Proposicién 3.3.8 que A es standard y por la Observacién anterior 4.11, que
() satisface las hipétesis y la condicién 2a) del Teorema 3.3.9. Veamos ahora que se satisface
la condicién 2 b) de dicho Teorema.

Como Q) tiene n vértices, y o, ..., a* "1, son elementos no nulos y linealmente indepen-
dientes en A resulta que d = dimgA > n+(i—1)+1 = n+i. Luego, 2d+1 > 2n+2i+1 >
2n + 2i — 2 y la condicién 2b) sigue entonces de que Q no contiene subdiagramas llenos de
tipo A, con 7 > 2n + 2i — 2. Esto sigue de la maximalidad del siguiente diagrama de tipo

A2n+2i——2 .

——rme——e—— &

T

(i—1) lfk l

flechas
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La condicién 2 c) del Teorema 3.3.9 se verifica facilmente. Esto termina el estudio de

este caso probando que A es de tipo de representacién finito si y sélo si of = Ga =

¥2 =0, Vi, n. O

Con la notacién de la Observacién 4.5, dado Q comno en I1.1.11, vamos a considerar ahora

el diagrama Qjs : 91 —ﬁaﬁi (3,1.

Del Teorema 1.9 sigue que A = KQs/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I=<oa'y,Ba",6%y >coni,j>1yl<r< 2, 1 < 5 < j. Usaremos el Criterio de Bon-
gartz para tipo finito (Teorema 3.3.9) para probar que A es de tipo de representacién
finito si y sélo si estd definida por las relaciones i) 6 ii) siguientes:

i) & =Ba=+%2=0, Vi
ii) o' =Ba=6Py=~"=0, Vi,j

Sea A = KQj /I el cubrimiento Galois universal de A dado en Observacién 4.11.

Por la Proposicién 3.3.8, A es un algebra distributiva y por la Observacién 4.11 se
satisfacen las hipétesis y la condicién 2) a) del Teorema 3.3.9. Resta ver entonces que en
los casos i) y ii) valen también las condiciones 2)b) y ¢) lo cual es inmediato.

La reciproca sigue de que si no estamos en los casos i) 6 ii) Qs contiene un subdiagrama
convexo lleno de tipo E;.

Con esto finalizamos el caso 11.1.12. 0

op
Sea () como en I1.1.11 y consideremos Qs: O3 £ A On .
a ¥

Ya hemos observado anteriormente (cf. Observacion.1.8) que si en lo§ vértices donde
hay lazos no nace ninguna flecha, el dlgebra tiene la propiedad (TIP) si y sélo si el ideal
de las relaciones estd generado por relaciones que sélo involucran lazos. En nuestro caso
A = KQp/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si I =< oty > 4,5 > 1.

Es muy sencillo construir un cociente del cubrimiento Galois universal de A que contenga
un subdiagrama lleno de tipo A,, lo cual prueba que A es de tipo de representacién

infinito.
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Con este 1ltimo caso se completa el estudio de los diagramas de tipo

. Ok e Tnconm= k > 3. Consideraremos a continuacién el caso n > k.
1 v 2

Sea Q un tal diagrama y A = K Q/I con la propiedad (ITP). Recordemos que por la Observacién

O —...
(24

4.2., el dlgebra A’ = A/A.(epq1 + - +€,).A también la satisface. Mas aun, A’ estia dada por un
diagrama @’ de los estudiados en 11.1.11, I1.1.12 y I1.1.13 y es de tipo finito si A lo es. De aqui,
para hallar todas las 4lgebras A = KQ/I con la propiedad (IIP) y de tipo de representacion finito

basta considerar @ tal que @’ es el diagrama de I11.1.11. 6 IT.1.12.

I1.1.14. Sea @ el diagrama (3 1 NN (p L — n, > 3.

Vamos a probar que si A = KQ/} tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo
de representacién infinito. Por el Teorema 1.9 A tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I=<ai,y, Ba",6y7° > con 1 <r <4, 1<s<jsidyesuna flecha con origen enn =1 6
I=<ot,y,Ba" >, 1<r< i si 65 es una flecha con final en n — 1.

Consideremos el cubrimiento Galois universal A = KQ/I de A dado en la Observacién
4.11. y veamos que se puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno de tipo E;y

subdiagrama del siguiente diagrama:

.
g .
c/

e

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito. [
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Sea @Q el diagrama O, E . & Ok A —n Yy A=KQ/I. Probemos que si
o %

A tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo de representacién infinito. Esto
sigue de que el cubrimiento Galois universal Q de A dado en la Observacién 4.11 contiene

al siguiente diagrama de tipo Dyy..3 como subdiagrama convexo lleno.

" i__,
* ' ) . / x
5P
Sea @ el diagrama de I1.1.14 y sea Qs, : O £>2 RSN OL: N —
S ¥

3<k<n.

Sigue del Teorema 1.9 que A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I =<at 7, Ba”, 65P9%, oyt >, 1 <r <4, 1 <s<j 1<t<j Veamos cuindo
las relaciones definidas por un tal ideal I determinan un algebra de tipo de representacién
finito.

Supongamos primero que n=k+1y k > 3. De manera andloga a los casos anteriores
tenemos que si A = KQ/1 tiene la propiedad (IIP) y es de tipo finito entonces las 4lgebras
cocientes Ay = A/ < a >y Ay = A/A.e;41.A también. De aquiy por los resultados
obtenidos en 1.1.4 y I1.1.12 se tiene que para determinar todas las dlgebras A = KQ/I con

(ITP) y de tipo finito basta estudiar los signientes casos:

a) o' =fa=8y=+2=0,Vi
b) & =6Py=92=0

¢) 2 =8Py=6y=74>=0
d) o =fa=6Py=+%>=0, Vi

e) ' =Pa=8Py=6y=79"=0, Vi,j

Probaremos que A es de tipo de representacién finito exactamente en los si-

guientes casos:
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.o i __ gop _ _ 4' .
i) of = fa =67y = by =7 =0,
n=>5 1=2,j=3
n>5 j=2 Vi
Sea Q el cubrimiento Galois universal de A dado en la Observacion 4.11. Veamos primero
que si no estamos en las condiciones i) 6 ii) entonces A es de tipo de representacién infinito.
Para ello mostraremos en cada uno de los casos restantes, un subdiagrama lleno Q' de Q

de tipo infinito.

Para las relaciones dadas en a), Q' es el siguiente diagrama de tipo Ey

S .
S
e
.4
/ ﬁ/

Tanto en el caso c) como en el b) se puede elegir Q' de tipo D,, como mostramos a

continuacién.

Notemos que las relaciones dadas en i) y ii) corresponden a los casos d) y e) respectiva-

mente, con ciertas condiciones sobre 7 y j. Andlogamente, las dadas en ii) corresponden al
caso e).
Supongamos que A estd definida por las relaciones de d) y que no satisface las condiciones
n=4,12>4
de i), es decir, { n=25,12>3.
n>06
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Cada una de estas condiciones definen dlgebras de tipo infinito pues en cualquiera de

estos casos se puede elegir un subdiagrama lleno Q' en Q, de tipo Eg y que es subdiagrama
de:

r/'/""" > /a'
,— *
i
(i—1) J:

flechas

Supongamos ahora que A estd definida por las relaciones de e) y que no satisface las
condiciones de ii). Veamos que A es de tipo infinito.

Sin =4, i>4, j > 3 se puede elegir Q' de tipo Fg, en Q. Tal diagrama Q' es el

siguiente:

Parai =2, j >4, (Vn), Q contiene un subdiagrama lleno de tipo E; que es subdia-

grama de;

Cuando n = 5, j =3, i > 3 se puede elegir §’ de tipo Eg como sigue,
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/ [ ' {

Por dltimo sin > 5, i = 2, j > 2 el diagrama Q' es de tipo Fg y es subdiagrama del

siguiente diagrama:

Andlogamente a los casos anteriores se ve facilmente, usando el Teorema 3.3.9, que en
los casos 1) y ii) A es de tipo de representacién finito.

Supongamos ahoran > k+ 2y k > 3 y veamos que A es de tipo de representacién
k=3,4, i=2
i=k=3

Al igual que en los casos anteriores estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz

finitosiysélosia* =2 =fa=86y=67=0, n=k+2, {

para tipo finito y usando este criterio se prueba facilmente que si A estd definida por dichas
relaciones entonces es de tipo de representacién finito.
Para probar la reciproca mostraremos a continuacién, un subdiagrama lleno Q' de @ de

tipo infinito en los casos:

n>k+2, (k>3)
k=3, i>4

— k42
" +’{k=&i23

Sin >k + 2 se puede elegir Q' de tipo E5. subdiagrama del siguiente diagrama:
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Sean=k+2 Sik=3,4i>46k=4, >3 se puede elegir Q' de tipo Ez como

mostramos a continuacién:

- . N /' )
P /./ +
e = o
N| J
.Ll l.‘.
J.l .
' k=3 i>4 k-1, (>3
Por iiltimo si k > 5 Q' es subdiagrama del siguiente diagrama.
-
./‘
f T
|
Esto completa. el caso I1.1.16. []
I1.1.17. Sea @ el diagrama (O LN O & & n, N >kyseaA=KQ/I conla
a ¥

propiedad (IIP). Como ya hemos observado, es condicién necesaria para que A sea de tipo
finito que el dlgebra cociente A; = A/A(eg41 + -+ - + en)A, que también tiene la propiedad
(IIP), satisfaga la misma condicién.
De los resultados obtenidos en I1.1.12 sigue que A, satisface la propiedad (IIP) y es de
tipo finito en los siguientes casos:
a) o =Ba=~2=0, Vi
b) o' =Ba=6v=+" =0, Vi,j
Consideremos por separado las relaciones de a) y b) sobre A y veamos cudndo A es de
tipo de representacién finito.
Sea Q el cubrimiento Galois universal de A que dimos en la Observacién 4.11.
Las relaciones de a), cualquiera sea i, determinan algebras de tipo infinito pues Q contiene

al siguiente diagrama de tipo D5 como subdiagrama lleno.



e
s

Basta estudiar entonces bajo cudles condiciones sobre 4, j, ky n las relaciones dadas en
b) determinan dlgebras de tipo finito.
Sin > k + 2 se puede elegir en Q un subdiagrama lleno de tipo Eg y por lo tanto A es

de tipo infinito. Tal subdiagrama es el siguicnte.

.. ,
- TR u/g

L > ¢
-/

Supongamos n =k + 1. Paran > 6, A es de tipo infinito pues Q contiene un subdia-

grama lleno de tipo Ej y subdiagrama del siguiente diagrama.

Podemos suponer entonces n < 5. Usando el Criterio de Bongartz para tipo finito
(Teorema 3.3.9) se prueba facilmente que si j = 2 y k = 3,1 = 2,36 k=4,ei=2
entonces A es de tipo de representacién finito.

Veamos que éstas son las tnicas condiciones sobre i, j, k, n tales que las relaciones de
b) determinan 4lgebras de tipo finito. Para ello mostramos a continuacién, en cada uno de

los casos restantes, un subdiagrama lleno de Q de tipo infinito.
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e .

/. b / /

. /' v ¥
7 :
.ll l/
4 . .
1. =3, j>2 i>14 k=3, >3, i>2

e
/»L_,/ i
Y .
- - I

g

a4 i 15 . .
l t23, k=4 k=4 j>3
Con esto finalizamos la seccién IL.1. en la que estudiamos diagramas de tipo A, con dos lazos.
En la seccién I1.2 estudiaremos diagramas de Dynkin de tipo D,, con dos lazos en cualesquiera
de sus vértices.

II.2. @ es un diagrama de tipo D, con dos lazos.

Si @ es un diagrama de tipo D,, con dos lazos entonces es uno de los siguientes:

a) Ol—l_"'ok_""—”
O
b) 01— —.. —,
Q) 1=l = m Qi Oy, 3Si<j<n

Estudiaremos primero los diagramas de a) con k = n. Comenzamos con una Observacién que

serd de utilidad en el estudio de dichos diagramas.

.2 é . .
Observacién.4.12. Sea Q: O, L. ...— O . Sigue del Teorema 1.9 que si
e 7
A = KQ/I tiene la propiedad (IIP), y existen relaciones en A que involucran alguna flecha que no
es un lazo entonces tales relaciones son relaciones cero de la forma Ba® = 0 6 §y7 = 0. De aqui, el

cubrimiento Galois universal de A estd dado por un drbol infinito @) con relaciones. Tal diagrama
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Q es el siguiente.

, L LA ¢ X

L e §
JL ._./ “1 ____/ . LN ¥

L : T T
.,«1 .-
P
. .;' ¥ ) ¥

@ e e - -

Para diferentes orientaciones en las flechas 8 y § de @ nos referiremos a este cubrimiento en-
tendiendo que se consideran, en cada caso, las orientaciones adecuadas para las flechas de @ que

estdn en la fibra de 8 y 8 y también las relaciones correspondientes. [

I1.2.1. Sea @ el diagrama 9 1 LN '| — ... & » O . Sabemos que si A = KQ/I tiene
la propiedad (IIP) y es de tipo finito entonces elv algebra cociente A/A.epqy.A también.
Luego, por los resultados obtenidos en I1.1.12 pademos suponer que n < 3.
Al mismo tiempo, las dlgebras A/A.c;. Ay A/A.e,. A, que también satisfacen la propiedad
(IIP), son de tipo finito si A lo es. Luego, por los resultados de 1.2.2 y 1.2.3 para determinar
cuéles son todas las dlgebras A con la propiedad (IIP) y de tipo finito basta estudiar el
caso en que A estd definida por las relaciones o = fa =6y =~ =0coni,j > 1.

Veamos que

A es de tipo finito <«=»>

Notar que en las condiciones anteriores, n+ j < 7.
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Usando el Teorema 3.3.9 se ve facilmente que si i = 2y ny J satisfacen algunas de
las condiciones anteriores entonces A es de tipo de representacién finito. Para probar la
reciproca consideremos el cubrimiento Galois universal Q de A dado en la Observacién.4.12.
y veamos que en los casos restantes se puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno Q'

de tipo infinito.

Sin+j > 7 siempre se puede elegir Q' de tipo Fg como mostramos a continuacién.

Y 4

Paran =3, i >4, j =2, Q' es de tipo Es.

<

//

s
g
‘|
‘|

.1

“*

Sin=4ei>26n=4,i=2, j > 3 se puede elegir Q' de tipo E; 6 Eg respectivamente, como

sigue.

n=4,i>2 n=4,i=2,j>3
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»J > 2

[

n=>5,1i>?2 "=

Por tltimosin=5ei>246n=>5y j > 2 elegimos Q' de tipo E; 6 Eg respectivamente, como
mostramos a continuacién.
. / )
 — . /
|
g

I1.2.2. Si Q' es un diagrama obtenido a partir del diagrama anterior ¢ cambiando la
orientacién de alguna (6 ambas ) de las flechas By by AN = KQ/I tiene la
propiedad (IIP) entonces A’ es de tipo de representacién infinito.

Esto resulta inmediatamente de que el diagrama Q dado en la Observacién 4.12 contiene

un subdiagrama lleno de tipo D, que es el siguiente:

. ——e— e} »

ST
55

De aqui, si A’ tiene la propiedad (IIP) es de tipo de representacién infinito. [1

Con el caso 11.2.2 completamos el estudio de los diagramas dados al comienzo de la seccién I1.2

en a) con k = n. Consideraremos a continuacién los diagramas de a) con n > k.

s ’ .
11.2.3. Sea @ : O 1£|2 —_— i O —...—p ,conn >k, k> 3. Veremos que si A = KQ/I
o ¥
tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo de representacién infinito.
El cubrimiento Galois universal de A estd dado por un diagrama Q que se construye de

manera ansloga al de la Observacién.4.12 y es facil ver que @ contiene un subdiagrama
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convexo lleno de tipo D,. como mostramos a continuacién.

/ ¥

.—-—-—./.'
.y
T f

El siguiente caso completa el estudio de los diagramas dados en a) al comienzo de la seccién II.

I1.2.4 Sea Q el diagrama LA Ely) — ...—n Yy A=KQ/I con la propiedad (IIP).

Probaremos que A es de tipo de representacién infinito.

Si todas las relaciones de A son relaciones cero, entonces
A"=A/ <a, ey, ...,e, > tiene también la propiedad (IIP) y por la Observacién 4.3 es
de tipo de representacién infinito. Luego A 1o es.

Supongamos entonces que esto no ocurre. De la Observacién.4.10 resulta entonces que
la relacién Ba = v aparece entre las relaciones de A. Probemos que A es también de tipo
infinito en este caso.

Notemos que en estas condiciones no es posible usar la Observacién 4.3 para concluir
que A es de tipo infinito porque A’ lo es, ya que si bien
A=A/ <a, e, ...,e, > estd dada por el diagrama — (l‘) — , no tiene la propiedad
(ITP) pues entre las relaciones de A’ aparece la relacién v8 = 0.

Construyamos entonces el cubrimiento Galois universal A = K Q / I, de A, y veamos que

existe un diagrama de la lista [BHV] que es subdiagrama convexo lleno de Q.

I S
A -
e

o))
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Observemos que si se considera el diagrama Qg, que se obtiene, a partir de @ cambiando
la orientacion de la flecha B, y Ag = KQp/I satisface la propiedad (IIP) entonces el algebra
cociente A’ﬁ = Ag/ < @, eq, ... e, > también la satisface y estd dada por el diagrama
— | — . Luego, sigue de la Observacién 4.3 que A es de tipo infinito y de aqui A es de

tipo de representacién infinito. O

Estudiamos a continuacién slgebras A = K@Q/I con Q como en b) del comienzo de la seccién

I1.2.

: O
11.2.5. Sea Q comoenb): ©O1— ! — ...—, y A= KQ/I con la propiedad (IIP).

El caso n = 3 fue estudiado en 11.2.1 y 11.2.2. Supongamos entonces n > 4 y veamnos A
es de tipo de representacién infinito.

Por la forma que tienen las relaciones sobre las dlgebras con la propiedad (ITP) tenemos
que el cubrimiento Galois universél de A estd dado por un &rbol infinito @ con relaciones.
El diagrama Q es el siguiente.

Es fécil ver que independientemente de cudles sean las relaciones de A, @ siempre con-
tiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Eg como mostramos a continuacién. De aqui

A es de tipo de representacién infinito.
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Por dltimo consideraremos a continuacién los diagramas dados en ¢) al comienzo de la seccién

I1.2.

I1.2.6 Sea @ el diagrama | — | —...— Oiﬁ...— Oj—...—p coni>3 j<ny
(02

A = KQ/I con la propiedad (IIP). !

Veremos que A es de tipo de representacién infinito.

Sij>i+1entonces A’ = A/A.(ej+- - +epn).A tiene la propiedad (IIP) y est4d dada por
un diagrama de tipo D, con un lazo. Estas dlgebras fueron estudiadas en la seccién 1.2 y
alli se probd que son de tipo de representacién infinito.

Supongamos entonces j = i + 1 y sea Sp el conjunto de relaciones minimales de A que
no sélo involucran lazos.

Si todas las relaciones de Sj son relaciones cero, entonces el cubrimiento Galois universal
Q de A contiene un subdiagrama convexo lleno Q' de tipo D, y por lo tanto A es de tipo

infinito. Mostramos a continuacién los diagramas Q y @’.

L _/'.
- ---c¢/;'. b’l./' {
: o
// l/ P =
— = e — |
T Q'
ol -/
'/
BT A
'k/
i g

_/. .
Supongamos ahora que S5 contiene una relacién de conmutatividad de la forma,
Ba™ = B3 (6 v°B = a"B) con a”,y* # 0. Por la Observacién 4.10 podemos suponer
r=s=1.
En este caso el cubrimiento Galois universal de A esta dado por el siguiente diagrama Q

que contiene un subdiagrama convexo lleno Q' de la lista [BHV].
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_ ;__h____ _ L
AN S S ]
R ;
) N S
IR ';—— — L
Q,

Finalizamos asf el andlisis de las dlgebras con la propiedad (ITP) dadas por diagramas de tipo D,
con dos lazos. Los resultados aqui obtenidos serdn de utilidad en la seccién I1.3 siguiente dedicada

al estudio de los diagramas de tipo E, con dos lazos, p = 6,7,8.

I1.3. Q es un diagrama de tipo E, con dos lazos.

Vamos a probar que toda algebra A dada por un diagrama de tipo E}, con dos lazos
y con la propiedad (ITP) es de tipo de representacién infinito.

Si Q es un diagrama de tipo E,, p = 6,7 6 8 con 2 lazos entonces @ es uno de los siguientes

diagramas:
a) 01—2—l3—~...-—0k——...—-—p_1; 2<k<p
b) 1—2 O — ! — ... — Ok— ...-—p-1; 3<k<p
) ;—mo—— ... —0Oi— ... —O;j— ... —p1; 3Zi<j<p

Comenzamos estudiando los diagramas de a).
Supongamos primero que k = 2, es decir, @ es de la forma O — O2— N p—1 -
De acuerdo a la Observacién 4.2, el dlgebra A’ = A/A.(es + -+ + e,-1).A satisface la propiedad -

(ITP) y estd dada por el diagrama O LA O o —l3 — y relaciones. Tales dlgebras A’ fueron
o v

estudiadas en la seccién 11.2.6 y alli se probé que son de tipo de representacién infinito. Luego A
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es de tipo de representacién infinito.
Si k = 3 sigue de la Observacién.4.4 que A’ = A/A.(e; +es + - -+ e,—1).A es de tipo de
representacién infinito y de aqui, también lo es A.
Supongamos por iltimo 3 < k < p—1 en Q. Claramente si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)
las relaciones de A son todas relaciones cerc y de aqui, su cubrimiento Galois universal estd dado

por un diagrama de srbol Q que es el siguiente.

1/ 0/.
: — S G
- “ = -

" " .
X ~ Ty T

— '

* 1=

l/

. !.
Mostraremos 'a continuacién que cualesquiera sean las relaciones tal que A tiene la propiedad
(IIP), se puede elegir en Q un sﬁbdia;g:rania lleno C}' debt(,ipo i>nrﬁnito. Distinguimos los casos
k<p—-1yk=p—1. En el primer caso Q es de tipo D,. En el segundo Q' es de tipo E; y es

subdiagrama del siguiente diagrama Q.

N

u/ ./

|

Finalmente, si @ es un diagrama como en a) con k = p y A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)

g, k<p-l Q"

entonces A’ = A/A.(es+---+e,_1).A también tiene la propiedad (IIP) y estd dada por el diagraia
o <

O —— I —  que fue estudiado en I1.2.5. Alli se prob6 que A’ es de tipo de representacién
&

infinito y por lo tanto A también lo es.

Consideremos ahora los diagramas dados en b) al comienzo de la seccién I1.3. Sea @ un tal

R R R S

diagrama y A = K@/I con la propiedad (1IP). Si k < p— 1 6 k = p entonces el dlgebra A’ =
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A/Ae 1.A satisface también la propiedad (IIP) y estd dada por un diagrama del tipo
O —l—  — 00— . —p, k<p-16 ol—(lj“ N

Estas 4lgebras fueron consideradas en 11.2.4 y 11.2.5 donde se probé que son todas de tipo de
representacién infinito. Luego A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos ahora que k =p — 1 en @ (como en b)). Entonces el cubrimiento Galois universal

de A estd dado por el siguiente arbol infinito Q.

¢ LN ¥ )
S L
" ol ~
I/.
o =
el
. SR SR S
l/. ’ ’.
| —.
.
7

Es facil ver que si A tiene la propiedad (I1IP) entonces @ contiene un subdiagrama lleno de tipo
D5 que es el siguiente.
» — . / .
. /
-/
|«

De aquf resulta que A es de tipo de representacién infinito lo que completa el estudio de los

diagramas de b).

Por tltimo, sea @ un diagrama como en ¢) y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Entonces
A’ = A/A.e;.A es un dlgebra que también satisface la propiedad (IIP) y estd dada por un diagrama
de tipo D,, con dos lazos de los estudiados en la seccién I1.2. De los resultados alli obtenidos sigue
que A es de tipo de representacién infinito.

Con esto completamos el estudio de los diagramas dados en c¢) y la seccién I1.3.
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II1. Q ES UN DIAGRAMA DE DYNKIN CON 3 LAZOS

Sea () un diagrama de Dynkin con tres lazos, A = KQ/I con la propiedad (IIP) y £, el conjunto
de relaciones de A que sélo involucran lazos. Es facil ver que si £, genera I entonces A es de tipo
de representacién infinito. Podemos suponer entonces que existe una relacién » que no estd en £x.

Recordemos que una relacién r = Z&, de I, con §; caminos de « a y, s¢ dice minimal si
i€J
Z(Si ¢ I para todo subconjunto no vacio Jy ¢ J. Sea S, el conjunto de relaciones minimales
1€Jo .
r =36, de A con & un camino de x en y, = # y. Por lo supuesto arriba Sy # 0.
Anélogamente a las secciones anteriores comenzamos estudiando los diagramas de Dynkin de

tipo A, con 3 lazos.

Lema.4.13. Sea Q un diagrama de tipo As con un lazo en cada vértice y A = KQ/I con la
propiedad (TIIP). Si A es de tipo de representacién finito entonces I estd generado por relaciones
que sélo involucran lazos y relaciones de la forma Bo = cyB conc€ K, ¢#0, f una flechay o y

v lazos.

Demostracion. () es uno de los siguientes diagramas:

B2

) ool
3% an a3
9) oo f o
(233 [¢) o3

B B2
3) O—0—=0
Vamos a considerar los siguientes casos para el conjuno Sy:

a) S contiene dos relaciones cero de la forma Ba con 8 una flecha y o un lazo.
b) Sa contiene una relacién cero de la forma 'a’ y una relacién de la forma
Bo — (eayt + c17)B con ¢y, ¢3 no simulténeamente nulos, B, B flechas y o, o, 7 lazos.

¢) Sa contiene dos relaciones de la forma Ba — (coy? + ¢,)8 con f una flecha y «, « lazos.

Observemos que si Sa contiene sélo una relacién de la forma Ba — (cay? + ¢17)B entonces existe

un cociente de A en las condiciones de a) 6 b). Analogamente, si Sp contiene alguna relacién cero
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de la forma fa* con i > 1 entonces existe un cociente de A en las condiciones de a) 6 b).
Comencemos estudiando el caso a). Vamos a probar que A es de tipo de representacién infinito.
Para ello usaremos la misma técnica que en casos anteriores, es decir, construimos el cubrimiento
Galois universal A = KQ /f de A y clegimos un subdiagrama lleno de Q de tipo de representacion
infinito.
Mostramos a continuacién el cubrimiento y el subdiagrama elegido segin @ sea el diagrama de

1), 2) 6 3).

™
o

b) : |

v
~
'
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v / Q/ b
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>

ol

P
E

<

Consideremos ahora el caso b). Tenemos entonces una relacién de la forma f'a’ = 0 y otra de

la forma Ba = (coy? +c1y)B en A, con B, B flechas y «, o, lazos.

Si ¢; # 0 entonces u = cpry+c; es inversible en K[v] y haciendo la sustitucién ' = uy se obtiene

un algebra isomorfa a A, en las condiciones de b) con ¢co = 0. Mas ain, si c¢; = 0 se puede suponer

que ¢; = 1. En resumen, cuando ¢; # 0 en b), basta estudiar el caso /o’ =0, fa=yf con 8,

flechas y «, 7 lazos.

Mostramos a continuacién que A es de tipo de representacién infinito en estas condiciones.

L4>

“bz
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| ’
L : I li &
YN )
A
!
> E:' 7
|

Estudiemos ahora el caso b) con ¢; = 0. Veamos que en todos los casos existe un cociente
A’ de A que es una de las dlgebras dadas en el Lema.4.8. De aqui resulta que A es de tipo de
representacion infinito.

Si ¢; = 0 se puede suponer que ¢; = 1 y tenemos entonces relaciones de la forma o =0
y Ba = 4?B en A, con 3,8 flechas y a, o' y v lazos. Indicamos a continuacién las distintas
posibilidades para las relaciones y un algebra A’ elegida segin Q es el diagrama de 1), 2) 6 3).

Escribiremos en 1) las correspondientes al diagrama @ de 1) y analogamente en 2) y 3).

1) a) fray = o3Py, fraa =0, A =KQ/(I+ <oz >)
b) s = &fa, fra1 =0, AN =KQ/(I+ < >)

2) frog = a3Bi, Poay =0, AN =KQ/(I+ < ay>)

3) Braa = 2By, Peas =0, N =KQ/(I+ <az>)
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Consideremos, para terminar, el caso ¢). Es decir, se tienen en A do,s relaciones
Ba=(cy® +r7)By B’ = (chy” + 4y)B' .

Si ¢g = ¢, = 0 entonces no hay nada que demostrar. Supongamos entonces ¢z # 0.

Veamos primero que si ¢; y ¢} son no nulos entonces A es de tipo de representacién infinito.
Basta probar que el cociente
N = KQ/ < a®, o ¥, v Bo—cyB, B — B, 1286, ¥?B > de A, es de tipo de
representacién infinito.

Es fnuy sencillo construir el cubrimiento Galois A = KQ / I y ver que segin Q sea el diagrama
de 1), 2) 6 3) Q contiene a uno de los siguientes diagramas de la lista [BHV| como subdiagrama

convexo lleno.

N e N

En lo que sigue probaremos que A es de tipo de representacién infinito mostrando que existe un
cociente de A isomorfo a un 4lgebra en las condiciones del caso b).

Si ¢y = ¢} = 0 se tienen las relaciones fa = cpy?By f'o/ = c.’zfy'g,@’ y el cociente
N = KQ/(I+ < ~"® >) de A es una de las lgebras consideradas en el caso b).

Supongamos que ¢; =0y ¢} # 0.

Si c) = 0 tenemos las relaciones fa = y28 y f'a’ = ¢}/ en A con B, f' flechas, a, o, v, v
lazos y el cociente A’ = KQ/(I+ < v? >) de A estd en las condiciones de b).

Si ¢ # 0 consideramos por separado los diagramas de 1), 2) y 3).

1) i) fray = 3By, Pacy = (cha? + chas)Ba. El cociente A’ = KQ/I+ < a3 > estd en las
condiciones de b).
ii) Baoy = 283, Pron = (chad + caa)By. El cociente A" = KQ/I+ < o > es isomorfo a
un 4lgebra en las condiciones de b) haciendo la sustitucién

oy = [chad + cjas] (mod I+ < af >).



124

2) Bray = a2fy, Boas = (chad + chaz)Bz. El cociente A’ = KQ/(I+ < a3 >) estd en las
condiciones de b).

3) Broa = 2B, Poas = (chod + cas)Ba. Andlogamente al caso 1) ii), el dlgebra A’ =
KQ/(I+ < o2 >) es un cociente de A isomorfo a un dlgebra en las condiciones del caso b).

Hemos completado asi la demostracién del Lema. ([

Daremos ahora una sencilla Observacién que es consecuencia de la Observacién.1.11 que serd de

utilidad.

Observacion.4.14. Sea Q@ el diagrama 9 LN Oy A el dlgebra definida por el diagrama Q y
las relaciones o =7 =0, Ba = (c2y? +a17)B cgn c; # 0. Entonces j < 1.

En efecto, como ¢, # 0, cpy + ¢; es un elemento inversible de K[y] y haciendo la sustitucién
v = (eay + ¢1)7 se tiene un &lgebra isomorfa a A-definida por el diagrama (aD 2, O con las

v
relaciones of = v"7 =0, Ba = '8 (cf. Obs.4.7). Luego por la Observacién.1.11, 7 <7. 0

Sea A = KQ/I con ia propiedad (IIP), con @ un diagrama de tipo A3 con un lazo en cada vértice.
Si el conjunto Sa consiste sélo de una relacién de la forma fSa = ¢yf8 con § una flecha, «, v lazos 'y
¢ # 0 entonces A es de tipo de representacién infinito. Es sencillo construir el cubrimiento Galois
universal de A en este caso y verificar que contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo As.

De aqui y el Lema 4.13 anterior, para determinar cudles son todas las dlgebras A = KQ/I con
la propiedad (IIP) y de tipo finito cuando @ es un diagrama A3z con 3 lazos, sélo resta estudiar
el caso en que el conjunto Sp contiene exactamente dos relaciones de conmutatividad de la forma
Ba = ¢y con «, v lazos, B una flecha y ¢ # 0. Es facil ver que en todos los casos se puede suponer
¢ = 1. Probaremos que en algunos de ellos se obtienen dlgebras de tipo de representacién finito.
II1.1. En las condiciones de arriba, A = KQ/I estd dada por uno de los siguientes diagramas con

relaciones.

1) oﬂ»o—ﬂ—%? o = =68 =0, fra=7P, foy =060, k<j<i
o Y
) 008G =y =5 =0, fra=rp, frb =, J S ik
o Y
£ Ba i j‘__ ko _ _ , ,
3) O(—O—>(6§ O =7 _5 '—0) 181’)/_&/61) ﬂ?fy_éﬁQa 1’ak:.£.7
o ¥
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’

Notar que las condiciones sobre i, j, k siguen de la Observacién.1.11.
En cualquiera de estos casos el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el

siguiente diagrama @) con las relacioncs correspondientes.

Es facil ver que tanto en 1) como en 2) y 3) este cubrimiento es simplemente conexo y
usando la Proposicién 3.3.8 obtenemos que A es un algebra standard. Luego, estamos en
las condiciones del Criterio de Bongartz para tipo finito.

Veamos en cada caso cudles son las relaciones que determinan dlgebras de tipo de rep-
resentacion finito usando dicho criterio.

1) A es de tipo de representacién finito exactamente en los siguientes casos:

Es facil ver que las propiedades 2)a),b) y ¢) del Criterio de Bongartz se satisfacen cuando
1,7,k estdn en las condiciones i) 6 ii) que acabamos de indicar.
Para probar la reciproca mostraremos a continuacién, para cada uno de los casos restan-

tes, un subdiagrama convexo lleno de @ de tipo infinito.
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2) Veamos que A es de tipo de representacion finito exactamente en los si-

guientes casos:

i) =3, j k=2
Anéalogamente al caso anterior usando el Criterio de Bongartz se ve que si 1,7y k

satisfacen cualquiera de las dos condiciones anteriores entonces A es de tipo finito.

Sin embargo, mostramos a continuacién que en los casos restantes (@} contiene un dia-
grama de la lista [BHV] como subdiagrama convexo lleno y por lo tanto A es de tipo de

representacién infinito.

i=j=2 k>4 Ci=k>

3) Veamos que.A es de tipo de representacién finito si y sélo si i = j = 2.

De manera ansloga a los casos anteriores se ve facilmente usando el Criterio de Bongartz
que si i = j = 2 entonces A es de tipo de representacién finito.

La reciproca sigue de que si j > 3 se puede elegir en @ el siguiente subdiagrama convexo

lleno perteneciente a la lista [BHV].

Con esto completamos el caso II1.1 y también el estudio de los diagramas de tipo Az con

un lazo en cada vértice.

Para completar el estudio de los diagramas de Dynkin de tipo A, con 3 lazos estudiaremos a

continuacién el caso n > 3. Para ello consideraremos por separado los siguientes casos:
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a) Q: 1—..‘—,6o—...mlo——...—m?—...ﬁ'n > k41,
a ¥

y m > |+ 1, pero no simultdneamente, l = k+ 1, m =l + 1 que trataremos en b)

b) Q: 1— oo — O — O k41— O pg2—...—n
o ¥ 6
Comenzamos con los diagramas de a).

Observacién.4.15. Sea @ un diagrama comoen a)conl>k+1ym >141.

Si A = KQ@/I tiene la propiedad (IIP) entonces A es de tipo de representacién

infinito.
Fn efecto, en estas condiciones todas las relaciones de A son relaciones cero y su cubrimiento

Galois universal estd dado por el siguiente arbol infinito ¢ con las relaciones correspondientes.

R . * ~ l’ *a
-t‘ "[ " '4__.“ l :
L ' l/ S !
< _ e '
~ ‘

4

En Q se puede elegir el siguiente subdiagrama convexo lleno de tipo D, lo cual prueba que A

es de tipo de representacién infinito.

<y

2

]

Podenos suponer entonces que I = k+ 1 0 m = [+ 1. En realidad basta estudiar sélo uno de

estos dos casos. Estudiaremos a continuacién el caso m =1+ 1.
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M2 Sea Q: 1 — ... 045 25

(24

£ 1O b, 41 O — ..—ny A= KQ/I conla
07 )
propiedad (IIP).
Por la Observacién.4.2, A’

=A/Aes+--+erteqat o+ en)A tiene la propiedad
(IIP) y esta dada por el diagrama o0
Y 13
Ya hemos visto en la seccién II que si A’ es de tipo de representacién finito entonces

entre las relaciones de A’ aparece la relacion B3y == 63, con ¢ € K.
3 ]

Como las relaciones de A/ son también relaciones de A, para determinar tales dlgebras
A de tipo de representacién finito podemos suponer que 837y = 6/33 es una relacién en A.

Luego el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama Q:

Si k > 1 entonces Q contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Dy que es el siguiente:

De aqui A es de tipo de representacién infinito si k > 1.

Andlogamente, si n > [ + 1, Q contiene un diagrama de tipo FE; que es subdiagrama
convexo lleno de:

o\vl
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Luego A es también de tipo de representacién infinito si n > [ + 1.

Resta estudiar entonces el caso k =1y n =1+ 1. En este caso @ es el diagrama

01

[ v )

Por el Teorema 1.9, A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) si y sdlo si
I=<at, ¥9, 8, Bia”, By, B3y —8"Bs>conl <r<i, 1<su<j l<s<t. -

El dlgebra A/ < a > también tiene la propiedad (IIP) y fue estudiada en I1.1.2 y I1.1.6.
Alli se probé que esta élgebra es de tipo de representacién finito si y sélo si n < 7 y se
tienen las relaciones 42 = 62 =0, foy =0, Bsy = 60s.

Claramente basta estudiar entonces cudndo las relaciones of = 72 = 62 = 0, fia" =
Bay =0, B3y = 6833 definen un dlgebra A de tipo de representacién finito.

Sir > 2 entonces Q contiene al siguiente diagrama de tipo D, como subdiagrama convexo

lleno:

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito si r > 2.
Supongamos r = 1 y probemos que A = KQ/ < o, v2, 62, Bia, PBoy, By — 663 > es

de tipo de representacién finito si y sélo si

[=3,1i=23
(%) 6
l=14,i=2

Usaremos el Criterio de Bongartz para probar que si [ e 4 satisfacen cualquiera de las
condiciones de (*) entonces A es de tipo de representacién finito.
De la Proposicién 3.3.8 sigue facilmente que A es un élgebra distributiva. Por otro lado,

todo vértice s de Q es separante y las K - categorias KA, y K A® son A - libres.
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En efecto, si s estd en la fibra de uu vértice a < I entonces KA, y KA® son categorias

dadas por un diagrama de arbol (finito), subdiagramna del siguiente arbol infinito:

et L e el ]
T Tk
. v
o " l-(J

y si @ > [ entonces las categorias K A, y KA® son subcategorias llenas de la K - categoria

determinada por el diagrama

Luego A es un cubrimiento simplemente conexo de A (cf. Proposicién.3.3.6). De aqui
A es un algebra standard y estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz para tipo
finito.

Como vimos arriba, la condicién 2)a) del Criterio se verifica y es facil ver que también se
satisfacen las condiciones 2) b) y ¢) de dicho Criterio cuando [ e i estén en las condiciones
de (%) y por lo tanto A es de tipo de representacién finito.

La reciproca sigue de que en cualquier otro caso distinto de los dados en (*) se puede
elegir un subdiagrama convexo lleno Q' de @ de tipo Fs. Q' es subdiagrama del siguiente

diagrama:
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Esto termina el caso I11.2. O

Para completar el estudio de los diagramas dados en a) falta estudiar los casos en que Q es uno

de los siguientes: ; — O«@— . ﬁz—[oﬁ+ 41 O ~— ...—, 6
o v [ '
B B
1—...(_')9—1—...—2>10£3—>l+10—...——n
o 07 1)

Consideraremos sélo el primero de estos diagramas pues el otro caso se trata en forma andloga.

II1.3 Sea @ : 1——...o£1— <ﬁ—210—?i»,+1 %‘) — ...—n
¥

a

Probaremos que si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo de
representacion infinito.

Por un razonamiento anélbgo al hecho en II1.2, es suficiente probar que si entre las
relaciones de A aparece la relacién de conrmltafividad Bsy = 6P3 entonces A es de tipo de
representacién infinito.

En este caso el cubrimiento Galois universal de A estd dado por un diagrama similar al
diagrama Q dado en el caso anterior II1.2 y es facil ver que contiene al siguiente diagrama

de tipo D, como subdiagrama convexo lleno.

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito.

Con esto completamos el estudio de los diagramas dados en a). Continuaremos ahora con el
estudio de los diagramas dados en b). Esto es, estudiaremos a continuacién diagramas de la forma

Ao 8k O — O g1 — Opp2—. .~ n .

Observacién.4.16. Sea @ un diagrama de la forma
1=k (3 &k+l O Ezk+2 (6) —i+3...—n Y A= KQ/I con la propiedad (IIP).

De acuerdo a la Oblervacién 4.2, el cociente A" = A/A(ey + -+ + ep—1 + ert3 + <o+ en)A de
A, que estd dado por un diagrama de tipo A3 con un lazo en cada vértice, también satisface la

propiedad (IIP).
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Como ademas toda relacién de A’ es también una relacién de A y A’ es de tipo de representacion
finito si A lo es, sigue del Lema 4.13 que para determinar cudles son tales algebras A de tipo
de representacién finito podemos suponer que entre las relaciones de A aparecen B = vy (6

Biy = aB) y Bay =682 (6 B26 = 7f2).

En estas condiciones el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama

Q.
3 | A
® a—— e s & v 'L - —————
y |
_ .L A
vl
v

Para diferentes orientaciones de las flechas B; y (2 nos referiremos al cubrimiento Q como el
cubrimiento Galois universal de A entendiendo que se consideran en Q@ las orientaciones correspon-
dientes de las flechas que estén en la fibra de 8 y B2 y las relaciones adecuadas.

Por otro lado, el dlgebra A” = A/A.(ey + -+ ep—1 + epg3 + -+ e,).A también satisface la
propiedad (IIP) y estd dada por uno de los diagramas estudiados en I11.1 con relaciones. Por la Ob-
servacién 4.2 basta considerar en A relaciones tales que el dlgebra A” sea de tipo de representacion

finito. O

III.4. Sea A = KQ/I en las condiciones de la Observacion 4.16. y Sa el conjunto de relaciones
minimales de A que no sélo involucran lazos.
Entonces Q es uno de los siguientes diagramas y Sy contiene exactamente dos relaciones

de conmutatividad de la forma By = a8 con 3 una flecha y oy, g lazos.

Hi— s tomoo L nxa
o ¥ )

N 1— sl nza
. « ¥ 5

) 1ol nza
o Y 8
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También consideraremos aqui los casos 1 = s(a) 6 n = s(8).

Comenzamos estudiando el caso 1). Probaremos que A es de tipo de representacién finito
exactamente cuando s(a) = 1, s(83) =3, n =4 y se tienen las relaciones o® =42 = §* =
0, Bra=p1, By =62, B36=0.

Aplicando el Criterio de Bongartz para tipo finito a A y a su cubrimiento Galois universal
construido en la Observacién.4.16, resulta que en las condiciones que acabamos de indicar A es de
tipo de representacién finito.

Para probar la reciproca procedemos de manera andloga a los casos anteriores. Esto es, mostra-
mos en cada uno de los casos restantes un diagrama Q' de la lista [BHV] que es subdiagrama
convexo lleno del cubrimiento Q de A.

Si s() # 1 elegimos @' como sigue:

|-
Para el caso s(a) = 1y e(B3) = 36 s(83) = 3y (36 # 0 en A se puede elegir Q' como el
siguiente diagrama:

‘l lb ol

v

Por tltimo, si s(a) =1y n > 5, Q' es el siguiente:

Esto concluye el caso 1).
Veremos ahora que si Q es el diagrama de 2) y A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)

entonces A es de tipo de representacién infinito.
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Esto sigue inmediatamente de que el cubrimiento Galois universal de A dado por el diagrama
@ de la Observacién 4.16 contiene a uno de los siguientes diagramas de la lista [BHV] como

subdiagrama convexo lleno.

A et
l-u . A

s(a) # 1 s(a) =1 .

Consideremos para terminar el diagrama @ de 3). Veamos que A = K Q/I es de tipo de
representacién finito si y sélo si s(a) =1, s(B3) =3, n =4y A esta definida por las
relaciones a2 =42 =62 =0, Biy = a1, B2y =662, P36 =0.

Andlogamente a los casos anteriores se prueba usando el Criterio de Bongartz para tipo finito
que en las condiciones de arriba A es de tipo de representacién finito.

Probemos la reciproca. Distinguimos los casos s(a) # 1 6 s(a) = 1. Mostramos en cada caso
un diagrama @’ de la lista [BHV] elegido como subdiagrama convexo lleno del cubrimiento Q de
A.

Sis(a)#1lyn2>5, Q' es el siguiente:

Supongamos s(a) = 1. Mostramos el diagrama Q' elegido seginn >56n=4y a? #0.

| Jn
b s

o f— 0 ——

Esto completa el caso 111.4.
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Para terminar con la seccién ITI probaremos en el siguiente lema que no existen dlgebras A = KQ/I
con la propiedad (IIP) y de tipo de representacién finito dadas por un diagrama de Dynkin de tipo

D, 6 E,, p=06,7,8 con 3 lazos.

Lema.4.17. Si A es un &lgebra que satisface la propiedad (IIP) y estd dada por uno de los

siguientes diagramas entonces A es de tipo de representacién infinito.

» C L') ~r 9 6 paseo de long > 0
oy oy oy
O
b . /VM;! .
g Q F ) Qz B3, & paseos de long > 2

Demostracion. Consideremos primero el diagrama @ de a) y sea A = KQ/I. Supongamos que § es

un paseo de longitud mayor que cero. Como A tiene la propiedad (IIP), A’ = A/ < a3 > también

la tiene. Ademads A’ estd dada por un diagrama @’ de la forma (O —- (I) — ...— yporlo
visto en I1.2.5 A’ es de tipo de represeﬁtacién infinito. De aqui resulta que A también lo es.
Supongamos entonces que § es de longitud 0. Si todas las relaciones minimales de A que
involucran a las flechas B y (3 son relaciones de conmutatividad de la forma B;a; = ayf; con
1=1,3y 1 <j,k <3 entonces el siguiente diagrama Q, con las relaciones correspondientes es el

cubrimiento Galois universal de A.

Y ]:/f'* |
) 3
L l/

Mas atin, @ contiene a uno de los siguientes diagramas de la lista [BHV] como subdiagrama
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convexo lieno:

Luego A es de tipo de representacion infinito en cste caso.

Recordemos que notamos con Sy al conjunto de relaciones minimales de A que no sélo involucran
lazos.

Si no estamos en la situacién anterior, es decir, si existe alguna relacién cero en S, entonces
tal relacién es de la forma fiaf =06 B3a; =0, 1 < 4,5 < 3y por el Lema 4.13 A/A.eq.A es de
tipo de representacién infinito. De aqui, A es de tipo de representacién infinito, lo cual termina la

'
demostracién del lema cuando @ es el diagrama dado en a).

Supongamos ahora que @ es el diagrama dado en b). Es claro que las relaciones de Sy son todas
relaciones cero de la forma Ba® = 0, con 8 una flecha y @ un lazo. Luego el cubrimiento Galois
universal de A esta dado por un drbol infinito @ con relaciones. Mostramos a continuacién que en
sste caso siempre es posible elegir un subdiagrama convexo lleno de Q de tipo Ejg, de donde resulta

que A es de tipo de representacién infinito.

e e o e

= T ' [
D By
"

Esto completa la demostracién del lema.[]
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IV. Q@ ES UN DIAGRAMA CON LAZOS Y CONTIENE UN SUBDIAGRAMA

Estudiaremos primero el diagrama N ,_/- con un lazo en cualquiera de sus vértices.

CONVEXO DEL TIPO

Comenzamos con algunas observaciones que serdn de utilidad a lo largo de toda la seccién.

Observacion.4.18.

1) Sea @ el diagrama *G‘-—-@——) .m
D

ysea A = KQ /I con Ia propiedad (IIP). Entonces 75 Py =~ Py* [ P2 dy,d, > 1y por
el Teorema 1.9, ¢ = (81, f10, ..., Ra% "1, B, Bacy, ..., Bra?2™!) define un isomorfismo de
PQd2 [[P¢ — 7p, P1. De aqui Bra® y Baa?? tienen en A una tnica expresién como

imagen de ¢ de la siguiente forma:

d, —1 dy—1
(1) ﬂlad" = Z k.fra” + Z k7,35,32()15
r=1 $=0
do—1
2) P =Y K/fcd
1=1

Usaremos las expresiones (1) y (2) y el hecho que ¢ es un isomorfismo para probar que
kr =0 =Fk"; cualesquierasean 1 <r <d, —1, 1 <j<ds — L.

Supongamos que no todos los k7 de la expresién (2) son nulos y sea jo el menor indice
j tal que ki # 0. Andlogamente supongamos que no todos los k, en la expresion (1) son )

nulos y sea d = min {r : k. # 0}. Entonces tenemos las siguientes igualdades en A:

d2—|
() BrofatTd— o — k) = ) K8l
s=0
(##)  Boado(adrTio — K _jadrTioTl Y =0

” . ; s ; - RN P Mo " —
Como k”j, y kq son no nulos, los elementos u = ki, a'277 + + k,j0+1a + krjo yuv=

r—d

« — - — k4 son inversibles en K[o]| de donde sigue que 8,07 =0y

da—1 da—1

Brod = Z kLé6Braut = chéﬁgas
3=0

s=0
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2)

IV.1.

en A. Ambas igualdades son una contradiccién ya que $ra® y B1a? son coordenadas del

isomorfismo ¢. De aqui y el Teorema.l.9 resulta entonces que

(12—1
A=KQ/<d, fat, frat — > k.60 >
=0
<P
OL(;,' "

Es 1til recordar que de acuerdo al estudio hecho en 1.1.4 el dlgebra P:\CJ' /
J¥

N = K( NISTLCR )/ <o, Bia?, Bra > coni > 2 es de tipo de representacién infinito.
[o3

g

Sea @ el diagrama (1 —— ,, y A con la propiedad (IIP). Entonces Tp, P12

2
' dy—1
PEIIP: y A = KQ/ < o, fa?z, Biat — Lkré&ﬁgas > con da,d, > 1 por la
s=0

Observacién 4.18 1).
Estudiaremos cudndo A es de tipo de representacién finito de acuerdo a la cantidad de
copias de los proyectivos P, y P, que aparecen como sumandos de 75 Py. Probaremos que

A es de tipo de representacién finito exactamente cuando esta definida por las

1= 2,3A, long(6) =1

relaciones o = fya =0, Bia = 86, con { izo long(8) =2

a) Supongamos primero que 75 Py ~ P> [[ P,. Entonces ¢ = (81,32), fea=0en Ay la

expresién (1) de i« es la siguiente:
(1) Bia =kbéf2, ke K

Veamos primero que si k = 0 en (1’) entonces A es de tipo de representacién infinito.
Para ello construimos el cubrimiento Galois universal A = KQ / I de A y mostramos que se
puede elegir en @ un subdiagrama convexo lleno de tipo F;. |

Supongamos ahora k # 0 en (1’). Podemos suponer que k = 1.

Veamos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si o' = ffaa =0,

1=2,3, long(s)=1

=6 .
hro = 0f; con { i=2, long(6) =2
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P | ey g b ——p o
.

Sea A definida por las relaciones que acabamos de escribir. A(a,b) es uniserial como
A(a,a) — A(b,b) - bimédulo para todo a y b en A y de aqui A es un algebra distributiva. El
cubrimiento Galois universal A de A estd dado por el siguiente diagrama Q con relaciones

y el grupo G que actia sobre A de raodo que A /G ~ A es isomorfo a Z.

Se ve ficilmente que A es separada, es decir, que todo punto de L es separador y que
para todo s € Q las subcategorias K Ay y KA® con A - libres. Luego, por la Proposicién
3.3.6 y la definicién de simple conexidad se tiene que A es simplemente conexa. Estamos
entonces en las condiciones del Criterio de Bongartz para tipo finito (Teorema 3.3.9) y es
facil ver que se satisfacen las propiedades 2) a), b) y ¢) de dicho teorema. De aqui A es de

tipo de representacién finito én estos casos.

La reciproca sigue de que en los casos restantes ) contiene a un diagrama @’ de la lista
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[BHV] como subdiagrama convexo lleno. Mostramos a continuacién tal diagrama Q' para

cada caso.
Y N . N
N > ' ~
LN ™ N
lﬁ. o | ' \.
i>4,longb=1 i>3, long 6§ =2 long&_>_3'

En los casos siguientes probaremos que A es de tipo de representacién infinito mostrando

que el dlgebra A’ de la Observacién.4.18. 3) es cociente de A.

b) Supongamos que Tp P12 P[] P4 cond, > 2. Entonces ¢ = (f1,Biq,. .. BradenT1 Bs)

* Boar=0en Ay la expresién de Bja? como imagen de ¢ es la siguiente:

Iv.2.

(1) Bra = kyép:
con d, > 2. Luego el dlgebra A’ de la Observacién.4.18. 2) es isomorfa a A/ < 6 >.

c) Para terminar supongamos que 75 P PQd2 11 Pd» con dy > 2. Entonces por la Ob-
dg—l :
servacién.4.18. 1), A = KQ/ < o, Baa, Brad — Zk;é[)’gas > con dy > 2. De aqui
: 5=0
resulta que KQ/(I+ < B, § >), que es cociente de A, es isomorfa al dlgebra A’ de la

Observacién.4.18. 3).

Hemos completado cntonces el caso IV.1. O

. 1 __p____, n
Sea @ el diagrama : © con by, b6y paseos y 2 < k < n.

) 5, .k/-//df,.
PN O,
2
Si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces A/ < a > es un dlgebra hereditaria dada

por un diagrama de tipo A, y por lo tanto es de tipo de representacion infinito. Luego A

es de tipo de representacién infinito.
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Observacién 4.16. Sea Q' un diagrama que contiene al diagrama Q.de IV.1 como subdiagroma
convexo lleno, y sean iy, 4a,...,1, los vértices de @ correspondientes a tal subdiagrama. Dig:émos
que @ es el diagrama C-‘l—-, .
°

Ay

"

Sea A’ = KQ'/I’ con la propiedad (IIP). Como vimos en la Observacion.4.2,
A=A/ A’.(Zej).A’ = KQ/I tiene la propiedad (IIP) y es isomorfa a KQ/I' N K@ por ser Q
un subdiagl‘aril;;i’Lonvexo lleno de Q’. De aqui resulta que toda relacién de A" es una relacién de
A

Luego por los resultados obtenidos en IV.1, para deter1hihar cuidndo A’ es de tipo de rep-
resentacién finito basta considerar conjuntos de generadores del ideal I’ de las relaciones, que
incluyan a {¢&*, Bac, frax — 82} con i =2,3 si long(6) =161 =2silong(6) =2.0

O‘L

IV.3 Sea @ el diagrama — P,
N
Veamos que si A = KQ/I tiene la propiedad (ITP) entonces es de tipo infinito.
De acuerdo a la Observacién anterior basta probar que si B = 68> es una relacién
en A entonces A es de tipo de representacién infinito.
En estas condiciones el siguiente diagrama @, con las relaciones correspondientes, es el

cubrimiento Galois universal de A.
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Como A tiene la propiedad (IIP) el siguiente diagrama de tipo Dy es un subdiagrama

convexo lleno de Q.

4

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito.

IV.4 Sea Q el diagrama _C —'ﬁn—*/s —F y A = KQ/I con la propiedad (IIP).
N
Probaremos que A es de tipo de representacién infinito. De manera andloga al caso
anterior y de acuerdo con la Observacién.4.16, basta probar que si fia = 826182 es una
relacién en A entonces A es de tipo de representacién infinito.

En estas condiciones el cubrimiento Galois universal de A estd dado por un diagrama
@ similar al del caso anterior. Mostramos a continuacién un diagrama de tipo Ds que

puede ser elegido como subdiagrama convexo lleno de Q lo cual prueba que A es de tipo

de representacién infinito.

IV.5 Consideremos ahora el diagrama @) C ——-ﬁ——» .
. oL
N

, N

Anslogamente a los casos anteriores, basta estudiar el dlgebra
A=KQ/ < a? Baa, fra—56B2 >. Vamos a probar que A es de tipo de representacion
finito si y sélo si long(8) = 1.

El cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama Q con rela-

ciones.



143

Es facil ver que A es un dlgebra distributiva, es decir que para todo
a, be A, Ala,b)es uniserial como A(a,a)—A(b,b) - bimédulo. Por otro lado el cubrimiento
Galois universal A = KQ /f , de A, es un 4lgebra separada tal que para todo vértice s de
Q, las subcategorias K As y KA® de A son A - libres. Luego, por la Proposicién 3.3.6. A
es simplemente conexa y de aqui estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz para
tipo finito (Teorema 3.3.9). Se ve que se satisfacen las propiedades 2) a), b) del criterio de
Bongartz y que si long(6) = 1, Q satisface también la condicién 2)c). Luego A es de tipo
de representacién finito en este caso.

La reciproca sigue de que si long(6) > 1, digamos § = 626;, entonces se puede elegir un
subdiagrama convexo lleno de Q de tipo D5 como mostramos a continuacién.

D
\.

[

Observemos que si las mismas relaciones son consideradas sobre el diagrama

se obtiene un algebra de tipo infinito. En efecto, su cubrimiento Galois universal se
construye de manera andloga al caso anterior y contiene al siguiente diagrama de tipo E7

como subdiagrama convexo lleno.
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s
LN

1

4R

De aqui resulta que no existen algebras con la propiedad (IIP) y de tipo finito

dadas por este diagrama.

IV.6 Sea @ el diagrama g: __%‘—s—.r}*
Y’\ai'f"\f_
Vamos a probar que toda algebra A = KQ/I con la propiedad (ITP) es de tipo
de representacién infinito.
Analogamente a los casos anteriores basta probar que las relaciones o =pa=0, fha=
67> definen un 4lgebra A de tipo de representacién infinito.
El cubrimiento Galois universal de A se construye de manera andloga a los casos ante-
riores y es facil ver que se puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno Q' de tipo E;.

Tal diagrama Q' es un subdiagrama del siguiente diagrama.

Nk

Veremos a continuacién que toda élgebra dada por el diagrama - W con lazos en

dos cualesquiera de los vértices 1, 2, 6 3 es de tipo de representacioén infinito.
En particular resulta que no existen algebras dadas por un tal diagrama, que satisfagan la

propiedad (IIP) y sean de tipo de representacién finito.

Observemos primero que si se anaden dos lazos en dos vértices cualesquiera del diagrama

-— - el dlgebra A obtenida es de tipo de representacién infinito. Esto sigue de que el

N
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dlgebra separada de A/r?A es de tipo de representacién inufinito. En efecto:

T

2) — !
7

b <

N
/

D Qe N_ S
N\ TN

—) yaN

\ / .\ / [ S
Es un hecho conocido que si un dlgebra A es de tipo de representacién finito entonces para todo A
- médulo proyectivo P, End (P) es también de tipo de representacién finito. El mismo resulta de
que el funtor Homp (P,.) : mod A — mod End (P)°? define una equivalencia entre la categoria

de los médulos con una presentacién en add Py mod End (P)°P.

Usando este resultado y el hecho que toda dlgebra dada por el diagrama - T, con dos
N

lazos es de tipo de representacién infinito resulta que afnadiendo dos lazos en cualesquiera de los

! .3

N 7

infinito. En efecto, Endy (P[] P2 ] Ps) es un dlgebra dada por el diagrama

vértices 1, 2 6 3 del diagrama se obtiene un algebra A de tipo de representacion

ey con
N
dos lazos.

Concluimos aqui el estudio de los casos I, I, TIT y IV. Probaremos a continuacién un lema que

serd de utilidad en la demostracion del Teorema principal de este capitulo.

Lema.4.19. Si Q es un diagrama de tipo A, con 4 lazos y A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)

entonces A es de tipo de representacion infinito.
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Demostracién. Sean aj, g, o3, a4 los lazos de @ y supongamos que existe un cociente A’ =
AT f B B2 B3 / ]
KQ'/I' de A tal que @ es de la fooma O — O — O — ¢ . Veamos que A’ es de tipo
o a2 a3 Ceq

infinito. Un simple razonamiento permite deducir que A’ tiene la propiedad (IIP) pues A la tiene.
Sea Sa el conjunto de relaciones minimales de A’ que no sélo involucran lazos. Supongamos que
todas las relaciones de Sp/ son relaciones de conmutatividad de la forma B;a; = oy B; para algin
1<i,7,k<3.

Notemos que por la Observacién 4.10. no es necesario estudiar relaciones de conmutatividad de
la forma B;a} = aif; con Ty s > 1 pues tales relaciones siempre determinan dlgebras de tipo de

representacion infinito.

En estas condiciones tenemos las siguientes posibilidades para el lgebra A’.

11) O O O : O ’ aji = 0: ﬁiai = a‘i+1:8'i) L= 1)273
oy as [ ay

. B1 B2 B3 .

2) 000000, Biai=ainb, i=1,2, faq=a3f;, o7 =0,
(431 [+ 3] [ %} Qg

i=1,2,3

13) O — O o O —_— o y ﬂlal = O,’Qﬁl, ,82&3 = a')ﬁ'Z) /83(13 = a4183’ aji — 0,
(531 o2} [ %} o4
i=1,2,3
. B B2 B3 i . p
14) O - O e O e O 3 odi = O) ﬁ'iai = a‘i-}-l/a'l:) 7 = 2,,5, ﬂl(l2 — alﬂl

(=31 a2 a3 [ 2

Para probar que en cualquiera de estos casos A’ es de tipo infinito es suficiente mostrar un

subdiagrama convexo lleno de tipo infinito del cubrimiento Galois universal N =KQ/I' de \'.

e e
l i) l i2) l

].’l) ¢
|
Supongamos ahora que el conjunto Sy contiene alguna relacion que no es de la forma fa =0

con (3 una flecha y «, + lazos. Entonces existe un cociente A” de A’, con la propiedad (ITP) y dado
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por un diagrama de tipo Az con 3 lazos y tal que Sy~ contiene por lo menos una relacién cero.

Luego, por el Lema.4.13. resulta que A” y en consecuencia A’ y A son de tipo de representacién
infinito.

Con esto hemos probado que si existe un cociente de A dado por un diagrama de tipo A4 con
un lazo en cada vértice entonces A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos que esta condicién no se satisface. Entonces es posible hallar un cociente
N = KQ@Q'/I', de A, que también satisface la propiedad (IIP), donde Q' es un diagrama de la forma
9 1—...— 9 k 2, 9 L O pconk>2y8ypunasucesion derg y r,, flechas respectivamente,

1 2 3 [22°]

rs y T > 1. Probemos que A’ es de tipo de representacién infinito.

Si rs > 2 entonces se puede hallar un cociente A”, de A’, con la propiedad (IIP) y dado por un
diagrama de la forma — ((;‘) —— 9 — . Por lo visto en 11.1.10, A” es de tipo infinito y de

2 3

aqui, también lo son A’ y A.

Anilogamente, si 7, > 2 entonces se puede hallar un cociente A” de A’, que también satisface la
propiedad (IIP), dado por un diagrama de la forma — -—— g)w 9 —— — . Sigue de los resultados

2 3

obtenidos en I11.1.7, 11.1.8, I11.1.9 y I1.1.10 que A", y de aqui A’, son de tipo de representacién
infinito.

Consideremos por tltimo el caso rs =7, = 1, esto es, Q' es un diagrama del tipo
O1—...— O ki O Lm0  ,n>4.Sea A=A/ < a, >. Esta ilgebra tiene la propiedad
o« az as qy

(IIP) y fue estudiada en II1.4 donde se probd que es de tipo de representacién infinito. Luego A’

y A son de tipo de representacién infinito, lo cual termina la demostracién del lema. O

Estamos en condiciones ahora de probar el resultado principal de este capitulo. En €] sc da
la lista de todas las dlgebras bésicas, conexas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, con la

propiedad (IIP) y de tipo de representacién finito.
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Teorema 4.20. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces toda K - dlgebra basica,
conexa A con la propiedad (IIP) y de tipo de representacién finito es isomorfa al dlgebra de caminos
de uno de los siguientes diagramas con relaciones.

1)  Un diagrama de Dynkin sin relaciones.

2 O, o=0

3 015 ... —,, n>2
) at =0 {i) n=2 i=23
a a:) .. - ‘
1) n>2 i=2

b) o =Ba=0, Vi, n.

; 2 =2,1=3,4,5
0) a' = fa? =0, {l.). e .
i) n=1=3
9 o i~ 0 {z) n=2,1=2,3
= L. T, = U, C ) .
a’ “ i) n>2,i=2
5) 1&0(—...—71, a2=/8a=O)VnS4
6) 1——?0&...——n, a2:/8a=0’VnS6

7) 1‘——1“0&*——
[

a) o?=pPa=0n<4d

b) a®=pfa=0,n<6

1) i=2,Vn

i) n=3, Vi

i) n=4,i<5
iw) n=2>5,6,1<3

c) o =pfa=Lla=0,

8) 1—"_10"‘3’-”_71, a2:ﬂ1a=ﬂ2020> n<7



9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

i) n=3, Vi

O, Bl .. -, 3<n<7, o=pa=0, i) m=4,i<4
* i) n=5,i=2
. & L0, a=Ba=0,Vi
5 ; p=6,4<3
O1r = —'—...—p1, « =Pa=0 { p=7, i=2
- ——-—f-o, a?=PBa=0
ol
a v
a) a=Pfa=+2=0,Vi
R
Q= =y, a = H . s
7 =3 i=34,5
c) a®=79"=0, fa=7"3
ool . —.n>3
«a 7
a) a?=92=Ba=98=0,n=3
b) a2=72=0> ,BO{=’)’,8,’I’L=3
j=24<5
i) n=3, Do
X . i=7=3
C) al:v]:é’yzo’ﬂaz’yﬁ, . . 2
2 =17 =
) n>3, ) J )
i=3, 73, n<6
0o, at=12=0, fa=1p
a7
0L O, a?=12=0, By=ap
a 7
O*ﬂ—lOﬁ’---—n, n23
o ¥

3

fi

R
3.
o~ -~
I
I . »

a) o =97=0, fiy=ap, Bxy=0con {

b) a*=+2=0, fiy=0af, n=3.

w
A
=
A

=~

1
<
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18 1—... &0, o —n, nz4 k22con
@ ¥

k=2 Vn

2 = 2 = = = = :
o2 =12 =Pra= P37 =0, fa="p2 {k>2, n=4,5

19) 1—...<ﬁ—10k —@O&...—n, con
a ¥
n =k+2<6
a? =v% = Pia=0, face =P, n =k+3<595
n =k+4<6
20) 015 ... 0. a=pa=92=0,Vin
o ¥
1 B2
21) 01—),,,(———0“
o v

a) o =fa=72=0, Vi

b) aizﬁla:ﬂ2fy:fyj:0’ Vi)

20 0,5 & Lo —,, 3<k<n
& Y
) n=4, 1=2,3
a) 047‘272=,8a=61')’=0, n:k;—|—]_, { I
n=2>5,1=2
Vi, j=
i) n=4, {. ’
1=2,3,

iy n=5,1=2,75=3

ii) n>5,j=2, Vi

) k=34, i=2 j=2

=k+2
m=Rt {m:) k=i=3

i) n=4,1<3

23) 9”*-~£10~wu M=ma=@7=%=0’{ﬁﬂ n=5 i=

) n=3, {7=’
i) n=4,i=2,j<3

i) n="5, i=7=2
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61 B2 i i ek — _ ‘

25) o——»o—mg), o= =6 =0, fra=yb, P2y =060, {
o ¥

26) OE’O‘B_Q?’ azzryjzék:O?/Bla:’Y/Bl)1826:7:821 {
& Y

27) of’—‘oﬁ»g, 0 =42 =62=0, By =B, Boy=6B
o Y

k=3, i=23
28)

@
bl
=G
=
G
QN
Il

¥2 =62 = fra= Py =0, By = 603, {
290 ool 0o 2o 82— B6=0, fra=b, Boy =60

by 5 5 -, a” =7y = "‘133 - )ﬁ1a~’7ﬂ17 2Y = 2
Bs 2 2 _ 82

30) 0, 836 =0, By =apf, By =602

i

2 G
|=
2G
|®
Ne
|
Q
I
2
il

3) © i =fha=0, fra=5p {z‘) i=12,3, long (6) =1
. » X TRETD RGO ) i =2, long (6) =2

NN

32) O 2, o®=pa=0,fia=50

Y/
N

Dernostracion. Los célculos hechos en I, ILIII y IV prueban que todas las dlgebras de esta liéta
satisfacen la propiedad (IIP) y son de tipo de representacién finito. Veamos ahora que la lista esta
completa. Para ello probemos que si @ es un diagrama que no fue estudiadoen I, IT 116 IV y
A=K Q/I tiene la propiedad (IIP) entonces A es de tipo de representacién infinito.

Si @ no es un diagrama de los estudiados en I, 11, ITT 6 IV, entonces @ se puede construir
agregando lazos a un diagrama @’ de un 4lgebra hereditaria, donde una de las siguientes condiciones
se satisface:

a) @ no es un diagrama de Dynkin y no contiene al diagrama \—"—;"a como subdiagrama.
b) Q' contiene al diagrama C—. como subdiagrama, péro no como subdiagrama
convexo. \"f

¢) @' es un diagrama de Dynkin y @ es un diagrama con mas de 3 lazos.

Si estamos en el caso a), es decir, ' no es un diagrama de Dynkin y no contiene al diagrama
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' \;} como subdiagrama, sean ay, o, ..., on los lazos de Q. Supongamos que I es un ideal
admisible de KQ tal que A = KQ/I tiene la propiedad (IIP).

De la hipétesis resulta que en la expresién de los generadores de I, dada en el Teorema 1.4 cada
sumando pertenece al ideal J =< «,...,a, > generado por todos los lazos de Q. En efecto,
un tal sumando es de la forma yBa, donde B es una flecha, @ un monomio en lazos y v es una
conibinacién lineal de caminos. Como @’ no conticne a ' \,—7-;" como subdiagrama resulta
que v es un polinomio en lazos en el punto final de § y por -lo tanto pertencce a J,6 v es una
constante de K. Claramente si a es no trivial, el smnando yfa pertenece a J. Si a es el monomio
trivial entonces como I es un ideal admisible resulta que v € ¢ A y por lo tanto v € J. Se tiene
entonces I C J. Luego, el dlgebra A’ = KQ/J ~ KQ@' es un cociente de A de donde resulta que
A es de tipo de representacién infinito porque A’ lo es.

Sea ahora @’ como en b). En este caso KQ'/r2(K Q') es de tipo de representacién infinito cowo -
puede verse considerando el algebra separada.

Supongamos ahora que @’ es un diagrama como en ¢) y que A = KQ/I satisface la propiedad
(ITP). Haciendo un sencillo andlisis se ve que existe ﬁn cociente A; = K@, /I, de A, también con
la propiedad (IIP), donde @; es uno de los siguientes diagramas.

i) Un diagrama de Dynkin de tipo A, con 4 lazos.

o
“
(i)'..\
ii RS SN, X con 6 un pasco.
) ("':\ U"'\. D.‘]
O"A‘

iii) C T l M)t_o,\,..‘*_ Q con B, 6, pu paseos.
<y oy 3

Veamos que A; es de tipo infinito, con lo que quedard demostrado que A lo es.
El caso i) fue estudiado en el Lema.4.19 Supongamos ¢ como en ii). Si § es un camino de
longitud 1, es decir una flecha, el dlgebra separada de KQ1/r (KQ1) es de tipo de representacién

infinito de donde resulta que A, también lo es. En efecto:

» )

|

b —— ¢ f——— .

O

JIN



T ,

‘ r——— ——— — s —— -

Supongamos & de longitud mayor que 1, digamos § = 626, con 6 una flecha y 6> un camino de
longitud por lo menos 1. Entonces el cociente A’ = Ay /A (ees,) + €o(sy)+1 + -+ en)A tiene la
propiedad (IIP) y es el dlgebra dada en'a) del Lema.4.17.

Finalmente si @, es el diagrama de iii) existe un cociente Ay = K Q2/I> de A, que también
satisface la propiedad (IIP), con Q2 como en b) del Lema.4.17. lo que completa la demostracién

del teorema. O
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Capitulo II

COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD DE
EXTENSIONES LOCALES

Los grupos de cohomologia de Hochschild H*(B, X) con i > 0, notados H *(B) si X = B, para
una K - dlgebra B y un B — B - bimédulo X, fueron introducidos por Hochschild y si ¢ < 2 tienen
na interpretacién concreta de estructuras algebraicas cldsicas como derivaciones y extensiones.
Por otro lado, es conocido que H?(B) controla la teorfa de deformaciones de B. Se sabe que si
H?*(B) = 0 entonces B es rigida.

Para una K - dlgebra A y un A - médulo finitamente generado M , Ringel define la extensién
K 0
M A
nocién, J. A de la Pefia y M. Martins definen para dos K - algebras A y R, R local y M un

por un punto de A por M como el anillo de matrices triangulares ( ) Generalizando esta

A — R - bimédulo finitamente generado, la extensién local de 4 por M como el dlgebra de matrices

triangulares ( ﬁ 91) Las dlgebras A que satisfacen la propiedad (IIP) y fueron objeto de
AMp

estudio cn el capitulo I, son ejemplos de extensiones locales de otras algebras que tienen la misma

propiedad. Mas atin, toda algebra A con la propiedad (IIP) se puede obtener a partir de un anillo

local por sucesivas extensiones locales.

En general, el calculo por definicién de los grupos de cohomologia de Hochschild de un &lgebra
B dada presenta dificultades. Para el caso en que B es la extensién por un punto de un algebra
A por un A - médulo M, existe un importante resultado probado por D. Happel en [H], que
da una sucesién exacta larga de K - espacios vectoriales conectando los grupos H*(B), H*(A) y
Exty (M, M). En muchas ocasiones esta sucesién permite hacer argumentos inductivos o iterativos
resultando de gran utilidad.

Motivadas por obtener informacién acerca de la cohomologia de Hochschild de algebras que

satisfacen la propiedad (IIP) estudiamos la cohomologia de Hochschild de extensiones locales.
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Dedicamos este capitulo a dicho estudio. El mismo estd dividido en cuatro secciones cuyo contenido

resumimos a continuacién.

En la pfimera seccién describimos el producto tensorial de dos dlgebras finitamente generadas
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K como el dlgebra de caminos de un diagrama con rela-
ciones. Si bien la descripcién, en principio parece complicada, nos permitié hacer ejemplos y resulté
esencial para encontrar ciertas resoluciones proyectivas e inyectivas necesarias para demostrar
nuestros resultados.

En la seccién 2 damos la definicién de los grupos de cohomologia de Hochschild H*(B, X) para
una K - dlgebra B y un B — B - bimédulo X. Siendo K un cuerpo, H*(B, X) coincide con
Emt’é®K por (B, X) donde B°? es el anillo opuesto de B. Recordamos también la interpretacién de
H'(B) = H*(B, B) parai=0, 1.

La seccién 3 estd dedicada al estudio de la cohomologia de Hochschild de extensiones locales.
El teorema principal de esta seccién da una sucesién exacta larga que conecta la cohomologia de
Hochschild de A, la de la extension local ( ﬁ 2) v los grupos Enrtg(g < RoP (R, P.) donde P, es el

B - médulo proyectivo indescomponible correspondiente al idempotente ((1) 8) de B. El mismo
generaliza al resultado de Happel mencionario.

Para que esta sucesién resulte 1itil es necesario calcular los grupos Ifx 'iB®K roe (R, Pe) 1o cual en
general no es sencillo. En el caso de extensiones por un punto, los mismos coinciden con los grupos
Exti, (M, M) que tienen la ventaja de que los médulos involucrados en su célculo son médulos
sobre el anillo A. En el caso general, trabajar con mddulos sobre el anillo B ® ¢y R°? se torna
més complicado. Es aqui donde nos presta utilidad la descripcién del dlgebra de caminos de un
producto tensorial dada en la seccién 1.

Probamos ademas en esta seccién la existencia de otra sucesién exacta larga que conecta los gru-
pos de cohomologia H*(R) del anillo local R y los grupos Eatpg, gon(R, Pe) y Extzg, pon (R, M).
Incluimos también un ejemplo en el que calculamos la cohomologia de Hochschild de una de las

algebras estudiadas en el primer capitulo y para la cual no es posible usar el resultado de Happel.

Finalmente, en la seccién 4 aplicamos los resultados obtenidos al caso particular en que B es
R 0
M A

i) Qp tiene un tinico lazo a en el vérticeey R=K[a] / <a' >, i > 1.

una extensién local, B = < ) = KQ@pg/I satisfaciendo las condiciones:
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ii) Si By,..., B, son todas la flechas de @p con origen en e que no son lazos, entonces el ideal

I esta generado por relaciones que no involucran a las flechas 3,. .., Gn.

Probamos en este caso que los grupos Emth@K rov (R, Pe) que aparecen en la primera sucesién
exacta larga mencionada, coinciden con H7(R) V j > 2. Ahora bien, dado que R es el cociente del
anillo de polinomios K|z] por el ideal generado por z¢, los grupos H’(R) son conocidos.

Por otro lado, hay una cldsica RQ g R°P - resolucién proyectiva de R que nos sirvié de inspiracién
para construir, en nuestro caso, una B ® g R°P - resolucién proyectiva de R. Utilizando la misma
probamos que los grupos Emti@}( gor (B, M) son nulos para todo j > 1 de donde resulté, usando
la segunda sucesién exacta mencionada arriba, que Emi:'L®KROP(R, P~ HI(R),Vj>2.

Probamos entonces que la primera sucesién exacta larga obtenida es de la forma:

0 — H°(B) — H{A) — Exthg, pes (R, P.) — H'(B) — H'(A) — H2(R) — ...

— HY(B) — H’(A) — H’*Y(R) — ...

conectando directamente la cohomologia de Hochschild de los anillos A, B y R. Mostramos ademé&s
que el K - espacio vectorial Exthg gos(R, Pe) tiene dimensién 1+ (n — 1)dimg R donde 7 es el
ndmero de flechas que no son lazos con origen en el vértice e de Q.

Para terminar calculamos los grupos H™(B) cuando B satisface Jas condiciones i) y ii) de arriba

y Hi(A)=0Vj>1
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Para hacer este capitulo mds autocontenido, recordaremos algunas definiciones y notaciones
fijadas en el capitulo I.

Toda algebra A considerada aqui es isomorfa a un cociente KQa/I de un dlgebra de caminos
KQa, con Q4 un diagrama finito y conexo, por un ideal admisible I. Recordemos que I es un
ideal admisible de A si para algin entero n, A C I C r2A, donde rA denota el ideal bildtero de
KQn/I generado por todas las flechas de Q4.

Para un diagrama Q = (Qop, Q1) dado, con Qp, @ el conjunto de vértices y flechas de Q
respectivamente, denotamos con s : () — Qo y e : Q1 — (o a las aplicaciones definidas por
s(a) = 4, e(a) = j para cada flecha o : 4 — 5. Un lazoy « es una flecha tal que s(a) = e(a). Un

camino no trivial & en @ es una sucesién de flechas o = o, ... 1 con e(;) = s(@i41),

Todos los médulos aqui son médulos finitamente generados a izquierda y para un A - médulo
M, add M es la subcategoria llena de mod A que consiste de todas las sumas finitas de sumandos
de M.

Dada un élgebra A = KQu/I, para cada vértice ¢ de (Qa)p notamos con S; al A - médulo
simple asociado a i y con P; e I; a las cdpsulas proyectiva e inyectiva de S; respectivamente. Si
¢; es el elemento idempotente de A correspondiente al vértice ¢ entonces P, = Ae;. Algunas veces
escribimos P,, para referirnos a P;.

Si Q4 es un diagrama finito con vértices 1,...,n, para cada A - médulo proyectivo indescom-

n
ponible P; notamos 1’5z a la suma HP,
Para un par de A - médulos J;(é,l Y indicamos con 7xY a la traza de X en Y, es decir al

submédulo de Y generado por todas las imdgenes homomdrficas de X en Y. El A - médulo 7xY
m

tiene una estructura de End Y — mddulo definiendo para h € EndY y « = Z filz;) € 7xY, con

i=1

fi: X —Y, Vi:
ha =Y hfi(z:),
i=1
con la cual resulta un A — (End Y)°?— bimédulo.

Notamos con A€ al dlgebra envolvente de A, esto es A® = A® ¢ A°?, y para cada elemento X € A

indicamos con A° al correspondiente elemento de A°P.



160

1. PRODUCTO TENSORIAL DE K - ALGEBRAS COMO ALGEBRA DE
CAMINOS DE UN DIAGRAMA CON RELACIONES

Sean A = KQ/Iy A’ = KQ'/I' K— &lgebras finitamente generadas. Entonces A ®x A es una
K - algebra finitamente generada y por lo tanto es isomorfa al 4lgebra de caminos de un cierto
diagrama finito y conexo con relaciones. Digamos A ®x A’ =~ KQagx JIA@ A

Describiremos aqui el diagrama ordinario Qg+ de A®k A’ y el ideal de las relaciones Inga’-
Esta descripcién sera de gran utilidad en las secciones siguientes para realizar ejemplos. En oca-
ciones serd necesario calcular, por ejemplo, resoluciones proyectivas de A ®k A’ - médulos para
ciertas élgebras A y A’ y esta descripcién facilita los cdlculos.

En toda esta seccién {ey,...,en} C Ay {€l,..., e} C A’ denotardn conjuntos completos de
idempotentes ortogonales primitivos de A y A’ respectivamente.

Notaremos con H(K ) ala K - dlgebra que como anillo es K x --- x K, el producto de K
consigo mismo n veges, y la estructura de K - dlgebra estd dada por el morfismo de anillos z —

(z,...,2), Ve e K.

Comenzamos con un resultado conocido que da un conjunto completo de idempotentes orto-

gonales primitivos de A ®x A’ y en consecuencia determina el cardinal del conjunto de vértices

(QA®x A )o-

Lema 1.1. Sean {ej,...,en} € A y {el,...,e},} € A’ conjuntos completos de idempotentes

- e ;o . ' ' .
ortogonales primitivos de A y A’ respectivamente. Entonces {¢; ® ej} 1<i<n es un conjunto

l<j<m
completo de idempotentes ortogonales primitivos de A ® A

" Demostracion. Claramente {e; ® e_’7-} 1<i<p eun conjunto completo de idempotentes ortogo-

1<j<m
nales de A ® ¢ A’. Resta ver entonces que los e; ® €/; son idempotentes primitivos.

En la demostracién del lema siguiente se probard, entre otras cosas, que A ®k AN/r(A®Kk N') =~
H(K ) como K - 4lgebras. Luego, el nimero de A ®k A’— médulos simples no isomorfos es nm y

nm
por lo tanto los elementos e; ® €} son idempotentes primitivos. X

Del lema anterior resulta que existe un vértice ve,ge: €n Qagx A’ Por cada idempotente primitivo
7
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ei®e;- de A ®x A

Veremos a continuacién cuél es el conjunto de flechas (Qag,.a/)1. Sabemos que por cada par de
Vértices Ve,ge;, Ve,@e; de (Qa@a’)o existen tantas flechas Ve, @e!, — Ve, @e, COMO
dimg [(es ® €}) (A ®x N) /1> (A QK A') (&5 ® A

Los préximos lemas describen a los (A® g A')~ médulos 7 (A®x A') y 7 (A®k A')/r? (AQk A).

Lema 1.2. r (A®kx A') = rAQg A’ + AQg rA’.

Demostracion. Usando que rA y rA’ son ideales bilateros nilpotentes de A y A’ respectivamente,
no es dificil ver que rA ® x A’ + A ®k rA’ es un ideal bilatero nilpotente de A ® x A’. Basta probar
entonces que A®x A’ / (rA®kx A’ + A ®k rA’) es un anillo semisimple.

Dado que A/rA @ A'/rA =~ H( 7% H (K) H (K) como K - algebras se tiene que
A/rA ®k A'/rA’ es un anillo semisirzlple nm o

De aqui, para probar el lema basta definir un epimorfismo de K - dlgebras
T:A®x A — AJ/rA @k A'/rA’ tal que kermr = TA @, A + AQg rA’. Para A@ XN € A ®x A’
definimos

TA@N)=X@N

donde X indica la clase de A médulo rA y anélogamente ¥ indica la clase de M médulo rA’.
Es claro que 7 es un epimorfismo de K - 4lgebras. Veamos que kerm = rA ®x A’ + A @ TA’.

Es suficiente probar que rA ® x A’ + A ® rA’ D kern pues la otra inclusién es trivial. Sea
P q P

By, ={r1,...,7s} una K - base de rA. Extendemos By a una K - base
B={ry,...,7s,bs41,...,b:} de A. Elegimos de manera andloga una K - base B’ de A,
B' = {r{,...,r},b,1,..., b} tal que {rf,..., 7} es una K - base de rA’. Entonces

Bagar = {ri @ rj} U{r; @ bj} U {b; ® j} U{b; ® b} es una K - base de A ®x A'.

Sea x € kerm y supongamos que r tiene una expresién

=Y ki(ri®@r)) + > k(i ®b) + > ki @r)) + Zk”’(b ® b})
i, i,J .3

en la base Baga’.

Luego 0 = n(z) = X:kz’;’(b_z ® b__Tj) y de aqui, ki = 0 para todo 4,j pues {b; ® -5_’,—} es una K -

4,3

base de A/rA @k A’'/rA’. Se tiene entonces que x € TA ®x A’ + A ®k rA’ lo cual completa la

demostracién del lema.(d
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Como consecuencia inmediata del Lema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.3. r?2 (A®Qx A') = r2PAQk AN + TAQkr A + A®k r2 A

Lema 1.4. Existe un isomorfismo de K - espacios vectoriales
m

& :r(A®x A) / (A @k N) — ( rA/T*A ®k HKefl- ) x ( HKei RK EA'/KQA' )
j=1 i=1
donde {e1,...,e.} C Ay {e},...,en} C A’ son conjuntos completos de idempotentes ortogonales

primitivos de A y A’ respectivamente, tal que

0 si k#£syl#t
[ex(rA/r?A)es) ®k Kei, sil=tyk#s
& [ (cr®e)) L(A®KA)/T(ABKN) (es@) ] = | Kes ®xc [ef(eh'/e?N)er], sk =sy L7t

[ex(zA/r?N)er) ®k Kep +

Ke, @ [el(rA /2 A)e]] si k=syl=t

- Demostracion. Sea B = {7‘2’]_,...,"'2’5,7'1’3_*_1,...,rl,s+1761,...,en} una K - base de A formada

por caminos tal que {r21,...,72,5, 71,541, - - ,T1s+1} €s una K - base de rA con 7o € T2A, 71 €
rA — %A,
N . . < | . ' / I} / ' 1 /
Elegimos de manera andloga una K - base B = {15 1,...,79 6T 1410 > TLt4ur C1o - - - ,er.} de
A

Entonces B(agay = {12, ® 75 ;} U {r2: ® 7 ;3 U{r2: ® eyu{rii®@ry JUu{r:® ) 43U
{r,; ®ej}U{e; ®r21} U{e; ® 7] ;} es una I - base de ’I“(A ®K N).
Sea ¢ : (A ®x A') — (TA/T?A ®k HK@ ) X HK@, ®x rA'/r*A’) la transformacién

Jj=1 i=1
lineal definida por:

p(rii ®€)) = (T ® ¢}, 0)
¢(Ci ® Ti’j) = (07ei ®:’:§—,—7_)

y ¢ cero en los demés elementos de la base By(aga)- Aqui T1; denota la clase de r; ; médulo r2A

y andlogamente 7} ; indica la clase de 71, médulo r2A’.
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Es facil ver que ¢ es un epimorfismo y que ker¢ = r?(A ® ¢ A’). Luego existe un isomorfismo
m n
D:r(AQk A) /T2 (A®K A') — (rA/r?A Q@ HKe;- ) x ( HKei ®x rA'/r2A"), que ademés

j=1 i=1
satisface las condiciones requeridas. [

Corolario 1.5. dimy r(A® A)/r>(A® A') = m.dimg (rA/r?A) + n.dimg (rA'/r2A) =
m.card(Q) + n.card(Q}).

Estamos en condiciones ahora de describir el conjunto de flechas (Qag . a/)1-

Por cada flecha 8 : i — j en @, se tienen m flechas fage: : Ve;@e!, — Ve;@e/y § = 1,...,m
y por cada flecha 8’ : k — I en Q] se tienen n flechas f.,gp : Ve,@el, — Ve,@e]» t = 1,...,m en
(@rgxA )t

Daremos a continuacién una sencilla observacién y un ejemplo que ilustra la construccién

descripta.
Observacién 1.6. Si A = KQ/I'y A’ = KQ'/I' entonces Qpg,r' = QKoo KQ'-

Ejemplo 1.7. Sea Q el diagrama ¢, LN 2O vy Q el diagrama . Entonces QrooxKkQ
o ¥ o

es el siguiente

fage'l .f7®ell
fa®e!
Uel®e’l ve2®e/1
O O
fel®a' feg@a’

Describiremos ahora el ideal de las relaciones Jygas. Para ello supongamos primero que A = KQ
y AN =KQ'. )
Consideremos el morfismo de K - dlgebras § : KQagnr — A® A = KQ ®x KQ' definido
sobre (Qagar)o ¥ (Qagar)1 como sigue:
9(vei®e;) =¢® e_’,-
9(fﬁ®e;.) =B ®ej; O(feop)=ci®f
para todo Ve, e, € (Raga’)o Y fg@e;, Je;o8 € (Qasar).

Tenemos entonces el siguiente lema.
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Lema 1.8. Sea 6 como arriba. Entonces ker 9 es el ideal bildtero generado por el conjunto

S = {H Jri@m — H fmi@’?/; : H,L":HT;’ Hyi:Hy;}

donde z; ®y;, T.®y, son de la formae;, ®B' 6 p®e;,, con y 8’ flechas de Q y Q' respectivamente.

Demostracién. Claramente todo elemento de S pertenece a ker 6. Sea ahora = € ker 6. Entonces

= tiene una expresién K - lineal de la forma:

Moy ! ny
T = Z Z a'y,’y’,k( H f-"*i,k@'.‘/i,k)
vy k=1 i=1
H Tk =7
[T vk =2

donde v, 7' denotan caminos de Q y Q' respectivamente y los 2; . ® i, son de la forma e;, @
6B®ej,confy B' flechas de @ y Q' respectivamente.

Entonces

m,y‘,yl
) = D (Y ayya)7®Y =0
’Y:'Y’ k=1
m,y‘,yl
de donde resulta que Z Ay =0, V7, v caminos de @ y Q' respectivamente, pues

k=1
{y®~7" : v esuncaminode Qy ~' es un camino de @' } es un conjunto linealmente indepen-

diente. Luego x se puede escribir en la forma:

Ty ! ng ny
Tr = Z Z a’y,’y’,k( H f11,k®yi,k - H f:l:i,1®yi,1 )
vy k=2 1=1 72 =1
Hmi,k=’7 H-’Ci,1=’7
[T yin=" T 4=

y por lo tanto pertenece al ideal bilatero generado por el conjunto S. U

En el siguiente lema describimos el ideal de las relaciones Ingn para el caso general
A= KQ/I, N = KQ'/I" con I,I' # 0. Denotemos por J al ideal bildtero de KQagrn' =

KQkogxko generado por el conjunto

S = {H fa:,“é@m - II fm;®y§ : HmiZHm;’ Hyi :Hy’{}

donde z; ®Y;, =, ®1, son de la forma e;, ® 3’ 6 B¢, con fy B’ flechas de Q y Q' respectivamente.
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Lema 1.9. Sean A=KQ/I y ' = KQ'/TI'. Entoz:ées

Ingxn =~ [KQexI' + Iok KQ ] J

como K - espacios vectoriales.

Demostracion. De acuerdo al Lema anterior, existe una sucesién exacta de K Q KQ®x k@' - médulos:
0—J— KQkqaxke — KQ®Kk KQ'— 0

Sean m: KQ — Ay 7w’ : KQ — A’ los epimorfismos canénicos. La siguiente es una sucesién

exacta de KQ ®x KQ' - médulos:
05 KQ®x I + I®k KQ — KQox KQ "2 A@g A — 0

En efecto, es claro que KQ®x I’ + I ®x KQ' C ker (¢ ® ¢’). Como se hizo para rA y 7A’ en la
demostracién del Lema 1.2 se prueba que dimg [KQ ®k I' + I ®x KQ'| = dimg ker (¢ ® ¢').

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo de K — espacios vectoriales:

0 0
J a— IA®KA’
KQrookg ——— KQrgxa

0 — KQ®xI' + I®xk KQ — KQ®x KQ —— A®xAN —— 0

4 .
0 0
Por el Lema de la serpiente resulta entonces que la siguiente es una sucesién exacta de espacios

vectoriales, lo cual completa la demostracién del lema.

0—*J—-——>IA®KAI——?KQ®KI/ -+ I®KI(Q/—>0
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Corolario 1.10. EI siguiente es un conjunto de relaciones minimales de A ®g A':

S uU{ z kal,‘__,gtfgt(ge; ...f51®e; : Z ks,...5.61...6, es una relacién minimal en A} U

. / / s . ;
u{ E ksi .8 fei6, - - - fei@8) E ks;,...5061 - .8! es una-relacién minimal en A"}

Notacién. En adelante, escribiremos e; ® efj en lugar de ve,ge; para designar a los vértices de
Qroxr Y B®E), e ® B’ en lugar de fﬁ®e; y fe.@p respectivamente, para designar a las flechas

de Qag,. A, POr razones de simplicidad.
Finalizamos esta seccién con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11. Sean Q y Q' los diagramas del Ejemplo 1.7. y sean A = KQ/ < o?,v*, Ba—~B >

yAN=KQ@Q'/<d 3 S Entonces A @ A’ es el dlgebra de caminos del diagrama

(a®1) (v®1)
O O

(e1®1) ey, (e2®1)
1 2

(e1®2’) (e2®a’)

con las relaciones (a ® 1) = (e, ® ') = (Y@ 1)2 = (2® )’ =0 (@®1)(a ® o) =
(e1®a")(a®1); (Y81)(e28a’) = (20¢/)(Y®1); (B®1)(a®l) = (Y®L)(6®1) = (a®1)(e1®a’) =
(a1 @a?)(@®1); (Y& 1)(e2 @) = (2 @) (7®1).

2. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

En esta seccién recordaremos la definicién de los grupos de cohomologia de Hochschild de una
K - slgebra A por un A - bimédulo X de dimensién finita sobre K. Omitiremos las demostraciones

correspondientes que pueden verse en [Ho] y [CE].

i veces

. e e
Sea A una K - slgebray A®* = A®k - - @k A. Seaademds, 4 X4 un A - bimédulo de dimensién

finita sobre K. Se define el complejo de Hochschild C* = (C?, d*);ez asociado a A y X como sigue:
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C'=0,d=0,Vi<0, C®= 4X4, C' = Homg(A® X),Vi>0,d: X — Hompg (A, X) esta
dado por (d°z)(a) = az — za, paratodoz € X ya € Ay d' : C' — Ci*+! por

@1 ® - ®aip1) =arf(aa ® -~ @ aip1) + Z(—l)jf(éh ® - ®ajaj41 Q- ®a;41) +

Jj=1
+ (1) f(a1® - ®ai)aip
para f € C' y a1,...,a;41 € A. '

El i- ésimo grupo de cohomologia de Hochschild, H*(4, X), de A con coeficientes en el A -
bimédulo X es por definicién H!(A, X) =H “(C*) = Kerd'/Imd*~!. En el caso particular en que
AXa = aAa, H'(A,A) se nota H(A) y se llama el 4 - ésimo grupo de cohomologia de Hochschild
de A.

Claramente, H°(A,X) = {x € X : az = za, ¥V a € A}. En particular, H°(A) coincide con el
centro Z(A) de A. Sea Der(A,X) = {6 € Homg(A,X) : 6(ad) = ab(b) + 6(a)b} el K - espacio
vectorial de las derivaciones de A en X y Der®(A, X) el subespacio de derivaciones interiores de
Aen X, esto es, Der®(A, X) = {6, € Homg(A,X) : 6.(a) = ax —za V x € X}. Entonces sigue
inmediatamente de la definicién que H'(A, X) = Der(A, X)/Der%(A, X).

Es un hecho conocido que H?(A) controla la teorfa de deformaciones de A. Se sabe que si

H?(A) = 0 entonces A es rigida. [G]

Los grupos de cohomologia de Hochschild de una K - dlgebra A por un A - bimédulo 4 X 4 pueden
ser definidos también usando el algebra envolvente, A° = A ® x A°?, de A. Todo A- bimédulo
AX 4 puede ser considerado como A® - médulo a izquierda de la siguiente manera: (a ® b°).z =
azb, Va,b€ A, z € X. En particular, A puede considerarse como un A¢ - médulo a izquierda.

Se construye entonces una A® - resolucién de A, S,(A) = (S;(A),6#)i>0, llamada resolucién
standard de A, como sigue. Para cada i > —1, sea S;(A) = A®C+2), Entonces S;(A) es un A° -
médulo a izquierda definiendo (a ® b°).(ap ® *-- @ @;41) = aap ® a1 ® - - - ® a; ® a;11b para todo
a,beAyas®- - -®a;; € S;(A).

Para cada i > 0, sea 6 : S;(A) — S;—1(4) el A® - morfismo definido por:

i
6?(&0@"'@01'-{-1) = Z(—l)j.(a0®-‘-®ajaj+1 ®"'®(li+1)
j=0

Entonces S_1(A) = A, 6 : A®x A — A es un epimorfismo y S, = (S;(A4),6;)i>0 s una A® -

resolucién de A (cf. [CE}, p.174), proyectiva si K es un cuerpo.
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Notar que el A% - médulo S;(A) se puede escribir en la forma S;(4) = A Qk A® @ A ~
A @ A® de donde resulta inmediatamente que Hom-(S;(A), X) ~ C* para todo ¢ > 0. Més
atin, se prueba que los complejos ( Homa-(Si(4), X), (6, X) ) y C* son isomorfos y por lo tanto
Hi(A, X) = Exti,. (A, X).

3. UNA SIjCESION EXACTA LARGA DE GRUPOS DE COHOMOLOGIA
DE HOCHSCHILD PARA EXTENSIONES LOCALES

En general, el cdlculo por definicién de los grupos de cohomologia de Hochschild de un algebra
dada presenta dificultades. Es por eso que muchas veces se buscan métodos alternativos para el
mismo. Para el caso particular de las dlgebras que son extensiones (coextensiones) por un punto,
D.Happel probé en [H] el siguiente resultado que permite, en muchas ocasiones, calcular los grupos
de cohomologia de Hochschild de una extensién (coextensién) por un punto conociendo los de un

cociente particular.

Teorema. (Happel) Sea B la extensién (coextension) por un punto de A por un A - médulo M.

Entonces existe una sucesion exacta de K - espacios vectoriales que conecta la cohomologia de

Hochschild de A y la de B, de la forma:

0 — H%(B) — H°(A) — Hom (M, M)/K — H*(B) — H'(A) — Exty(M,M) — ...

— HY(B) — H(A) — Ext', (M, M) — ...

El hecho que la sucesién de Happel resulte ser sumamente 1til en muchos casos, motivé nuestro
interés por obtener un resultado similar ‘para el caso de algebras que son extensiones locales.
Probaremos aqui el siguiente teorema que da una sucesién exacta de K - espacios vectoriales,

similar a la dada por D. Happel, para extensiones locales.
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R
AMg
Entonces existe una sucesién exacta larga de K - espacios vectoriales que conecta la cohomologia

Teorema. Sea B = ( 2) la extension local de un dlgebra A por un A— R - bimédulo M.

de Hochschild de A y la de B, de la forma:

0 — Ann Mg N Z(R) — H°(B) — H°(A) — Eaxthg, gor(R, P.) — H'(B) — H'(A)

~ Exthg, pos(R, Po) — ... — H'(B) — H'(A) — Extyf] po(R,P) — ...

1 0O

0 0) de B, Pe=Be.l

donde e es el idempotente <

Aparece aqui el problema de calcular los grupos Emt’é@,K rov (R, P.). En esta seccién probaremos
ademds la existencia de otra sucesién exacta larga que relaciona la cohomologfa de Hochschild de
R con los grupos mencionados. Considerarcmos en la seccién siguiente un caso particular de
extensiones locales para el cual esta sucesién es de gran utilidad. La misma permite probar que
Extgg oo (R, P.) ~ H*(R) para todo i > 2 en ese caso. |

Finalizamos esta seccién con un ejemplo de aplicacién del teorema mencionado. Més precisa-
mente, calculamos los grupos H*(B) para el dlgebra B = K ( (3 1 LN 2 (75 )/ < a2, 42, Ba—8 >.

Comenzamos recordando la definicién de extensién local de un anillo.

Siguiendo a J.A. de la Pefia y M. Martins en [dIPM], un anillo de matrices triangulares
B = ( ﬁ 21) con Ay R K— élgebras y 4Mpg un A — R— bimdédulo finitamente generado
AMR
como A - médulo a izquierda y como R - médulo a derecha, se dice la extension local de A

por el A — R— bimédulo M si R es un anillo local. En el caso particular en que R es ademés un

anillo con divisién la definicién coincide con la de extensién por un punto dada por Ringel.
Las édlgebras A que no son anillos locales y satisfacen la propiedad

(ITP) Todos los ideales (bildteros) idempotentes de A son A— médulos proyectivos a izquierda,

consideradas en el capitulo I, son ejemplos de extensiones locales de otras dlgebras que tienen la

misma propiedad. Més atin, toda algebra A con la propiedad (IIP), que no es un anillo local, se
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puede obtener a\partir de un cierto anillo local por sucesivas extensiones locales por bimédulos
apropiados.
Por ejemplo, si ) es el diagrama
On 2, 20
o v
el dlgebra A = KQ/ < o2, 42, Ba — B > tiene la propiedad (IIP) y es una extensién local del
algebra A = AJer.A.ey == K( (3 )/ <~*>porel A-— (En,(lAPl)"T’— bimédulo M = 75 P1 = 7p, P

que como B - médulo es isomorfo a Ps. Claramente el dlgebra A no es una extensién por un punto.

R 0

Observacién 3.1. Sea B = (M A

) la extensién local del dlgebra A por el A — R - bimédulo

M. En lo que sigue notaremos con e al idempotente (16{ 8) de B y con P, al B - médulo

proyectivo indescomponible B.e.

Recordemos que si A = HPi es la descomposicién de A como suma de A - médulos proyec-
i#e
tivos indescomponibles entonces B = (HPi)HPe es la descomposicién de B como suma de
i#te
B— médulos proyectivos indescomponibles y ademés que R ~ (EndgP.)°P. Este isomorfismo
0

induce una estructura de A — R— bimédulo en ’T‘IgEPe = ( M0

> con la cual la aplicacién
70
v aMg 7p Pe definida por p(m) = k 0

bimédulos. Més atin, ¢ es un B - isomorfismo considerando a M con la estructura de B - médulo

) para todo m € M es un isomorfismo de

inducida por el epimorfismo de dlgebras B — A, que a <; 2) de B asocia el elemento a de

A 0O

La inclusién ( ]\04[ 8> — <AI§[ 8> es un morfismo de B - médulos. Sea R su coniicleo.

Tenemos entonces una sucesién exacta de B - médulos:

(5 8) = (5 §) o

Ahora bien, ( ]\04 8> = T?,:Pe y (]\}; 8) — P,. Entonces esta sucesién induce una sucesion

exacta

(%) 0—>M-—P.— R—0

via el isomorfismo ¢ de la observacién anterior.
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Observacién 8.2. Del hecho que la aplicacién ¢ : B — R, ¢( (7; 2)) = 7 es un homomorfismo

de anillos resulta que R es un B — B— bimédulo via ¢. Es decir:

<T 0) , <T 0) I I
Tr=¢ r=rr
m a m a
r'.(r 0) =7r'r
m a

cualesquiera sean ( " 0> € B, " € R.
m a

R 0

Es natural pensar en identificar a R con el subanillo ( 0 0

) de B. Sin embargo, si bien la

r
0 0

B, cuya estructura coincide con la de B°? - médulo de R, I'm j no es un ideal a izquierda de B.

inclusién j : R — B, j(r) = ( ) es un morfismo de anillos e I'm j es un ideal a derecha de

Considerando a gR con la estructura inducida por ¢, la aplicacién 4 : R — R dada por

p(r) = j(r), donde la barra indica clase médulo M, es un isomorfismo de anillos y de B - médulos.

Luego, hay una sucesién exacta de B - médulos
(%) 0-M—P.5R—0

inducida por la sucesién (). El morfismo 7 est4 definido por = ( :n 8) =r.

En adelante, nos interesard también la estructura de B — R— bimédulo de R inducida por ¢.0

Nuestro propésito ahora es probar el teorema arriba mencionado.

Sea B una extensién local de A por un A—R— bimédulo M. Entonces P. = B.e = B.e.B = B°.c.
Luego P es un B¢ - médulo. Por otro lado, Hompger(R, P.) también tiene una estructura de B®
- médulo inducida por la estructura de B - médulo de Ry P.. Recordemos que la misma est4

definida por:

(£.0)(r) = f(br)

(0.f)(r) =b.f(r)
para todo f € Homger(R,P.), b€ By r € R.

En el siguiente lema probamos que estos B® - médulos son isomorfos.

Lema 3.3. Sea B una extensién local de A por un A — R - bimédulo M. Entonces g-(P.) ~

HO'I’nRoP(R, Pe).
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Demostracién. La demostracién sigue de que la aplicacién 6 : Hompger (R, P.) — P, definida por

0(f) = f(1g) es un B¢ - isomorfismo. [J

La sucesién

(1) 0—-P,—B—A—0
es B¢ - exacta y se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Sea B una extension local de A por un A — R - bimédulo M. Entonces

Hompge(B, A) ~ Hompe(A, A) ~ Homae(A, A) = H(4)

Exts. (B, A) ~ Exty.(A,A), Vi> 1

Demostracion. Aplicando el funtor Hompe.(., A) a la sucesién (1) de arriba se obtiene una sucesion

exacta larga de la forma :

0 — Homp.(A, A) — Homp:(B, A) — Homp:(FPe, A) — E:z:t}ge (A,A) — Eztg.(B,A)

— Bxth.(P,, A) — ... — Eaxts.(A, A — Ext’p. (B, A) — Eatg(Pe, A) — ...

Es claro que Hompe(A, A) ~ Homu-(A, A) = HP(A). De aqui, para probar la primera parte
del teorema basta ver que Hompe(A,A) ~ Homg(B,A). Para ello es suficiente probar que
Hompge(P., A) = 0, lo cual sigue de que Homp(P., A) = 0. El resto del teorema resulta del hecho

que Exty. (P, A) =0V i>1 que probaremos a continuacién. O

Como vimos en la seccién 1, si {e1, ..., en} es un conjunto completo de idempotentes or-
togonales primitivos de A entonces {e; ® e}i<ij<n € un conjunto completo de idempotentes
ortogonales primitivos de A°. Recordemos que para un idempotente ¢; ® ¢; de A€ notamos con
Pe,ges al A® - médulo proyectivo indescomponible A®.(e; ® ¢3).

El siguiente teorema describe una B¢ - resolucién proyectiva de P, cuando B es una extensién

local.

R 0
M A

conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales de B. Entonces hay una B¢ - resolucién

Teorema 3.5. Sea B = < ) la extensién local de A por M y {e = e1,e2,...,e,} un
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proyectiva de P, de la forma:

— Q@ — ... —Q — Qg — P.—0

con Qn = H [ Pei®e° ]dimK Emt%(se,si),. vn >0

B
Demostracion. En [H], 1.5, D. Happel prueba que existe una B® - resolucién proyectiva de B de

la forma :

.— R, ~—— ... — R  — Ry— B—0

con R, H[ Peiges "9 y 135 = dimy Exty.(B, Homg(S;,5:)), Vi, j.
Utihzado el mismo argumento - reemplazando B por P. = B.e - encontramos una B¢ - resolucién

proyectiva de P, de la forma:
'_’Qn'—"’---_’Ql _')QO'_’Pe_’O

con @, = H[ P., ®e° iy li; = dimg Ext}.(Be, Homg(S;,S:)), Vi,3.

Aphcando el Teorema 2.8.a, pag. 167, de [CE] resulta que:
lij =dimg Emt%(SJ & Bop BC,S,;), Vi,

Ahora bien,

0 sij#£e
Sj®BoPB€§B6®BSj ={ J#

S. sij=e
lo cual termina la demostracién del teorema. [
El siguiente corolario completa la demostracién del Teorema 3.4.

Corolario 3.6. Con las hipdtesis del Teorema 3.5, Extl.(P.,A) =0, Vi > 1.

Demostracién. Aplicando el funtor Hompe(., A) a la B¢ - resolucién proyectiva de P. dada en el
Teorema.5.5, basta probar que Hompe(Pe;ge0,A) =0, Vji=1,...,n

Esta igualdad es inmediata del hecho que Hompge(Pe,gco, A) = €;Ae. O

La sucesién (1) da origen a la siguiente sucesién exacta larga aplicando el funtor Homg.(B,.):
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(2) 0 — Homge(B,P.) — Homg<(B,B) — Homp-(B, A) — Exthy. (B, P.) —

— Exty.(B,B) — Extp.(B,A) — ...
Sigue del Lema 3.3. y [CE], Teorema 2.8a (pdg.167) que

Homge(B, P.) ~ Homg:(B, Hompger(R, P.)) ~ Hompg, rer(1R @per B,P.) =~
~ Hompg,ree (R, P), ¥
Exti,. (B, P.) = Exthy.(B, Homper(R, P.)) = Extgg, goe (R ®por B, Pe) =
~ Extlzg, pos (R, Pe)

Asi, (2) induce una sucesién exacta de la forma:

(3) 0 — Hompgyrer(R, Ps) — H°(B) — H°(A) 29, Exthe. ror (R, Pe) — H'(B) —
— ExtL.(B,A) — ... — Extgg, gos(R, P.) — H'(B) — Exty.(B,A) — ...

via los isomorfismos del Teorema 3.4 y los que acabamos de mencionar.

Sea B = KQ/I. Recordemos que un dlgebra cociente A de B se dice una subcategoria con—
vexa de B si existe un subdiagrama Q' de @, lleno y cerrado por caminos tal que

A=KQ'/(INKQ'). El siguiente es un hecho bien conocido.

Lema 3.7. Sea A una subcategoria convexa de B = KQ/I. Entonces
Exth(X,Y) ~ Exty (X,Y)

paratodoi> 1y XY € mod A.

Si bien este resultado es conocido daremos aqui su demostracién usando un teorema sobre ideales
k - idempotentes.

Un ideal bildtero U de A se dice k — idempotente , k > 1 si Emtf\/u(X, Y) ~ Exti (X,Y),
Vi, 0<i<k VXY €mod (A/U). U se dice idempotente fuerte si Emtf\/u(X, Y) ~
Exti (X,Y), Vi>0, VX,Y € mod (AJU).

Estas nociones fueron introducidas por Auslander, Platzeck y Todorov en [APT] donde probaron

el siguiente importante teorema.
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Teorema. Sea P un A - médulo proyectivo, d = 7p(A) y 1 < k < c0. Sea
— P — . —F—U—0

una A - resolucién proyectiva minimal de U. Entonces U es (k + 1) - idempotente si y sélo si

P; € add P para todoi=0,...,k.

Demostracion del Lema 3.7. Sea B = H Qi con Q; = B.e;, e? = e;, la descomposicién de B
i€Qo
como suma de B— médulos proyectivos indescomponibles. Como A es una subélgebra convexa de

B, A~ B/7p(B) donde P = H B.e; y Q' es el subdiagrama de @ que define a A.
1€Qu—Q) )
De acuerdo al teorema anterior basta probar que A = 7p(B) tiene una resolucién proyectiva

minimal

—P— . —P—PFP—A—0

con P, € add P, V1.

Si A=7p(B) = H Tp(Qi) es proyectivo entonces A = 7p(B) € add P y por lo tanto no hay
nada que probar. Szlep%ongamos que A no es proyectivo. Es suficiente mostrar que todo sumando
no proyectivo de A tiene una resolucién proyectiva como deseamos.

Sea 7p(Q;) un sumando no proyectivo de A = 7p(B). Entonces, @; ¢ add P y por lo tanto el

idempotente e; tal que Q; = B.e; estd en A. Sea
~— P — ... — P — P —7p(Qi) = 0

una resolucién proyectiva minimal de 7p(Q;). Probaremos por induccién sobre j que todos los P]
estdn en add P.

Claramente P(; estd en add P pues existe un epimorfismo P* — 7p(Q);). Sea j > 1 y supong-

amos que Fj,...,P/_; € add P. Si P} ¢ add P entonces tiene un sumando indescomponible

P], ¢ add P, es decir, existe un sumando indescomponible P} , = B.¢;, de P}, con ¢;, un elemento

idempotente de A. Luego se tiene una cadena de morfismos

(*) B.Cis=13]{‘SHPJ{ﬁ>P{_lii...PéiTp(Qi)%Qi=B.ei

7

conlosd; #0, Vt=0,...,57y P'j,s, Q; proyectivos en mod A.
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Como la testriccién de cada d; a un sumando indescomponible de P; es no nula, sigue de (%)

que existe una cadena de morfismos no nulos

d;

d; -1 d
! ' 4 4 ! 0
B.e, :Pj»s Pij ? P’ij—- ? "’Pio "’TI’(Qi)HQi=B-Ci

1

con Pl-’j = Be;, en add P. Esto induce en Q una sucesién de caminos no nulos
i— iy — ... —> i; — i, con i,is en Qp y los restantes i), en Qo — Q}, lo cual contradice la

convexidad de 4 en B. O

Cuando B es una extensién local de 4 por un A — R— bimédulo M, A es una subcategoria
convexa de B. En consecuencia A® es una subcategoria convexa de B°, lo cual se puede ver usando
la descripcién de A® y B¢ como algebras de caminos que dimos en la seccién 1. Se tiene entonces

¢l siguiente corolario del Lema 3.7.

Corolario 3.8. Si B es la extensién local de un élgebra A por un A — R— bimédulo M en-
tonces Exti.(X,Y) ~ Exty.(X,Y), Vi > 1y X,Y € mod A®. En particular, Exty. (A, A) ~
Exty. (A, A) = H'(A), Vi> 1.

Damos ahora un lema necesario para la demostracién del resultado principal de la seccién.

Lema 3.9. Sea B una extensién local de A por un A — R— bimddulo M. Eutonces

Hompgy ree(R,M) =0
Hompgy rer (R, Pe) ~ Ann (]\413) N Z(R)

Demostracion. Hompg,, per(R, M) = 0 pues Homp(R, M) = 0.

Sea ahora f : R — P. un B — R— morfismo. Entonces f ésté univocamente determinado
por f(lgr) = (; 8) Ademés, para todo b = (:;;, 2) € B, f(b) = f(b.lg) = b.f(1r)
y f(b.1g) = f(r') = f(1)r', de donde resulta que 77’ = r'r y que m'r +am = mr', Y r’ €
R, m' € M, a € A Luego r € Z(R) y tomando a = v/ = 0 en la segunda ecuacion se tiene
que r € Ann (Mpg). De aqui, r € Ann Mp N Z(R) y am = mr', V' € Rya € A de
donde resulta que m = 0. Luego, f(lg) = ( 6 g) con r € Ann (Mg) N Z(R) y la aplicacién
0 : Hompg, ror(R, P.) — Ann (Mg) N Z(R) definida por 6(f) = f(1r) es un isomorfismo de

grupos. O
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Estamos en condiciones de probar ahora el Teorema principal de esta seccién.

Teorema 3.10. Sea B una extension local de un dlgebra A por un A— R - bimédulo M. Entonces

existe una sucesién exacta de K - espacios vectoriales que conecta la cohomologia de Hochschild

de A y la de B de la forma:

(4)  0— Ann MpN Z(R) — H°(B) — H%(A) 2% Eathg, gor(R, P.) — H(B) —

— H'(A) — ... — H!(B) — H'(A) = Emt?@],',(Rop(Ra Pe)...

Demostracién. Combinando el Teorema 3.4, el Corolario 3.8 y el Lema 3.9 se tiene que
Extz. (B, A) ~ Exty.(A, A) ~ Ext'..(A, A) = H(A)

y que
Hompgy rer(R, P.) ~ Ann Mp N Z(R)

Luego, la sucesién (3) induce la sucesién buscada. [

El siguiente lema da, en particular, una condicién necesaria y suficiente para que Ann (M r)=0
en el caso en que B es una extensién local de A por un A — R— bimédulo M. La demostracién de

este resultado es directa y por ello no la incluimos aqui.

Lema 3.11. Sea B = KQg/I, con QB sin ciclos orientados que no sean lazos, y sea a una fuente
de (Qp)o. Entonces son\equivalentes: V

a) Homp(S,, P,) =0

b) Ann (15 Pu)Enar,) =0

c) Para todo lazo o en a, con o = 0 en B, y para todo j < i existe una flecha 3 que no es un

lazo tal que Ba? # 0.

Observacién 3.12. Si B es una extensién por un punto, es decir, si el anillo local R es el
cuerpo K, se tiene que Exthy pop(R,Pe) > Ext'(M,M), Vi > 2y Exthy po(R,Pe) ~
Hom (M, M)/K como probé Happel en [H],5 3. Claramente, se verifica también que Ann Mg = 0

y por lo tanto el Teorema 3.11. coincide con el resultado probado por Happel en [H], 5.3.
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Fn general no es sencillo calenlar los grupos Extyg . por (IR, Pe) con @ > 0 que aparecen en la
sucesion exacta del teorema 3.10. Probaremos a continuacion la existencia de otra sucesién exacta

larga que conecta la cohomologia de Hochschild de R con dichos grupos.

Aplicando el funtor Hompgy rer (R,.) a la sucesién exacta de B ®k R°? - médulos
0O—-M-—P.— R—0

obtenemos la siguiente sucesién exacta larga de cohomologia

(G) 0— HO’I’TLB@KROP (R, Pe) e HO'fTLB@KRoP (R, R) — E-’[r’t}i@KRop (R, ]V.[) i

— Exthg, per(R, Pe) — Ettpg, por(B, R) — ..

Lema 3.13. Sea B una extensién local de un dlgebra A por un A — R - bimédulo M. Entouces

HO’I’TLB@K RoP (R, R) =~ HO (R)
Extiyg, pov(X,Y) 2 Exthg, ger (X, Y)

para todo X,Y € mod (R ®x R°"). En particular, EBxtlye  pos (R, IR) = HY(R).

Demostracién. Sigue inmediatamente de la estructura de B ® R°P - médulo de R que
Hompe rev (R, R) ~ H°(R). El resto del lema resulta del Lema 3.7 vy el hecho que R ®x R°P es

una subcategoria convexa de B @ R°P. [

Luego, de acuerdo a los Lemas 3.9 y 3.13, (6) induce una sucesién exacta larga que conecta
la cohomologia de Hochschild de R con los grupos Emt§3®K pon (R, Pe). La misma est4d dada en el

siguiente teorema.

Teorema 3.14. Sea B una extension local de un dlgebra A porun A—R - bimédulo M. Entonces

existe una sucesién exacta de K - espacios vectoriales de la forma:

0 — Ann Mg N Z(R) — H®(R) — Exthg, per(R, M) — Extpg, por(R, Fe) —

— HY(R) —> ... — Eatlyg_gos(R, M) — Etg, gor(R, Pe) — HYR) — ...
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Finalizamos esta seccién con un ejemplo de aplicacién de los resultados obtenidos. Recordemos
que si R = Kf{z]/ < 2™ > los grupos de cohomologia de Hochschild de R son conocidos (cf. (W],

pag. 304) y que
R , sii=0
R/ <z !> sii>0

HY(R) = {

Ejemplo 3.15. Sea Q el diagrama O LN 20 yB=KQ/<a? v Ba—+8>.
a ¥
El dlgebra B es la extensién local de A = K (O )/ <% > por el A— R - bimédulo M = 75, P1,
v

R 0
g= <Tﬁ1P1 A)

Calculemos los grupos H*(B), Vi > 1. Por el Teorema 3.10 y teniendo en cuenta que Ann (M R) =

con R = EndP;?. Es decir,

0, tenemos la siguiente sucesién exacta de K - espacios vectoriales

0 — H%(B) — H°(A) — Exthg, pes(R,P1) — HY(B) — H'(A) —

— ... — Erthg, goo (R, Pi) — H'(B) — H'(A) — Extif} ...(R,P)— ...

Veamos que Ea:t;B@KRO,, (R,P1) = 0, V j > 1. De aqui resulta que H*(B) ~ H(A) =
Hi(K[z] /<2?>) =K, Vi>O0.

Calculamos tales grupos por definicién contruyendo una B ® ¢ R°P - resolucién inyectiva de P;.

Probemos primero que en este caso la aplicacién ¢ : P, = B.ey — Py gi{e;®a+a® 1)
definida por ¢(b.e;) = (b®1).(e; ® a+ a ® 1) para todo b € B, es un B ® g R°P— isomorfismo.

Sean b€ By r € R. Entonces b y r tienen expresiones K - lineales de la forma:

b= koey + kieg + koo + k3f3 + kay + ks S

r=kl+ka

Luego:

(b ®7°).e1] = dlberr) = dlbre;) = r®l).(e®at+a®l) = (kk)le; ® a) +
+ (kok) (@ ® 1) + (kok' + kak)(a® ) + (kks)(B®a) + (kks)(Ba®1) +

+ (kak' + ksk)(Ba® a) = (be; ®ra) + (ba®re;) = (b®7°)d(er)
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Veamos ahora que ¢ es un isomorfismo.

Pp(be)) =0 < 0 = (b 1)(e1 Qat+ta®l) = be;@a+ba®l = kole1®a) +
+ ka(a®a) + ks(B®a) + (ks +k3)(fa®a) + ko(a®1) +
+ k3(fa®1l)
De aqui resulta que ko = kg = k3 = ks = 0 pues {e1®a, a®a, O, fa®a, a®l, fa®1}
cs un conjunto linealmente independiente sobre K. Luego b = kyea + kqy y por lo tanto b.e; = 0.
Esto prueba que ¢ es un monomorfismo y como dimg P = dimgPe,g1(e1®a+a® 1) =4 se

tiene que ¢ es un isomorfismo.

Se puede ver que el B @k R°’— médulo P g1 es proyectivo - inyectivo. Mds precisamente,
P€1®l = I62®1-

Entonces la siguiente sucesién es una B @y R°P - resolucién inyectiva de P:

¢ do d] d,'
0—>P1—+ e1®1——>P‘31®1'-—>...——'> el®1———>...

con d2k=el®a—a®lyd2k+1=el®a+a®1paratodok20.

Luego, como Hompg . ror)(R, P.,21) = 0 se tiene que Exthopes(R,P1)=0Vi2>1

Vale la pena mencionar que para darme cuenta c6mo construir la B®k R°P - resolucién inyectiva
de P, utilicé la descripcién del diagrama y las relaciones de un producto tensorial de dlgebras dada

en la seccién 1. O

4. UN CASO PARTICULAR

En esta seccién vamos a considerar el caso particular en que B es una extensién local de una K

- dlgebra A por un A — R - bimédulo M, B = (ﬁ g) = KQp/I, con las siguientes hipotesis :

i) @p tiene un tnico lazo aeney R = Kla] / < o > coni> 1.
ii) Si B, ...,Bn son todas las flechas de @p con origen en el vértice e que no son lazos,

entonces el ideal I estd generado por relaciones que no involucran a las flechas By, ..., Bn.



181

El resultado principal de la seccién es el siguiente.

Teorema. Sea B es una extension local de una K - dlgebra A por un A — R - bimédulo M. Si
B satisface las condiciones i) y ii) de arriba entonces existe una sucesién exacta de K - espacios

vectoriales de la forma:

0 — H(B) — H(A) 2% Exthg por(R, P.) — H'(B) — H(A) — H2(R) —
— ... — Bathg pop(R, Pe) — H(B) — HI(A) — HITY(R) — ...

donde Ag y los morfismos Hi(B) — HJI(A) soun los que aparecen en la sucesién exacta del

Teorema.3.10.

Para la demostracién de este resultado usaremos la sucesion exacta larga dada por el Teorema
3.10. Asi, serd suficiente probar que E‘mt{B@KRDP)(R, P.)~ H!(R), Vj>2.

Veremos que en este caso particular es més sencillo calcular los grupos Emtz B®x Rop)(R, M)y
usar luego la sucesién exacta del Teorema 3.14. Para ello probaremos un resultado que da una

B®g R°P - resolucién proyectiva de R cuando B es una extensién local que satisface las condiciones

i) y ii) de arriba.

Comenzamos con algunos hechos sencillos, védlidos para el producto tensorial de K - espacios

vectoriales, que seran de utilidad.

Lema 4.1. Sean U y V, K— espacios vectoriales. Entonces:

a) Dados m vectores linealmente independientes ., . .., u,, de U y n vectores linealmente in-

dependientes vy, ... ,v, de 'V, {?Li®’l)j}1 < i < ©Sun conjunto linealmente independiente

1<j<n
deU®gV.

b) Siws,...,us son vectores no nulos de U y vy, ...v; son vectores linealmente independientes

de V entonces uy ® vy, ...,u; ® vy son vectores linealmente independientes de U @y V.

Sea B = KQg/I una extensién local de una K - 4lgebra A por un A — R - bimédulo M. En lo

que sigue denotaremos con S a un conjunto linealmente independiente maximal de

{ caminos 68 de @, no nulos en B, con B una flecha con origen en e que no es un lazo}
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y #(8) al cardinal de S.
El siguiente lema da una descripcién de una K - base del ideal de B ® R°P generado por un

elemento cualquiera pu de R ® ¢ R°P cuando B satisface las condiciones i) y ii) del comienzo de la

seccién.

Lema 4.2. Sea B una extensién local de A por un A — R— bimédulo M satisfaciendo las condi-
ciones i) y ii) del principio. Sea jt € R®xk R, By = {b1,...,bm} una K - base de (R ®x R°?) p
yBa={(68®1).b;, 60€S, b; € B.}. Entonces B = B; UDB; es una K - base de (B ® R°P) pu.

Demostracidn. Es facil ver que B es un conjunto de generadores del K - espacio vectorial

(B ®x R°P) p. Veamos que B es un conjunto linealmente independiente. Como los elementos de
B, son combinacién lineal de caminos de e® 1l en e® 1, y los elementos de By son combinacién
lineal de caminos de ¢ ® 1 en e(68) ® 1 con 68 € S (y por lo tanto e(6B) # e), resulta que
< B> =< By >]] < B2 >. Luego, basta probar que B, es un conjunto linealmente independiente.

Consideremos una K — combinacién lineal

(*) 0= .  ksp; (66®1).;
6BeS
1<j<m

y probemos que los escalares ksg,; son todos nulos. Para cada j, 1 < j <m, b; tiene una expresion
de la forma
b= Y e ea)
0<s,t<i—1
con)\gz EK,V0<s,t<i—1,1<5<m.
Entonces (x) se puede escribir de la siguiente manera:

0= Z ( Z Z ksp,; )\(’73 §6a°) ® o

0<t<i—1 0<s<i-1 §Be S
1<3<m

Sea u; = Z z ksa,j /\92 68c®, t = 0,...,7 — 1. De acuerdo al lema anterior, la
0<s<i-1 e S ~
I1<j<sm

igualdad 0 = up ® 1 + - - - + uj—1 ® &’ 7" s6lo es vélida si 1, = 0 para todot=0,...,i— L.

Como el ideal de las relaciones de B esta generado por relaciones que no involucran a las flechas

(3 con origen en e que no son lazos, se tiene que u; = 0 si y sélo si A:w,,-Af;'t) = 0 para todo
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66 €S, 1 <j <m. Dado que para cada j, 1 < j < m, existe al menos un par de valores s, ¢ tales

que /\St) # 0 resulta que ksg j = 0 para todo 68 € S, 1 <j<m. O

Corolario 4.3. Con las hipétesis del Lema.4.2 se tiene que :

a) dimy (B®x RP)u = [#(S) +1] dimx (R ®x R)
b) dim Pugi = dimk (B®x RP)(e®1) = [#(S) +1] dimy (R®x RP) = [#(S)+1] 2

donde S es el conjunto definido arriba y u es un elemento de R ® ¢ R°P.

Mostraremos a continuacién una B ®k R°P - resolucién proyectiva de R cuando B es una
extension local que satisface las condiciones i) y ii) del comienzo de la seccién.
Para ello serd 1til tener en mente una conocida R ® ¢ R°P - resolucién proyectiva de R. En la

siguiente observacién recordamos tal resolucién y fijamos algunas notaciones necesarias.

Observacién 4.4. Si R = K[z] / < 2 > entonces la siguiente es una R ® g R°P - resolucién

proyectiva de R (cf. [W], pag. 304):
(%) ...iR@}{ROP—>...-ﬂ>R®KR°”—d—°—>R®I(R°pﬂ>R—>O

donde m(r' @ r°) =r'.r, V' @ r° € R®k RP y dyj, daj+1 son los morfismos multiplicacién por
i—1
l®ez—z®1)y Z(mi_k_l ® x*) respectivamente, para todo j > 0. Observemos que (%) es

k=0
también una sucesién exacta de K - espacios vectoriales.

En adelante notaremos

J=kerm=Imdy=(R®x R?) 1@z —-2z2®1)
i1

J'=Imd = (R®x R7)[) (="' @a2")]
k=0

Entonces )
dimgJ = dimg (R K ROp) —dimg R =1 —1
dimKJ' = d7mKR =1
Estas ultimas igualdades siguen inmediatamente de las sucesiones exactas cortas de K - espacios

vectoriales:
inc

0-J L5 R RP - R—0

([0

0—J 2% Rey R % J —0
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Luego si B es una extensién local satisfaciendo i) y ii), tomando p = (e®@ a — a ® )ypu=

i—1

Z(a"““l ® o) en el Corolario 4.3 se tiene que :

k=0
dimg (B®k RP) (e®@a—a®1) = [#(S)+ 1] dimgJ = [#(S)+1] (& —1)
dimg (B ®x R°P) [Zz_:(ai"’”'—:‘@a'“)] = [#(S) + 1] dimgJ = [#(S)+1]4
k=0
a

Estamos en condiciones ahora de probar el teorema que da una B®y R°P - resolucion proyectiva

de R cuando B es una extensién local que satisface las condiciones i) y ii) del comienzo de la seccion.

Teorema 4.5. Sea B una extension local de una K - algebra A por un A — R - bimédulo M
satisfaciendo las hipdtesis i) y ii) del principio de la seccién . Entonces la siguiente es una B® g R°P

- resolucion proyectiva de R:

m(w®1)

(li d'_z d] d
.-—)P(€®l)——*..."‘"‘)P(e®1)—>P(e®1)HP—O>P(e®1) R—0

donde P = HP(e(ﬂj)®1)7 m: P. — R es el epimorfismo (:;L 8) — r de la Observacién 3.2.,

=1
T®1:P.®R?P =P,y — ROR?, m: ROy R” — Resla multiplicacién v’ @ r° — r'r,
d=(e®a—-a®l) (/1) ... (Ba®l))con(e®a—a®l): Peg1) — Ples) y(B;®1):
Pe(8,)81) — Plew1) los morfismos dados por multiplicar a derecha por (e®@ a—a®1) y (8;®1)
i—1
imk—1 o k il
respectivamente; d; = Z(a ®a’) con (a’_k—] ®a’): Pleg1) — Pleg1) €l morfismo
k=0 0 =0
i—1 4
multiplicacién a derecha por Z(ai_k_1 @af)yparaj>1, dyj=(e®a—a®l),
k=0
i-1
(in_H — Z(az—k—l ® ak).
k=0

Demostracién. Como es usual, notaremos 2 (R) = ker m(r @ 1) y Qiyo(R) = ker d;, Vi > 0.
Claramente m(m ® 1) es un epimorfismo. Probemos ahora que Im dp = Q,(R). .
Recordemos que dada un 4lgebra A = K@Q/I y un clemento idempotente ¢; de A, TEH esel A

- médulo generado por todos los caminos en Q de i en j con j # i. Teniendo en cuenta este hecho

es facil ver que (15 Fe) ® RP = TEm (Peg1)-
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Del hecho que dy(P) C Than (Peg1) = (15 Pe) ® R? y que ker w = 735 P, o M resulta que
Sea x € P.g1. Entonces z tiene una expresién de la forma

i—1

2= Z Ak (of ® o) 4 &
4,k=0
con é§' € T (Peg1). Luego
i-1 .
do(z) = Z Ak (@@ ®cF) (e®@a~a®l)+4,
7,k=0

con § € Thm (Peg1) y de aqui

i--1
m(r @ 1)do(x) = Z A (@@ @aF)ymr@)(e®a—a®1)=0
3,k=0

Tenemos entonces que I'm dy C Q;(R). Veamos que dimng Im dy = dimy Q4 (R).

Sea d = dimgImdyy d = dimg Q1(R). Como el ideal I de las relaciones de B estd generado
por relaciones que no involucran a las flechas 3y, ..., 3, resulta que dy|p es un monomorfismo y
que Imdy = (B® RP)(e®@ a—~a®1) [] do(P), con do(P) =~ P.

Por la misma razén se tiene que
n
#(8) = Z dimKPe(ﬂj)
=1

donde S es el conjunto definido anteriormente.

Luego

#(S)i = ZdiTnKPe(ﬁj).i = Zd'l:mK Pc(ﬂ,-)@l = dimgP

Jj=1 J=1
Teniendo en cuenta la Observacién 4.4 resulta entonces que
d = dimgImdy = dimg (B®R™")(e®a—-a®l) + dimgP =

= [#S)+1] (@ —i) + #(S)i = [#(S)+ 1] —i

Calculemos d' = dimyg €, (R). De la sucesién exacta

O—’Ql(R)—>PQ®1——+R——>0
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y el Corolario 4.3 se tiene que
d' = dimg Pog1 — dimg R = [#(S) +1)i* —i=d

como queriamos demostrar.

i—1
Veamos ahora que 22(R) = (B ® R°P) (E:(o/‘—k"1 ® o). Bs claro que (R) = ker do 2
i1 SRR .
(B ® R°P) (Z(a’"’“_] ® o) pues (c@ ¥ — @ 1).(24(&""’“’ ® «*) = 0.
k=1 k=1

Por otro lado, de la sucesién exacta
OHQQ(R) —"Pe®1HP_’Pe®1 — R —0

resulta que

dimy QQ(R) = dimg Peg1 + dimgP — dimg Peg1 + dimgR =

i1
= dimgP + dimgR = [#(S)+1]i = dimg (BOR?)[D (¢ F 1 ®@a")]
k=1
i1
Hemos probado entonces que 2(R) = (B ® R°P) (>:(oﬂ'_k"1 ® o). El resto del teorema sigue
k=
' -1
del hecho que Qgp41(R) = (BORP)(e®@a—a®1) y Qok(R) = (BOR?) | Z(a’_’“‘le@ak) L, Vk>
k=1

1.0

Damos a continuacién un lema necesario para la demostracién del teorema principal.

Lema 4.6. Sea B una extensién local de A por M y sea X un (B ®k R°P) - médulo. Entonces
Sie1 es factor de composicién de (g ror)X SI Y sélo si Sf es factor de composicion de pX,

cualquiera sea el elemento idempotente f de B.

Demostracion. Supongamos que Syg1 es factor de composicién de g Xr. Entonces existe un
(B ® R°P) - morfismo no nulo 6 : Prg1 = Py ®x R? — X.
La estructura de B - médulo de Pjg,; es la inducida por el homomorfismo de anillos
é: B — BRy R, ¢(b) = b®1. Esto es, b.x = ¢(b).x = (b®1).w. Luego pu: Py — Pr®xk RoP =
Pjg1 definido por u(z) = ®1 es un B - morfismo y (9p)(f) = A(f®1) # 0. De aqui, Sy es factor

de composiciéon de g X.
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Reciprocamente supongamos que Sy es factor de composicién de g X . Entonces existe un B -
morfismo no nulo x: P — X el cual induce un B ® ¢ R°P - morfisimo no nulo
p®1: Pr®RP = Prg; — X @k RP.

Por otro lado, 8 : X @ R°? — pXpg, 0(z ®1°) = zr es un (B ®x R°P) - morfismo y es ficil

ver que la composicién 8(u ® 1) es no nula, lo cual termina la demostracién del lema. O

Estamos en condiciones ahora de probar que con las hipétesis del Teorema 4.3., los grupos
E.z:t’é‘gk ror (R, M) son nulos para todo j > 2.
Lema 4.7. Sean By P = HP(e(ﬁj)@,l) como en el Teorema.4.3. Entonces
=1
T

Exthg, por(R, M) = Hom(gg, gery(P, M) = [ [ e(8;)M

J=1
Bathe, poo(RB,M) =0, V5 >2
En particular, dimy Extpg, po»(R, M) =n.dimgR.

Demostracion. Aplicando el funtor Hompg, rer (., M) a la resolucién del Teorema 4.3. obtenemos

el complejo:

0 —>HOmB®KRop(R, ]\4) — H0m3®KRop(Pe®1,M) -— HOmB®KRop(Pe®1 HP, M) N
—Hompgy per (Peg1, M) — ... — Hompg por (Peg1, M) — ...

Como gM = TE P., S. no es factor de composicién de M y de acuerdo al Lema anterior, Seg) no es
factor de composicién de (pg, rery M. Luego Hom g, ror)(R, M) = Hom gg , ger)(Peg1, M) =0
pues Seg1 = t0p (B kov) Pew1 = t0P (Bg, Rov) R.

De aqui resulta entonces que Extpg pop(R, M) = Hom(pg, rev)(P, M)y Emt'fB@KRo,, (R,M) =
0, ¥ j > 2. Claramente,

n

Hompg . rery(P, M) = [ [ Hom (e« rer) (P ey, M) = [ [ (e(8) ® )M = [e(8;)M

=1 i=1 =1

Estamos en condiciones ahora de probar el resultado principal de esta seccién.
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Teorema 4.8. Sea B es una extensién local de una K - dlgebra A por un A — R - bimédulo M.
Si B satisface las condiciones i) y ii) de arriba entonces existe una sucesion exacta de K - espacios

vectoriales de la forma:

0 — HO(B) — HO(A) 2% Exthe, pon(R, P.) — H'(B) — H'(A) — H*(R)
— ... — Hi(R) < H¥(B) — HI(A) — H'*'(R) — ...
donde Ao y los morfisinos Hi(B) — HJ(A) son los que aparecen en la sucesion exacta del Teorema
3.10. Ademds, dimg Exthg ges(R,Pe) =1+ (n—1) simgR.

Demostracidn. De acuerdo al Teorema 3.10 y teniendo en cuenta que con nuestras hipdtesis

Ann (Mg) = 0, tenemos la siguiente sucesion exacta de I - espacios vectoriales:

0 — HO(B) — H(A) 2% Eathg, gos(R, P.) — H'(B) — H'(4) —

— E-'Ift23®KRop(R,Pe) _— .., — H'L(B) N Hl(A) — Emté;—é“Rop(R, Pe) — ...

De la sucesién exacta del Teorema 3.14 y el Lema 4.7. resulta que Emtﬁ;}\, rov (R, Pe) ~ HITY(R)
para todo j > 1, lo cual prueba la primera parte del teorema. Los resultados mencionados prueban

ademas que la siguiente es una sucesién exacta de K - espacios vectoriales:
0— HO(R) — Emthg, por(R, M) — Exthg, gor(R, Pe) — H'(R) —0

y que dimk Exthg, por (R, M) = n dimk R. Luego

dimy Exthe, pes(R, Pe) = dimg Extig, poe(R, M) — dimg HO(R) + dimy H'(R) =
= ndimgR—dimgR+1 = 1+ (n—1)dimgR

O

Corolario 4.9. Sea B es una extensién local de A por M satisfaciendo las condiciones i) y ii) del

comienzo de la seccién. Si H7(A) = 0 para todo j > 1 entounces

sij=1

) K[dimKZ(B)—dimKZ(A)+ [1+(n—1) dimg R ]
HI(B) ~ _
® = { picay - vji>2
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Demostracion. Como vimos en la seccién 3, antes del ejemplo 3.15, H/(R) = K, V j > 2. Usando
este hecho y el Teorema 4.8, resulta que si H7(A) = 0 para todo j > 1 entonces H(B) ~ H/(R) =

K para todo j > 2 y tenemos ademés una sucesién exacta de K - espacios vectoriales de la forma:
0— H°(B) — H°(A) 2% Exthy pos(R, P.) — H'(B) — 0

Luego, como H°(B) = Z(B), H°(A) = Z(A) y dimk Exthg pop(R,Pe) = [1 +(n—1) dimgR)
(por el Teorema 4.8), resulta que:
dimgHY(B) = dimiZ(B) — dimgZ(A) + dimg Extgg per(R, Pe) =

= dimgZ(B) — dimgZ(A) + [1 +(n—1)dimgR)]
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