CAPITULO |
PRELIMINARES

1. ALGEBRAS DE ARTIN

En estas notas todas las algebras son algebras de artin, a menos que se indique lo
contrario. Recordamos que un algebra se dieeartin si es finitamente generada como
modulo sobre su centro, y éste es un anillo artiniano. Para las nociones basicas sobre anillos
y modulos, o algebra homolbgica, remitimos al lector a [AF, Ro, A].

Nos interesa aqui el estudio de la teoria de representaciones de un algebraAleeartin
decir, la categoria moildeA—modulos a derecha finitamente generados. Para ello, podemos
suponer sin pérdida de generalidad @ues conexa (es decir, indescomponible como anillo).

Designaremos imMa una subcategoria plena de ndotliyos objetos forman un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfisdemédulos indescomponibles.

Por el teorema de descomposion Gnica de Krull-Schmidt, fodmoddulo a derecha fini-
tamente generado se escribe como suma directa de un numero fiditenagdulos indes-
componibles, y esta descomposicion es Unica a menos de isomorfismo. En virtud de este
resultado, la categoria ingdega un papel esencial en el estudio de Aod

Sea?% una subcategoria aditiva de mdEscribiremodM € ¢ para expresar qué es
un objeto de#’, y notaremos in&’ la subcategoria plena de ind@ye tiene por objetos un
conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de objetosSdM
es unA—modulo, notaremos aditl la subcategoria aditiva de madormada por las sumas
directas de sumandos directosMey escribiremos inbll en lugar de inddddM).

Por Gltimo, consideraremos léds-modulos a izquierda com&P—modulos (a derecha).

Una de las propiedades mas importantes de las algebras de artin es la existencia de una
dualidadD : modA — modA°P (ver [AuRS], seccion (I.3), p. 37). La utilizaremos de
manera esencial en lo que sigue.

Sea{ey, e, ...,en} un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivoa,de
arbitrario, pero fijo. A cadatal que 1<i < n, se asocia uA—modulo indescomponible
proyectivoR = gA 'y (en virtud de la dualidad) uA—modulo indescomponible inyectivo
li = D(Aq). Por otra parte, el cocienfg = P, /rad? es simple e isomorfo al z6calo dpde
li. De hecho, esta correspondencia eRted; es funtorial: Definimos dlintor de Nakayama

v = DHoma(—,A) : modA — modA.
Observamos que hay un isomorfismo de funtorés— @a DA.

Lema 1.1. El funtor de Nakayama induce una equivalencia entre las subcdtsydemodA
formadas respectivamente por los proyectivos y los inyectivos, tal@ie= |;, para cada
i.

Demostraddn. Seav’ = Homa(DA, —) : modA — modA. Entonces se tienen los siguientes
isomorfismos funtoriales:

v(R) =DHoma(gAA) =2 D(Ag) = |j;

V/(Ij) = Homa(DA,D(Ag)) = Homaor(Ag,A) = g A= P, 0
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Lema 1.2. Para todo A-mbdulo M y todo i tal quel <i < n, se tiene que HoxiR,M) =
DHoma (M, ;).

Demostracdn. DHoma (M, ;) = DHoma(M,D(Ag)) = DHomaer(Ag,DM)
>~ D(gDM) = (D°M)g = Mg =2 Homa(6A, M) = Homp(R, M).

|

SeaP la suma directa de los proyectivos deAny seaB = EndPa. Del teorema clasico
de Morita resulta que las categorias M\odmodB son equivalentes, y que dBs-modulos
proyectivos indes-componibles correspondientes a dosgdeentes ortogonales primitivos
distintos no son isomorfos (es dedres un algebraasica. Por lo tanto, podemos suponer
de partida, sin pérdida de genera-lidad, dues basica. Salvo mencion explicita de lo
contrario, supondremos que todas nuestras algebras sexasy basicas.

Ahora definimos el grupo de Grothendieck del algebr&ea.# el grupo abeliano libre
generado por las clases de isomorfiskhale losA—modulos finitamente generaddg y
Z' el subgrupo generado por todas las expresianesl — M, tales que

O—-L—-M—=N-=0

es una sucesion exacta en rdodEntonces efrupo de Grothendieck ¢g{A) de A es por
definicion el grupo cocient& /.’ .

NotamosM] la imagen déVl enKq(A).

Sea{S,S,...,S} el subconjunto de ind de los modulos simples. Resulta inmediata-
mente del teorema de Jordan -Holder que para FadanodA el numeram; (M) de factores
de composicion d& isomorfos aS depende sb6lo dM y de S (y no de la serie de com-
posicion davl). Llamamosvector dimengindeM al vector

dim(M) = [my (M), mp(M), ..., mn(M)] ez

Esto permite definir, para cadaaplicacionesm : % — Z y dim: . 7% — Z", poniendo
m (M) = m (M), dim(M) = dim(M),

Lema 1.3. Las aplicaciones fry dim inducen homomorfismos de grupos

m:Ko(A) —Z y dim:Kgy(A) — Z".

Demostracbn. Basta probar que, si &L — M — N — 0 es una sucesion exacta corta,
entonces para cadae tiene quen (M) = my(L) +m(N).

Podemos suponer queC My N=M/L. Si0O=Lo S L1 & ... & Ls =L es una serie
de composicion d&, y 0= MO/L SM/LG ...SM/L=M/L= N una deN, se ve de
inmediato que G=Lo & L1 & C7iLs =L= Mo C M1 G ... & Mt =M es una serie de
composicion déV. De aqui se deduce la |gualdad deseada O

Teorema 1.4.El grupo Ky(A) es abeliano libre con basgs, |, [S], ..., [Sh]} Y la aplicacbn
dim: Ko(A) — Z" es un isomorfismo de grupos.
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Demostraddbn. Resulta de la existencia de series de composicion dé-tosodulos y de la
definicion deKg(A) que, para todd—moduloM, tenemos:

M) = _im(M) ).

Por lo tanto el conjuntd[S|, [S], ..., [Sh]} gener&Ko(A). En virtud de(1.3), la aplicacion
dim: Ko(A) — Z" es un homomorfismo de grupos. Como el conjui&| , [S], ..., [S]} se
aplica biyectivamente sobre la base canonic@'tlees linealmente independiente y, luego,
una base. Por lo tanto difdpg(A) — Z" es un isomorfismo. O

Corolario 1.5. Sea A uralgebra de dimenén finita sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do k. Entonces, para todo i y todo-Anddulo M, se tiene que:

mi(M) = dimgHoma(R, A).

Demostradbn. Sabemos quey, define un homomorfismi§y(A) — Z tal que

L JO sii#]
m(S) = {1 sii= .
Por otra parte, digHoma(R, —) también define un homomorfisnk@(A) — Z, ya que si
0— L — M — N — 0 es una sucesion exacta, entonces

0 — Homa(R,L) — Homa(R,M) — Homa(R,N) — O

también lo es.
Comok es algebraicamente cerrado, el anillo de endomorfismosd#emadulo simple
tiene dimension 1, y se tiene que

_ 0 sii#]|
d|mkH0mA(F’|,Sj):{1 siifjj.

Como ambos homomorfismos coinciden en la Hgg] }7_;, son iguales. O

Los carcajes ligados forman una fuente inagotable de epanplUncarcaj Q es una
cuadrupla ordenad@ = (Qo, Q1,s,t) formada por dos conjunto®p (el conjunto dguntog
y Q1 (el conjunto deflecha3; y dos aplicaciones,t : Q1 — Qp que asocian a cada flecha
a € Qq suinicio s(a) y sufint(a). De esta manera, un carcaj se puede considerar un grafo
orientado (que puede tener lazos y flechas multiples).

SeanQ un carcaj finito yx,y € Qo. Un caminode longitudl dex ay es una sucesion
de flechasoias...q tales quex = s(a1), y=t(ay), y t(ai) = s(a;+1) para todoi tal que
1 <i <. Ademas asociamos a cada purte Qg un camino de longitud nulg, llamado el
camino estacionarienx. Seak un cuerpo. Ehlgebra de caminos k@e Q es lak—algebra
con base formada por los caminos @€incluidos los caminos estacionarios), dotada del
producto dado por la composicion de caminos:
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_ Joiaz..a BlBZ Bm st t(a) =s(Br)
(0102...01)(B1B2---Bm) = { si t(ay) £ S(B)
y prolongado por distributividad y asociatlwdad teniermaiocuenta que, siey son puntos
y a es una flecha, entonces

_ Ja sis(a)=x _ Ja sit(a)=x _ [& six=y
sxa_{o sis(a) #x asx_{o sit(a) #Xx y EXSV_{O SIX#Y.

Unarelacion sobreQ, dex ay, es un elemento deQ de la formap = Z Aiwy donde, para

cadai, Aj es un escalar no nuloog es un camino de longitud mayor o |gual que dox dg.
Un conjunto de relaciones sol® genera un idedldekQ. Este ideal se diceadmisiblesi
existe un enter@ tal que todo camino d@ de longitud mayor o igual quepertenece & Si
| es admisible, entonces es facil de probar que el algeliantekQ/1 es dek—dimension
finita.

Reciprocamente, #i es un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algetmaiate
cerradok, entonces existen un carcaj conexo, fiftg un ideal admisiblé dekQtales que
A=KkQ/I (ver [AuURS] (111.1.10) p. 66 6 [ASS] (11 3.7) p. 64). En estas, las clases modulo
| de los caminos estacionariag,= &+ |, forman un conjunto completo de idempotentes
ortogonales primitivos dA (en particular, estan en correspondencia biyectiva coplmtos
deQ). A cadax € Qg corresponde también uk-modulo proyectivo indescomponibig =
eA. Las clases modulb de los caminos d€ que comienzan er forman una base de
P considerado comk-espacio vectorial. Dualmente, asociade nemos eA—modulo
inyectivoly = D(Ae&), y la base dual de las clases modulie los caminos que terminan en
X.

Ejemplo 1.6. SeaA dada por el carca)p

ligado por la relaciom = a3 — yd (es decirA es el cociente del algebra de caminosge
por el ideal generado pqr). Escribimos brevement = y9, y la llamamos unaelacion
de conmutatividadNotamod = (p). Aqui el proyectivo indescomponibR tiene por base
{e1}, y es simplef{ex, 3+ 1} es una base d&, y el proyectivoP, tiene por basdes, o +

l,y+1,aB+1=yd+1}. Suele ser mas (til representar los modulos por sus sueesite
Loewy (ver [AURS] p.12 6 [ASS] p. 160):

4
Pi=1 P =12, P3—1,P4—213
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Analogamente,
4
l1 = 2.3, lo=1%3,13=3%, la=4.

2. MORFISMOS IRREDUCIBLES Y SUCESIONES QUE CASI SE PARTEN

Nuestra herramienta principal en estas notas es la teerfudlander-Reiten. A con-
tinuacion resumimos sus principales resultados. Paraxpasicion detallada, remitimos al
lector a[AuRS] o, para el caso de algebras sobre cuerpebraligamente cerrados, a [ASS].
En toda esta seccibn, suponemos 4ues un algebra de artin basica y conexa.

Definiciones.(a) Seaf : L — M un morfismo deA—modulos. Entonces se diceminimal a
izquierdasihf = f implica queh es un automorfismo; se dice qlieasi se parte a izquierda
si no es una seccion y, para togdoL — U que no es una seccion, existe M — U tal que
u'f = u. Por Gltimo, se dice qué es un morfismaninimal que casi se parte a izquierda
es minimal a izquierda y casi se parte a izquierda.

(b) Seag: M — N un morfismo deA—maédulos. Entonceg se dicemini-
mal a derechasi gk = g implica quek es un automorfismo; se dice qgecasi se parte
a derechasi no es una retraccion y, para todoV — N que no es una retraccion, existe
vV :V — M tal quegV = v. Por (ltimo,g se diceminimal que casi se parte a derechiaes
minimal a derecha y casi se parte a derecha.

Es claro que cada nocion “a derecha” es dual de la correggurdhocion “a izquierda”.
A modo de ejemplo, enunciamos el siguiente lema, cuya $emgmostracion dejamos a
cargo del lector.

Lema 2.1. (a) Sea P un A-mbdulo indescomponible proyectivo. EntoncesLf— P es
minimal que casi se parte a derecha sigfessi f es un monomorfismo con imageaiP.

(b) Sea | un A-moddulo indescomponible inyectivo. Entonceslig— N es
minimal que casi se parte a izquierda siglssi g es un epimorfismo comicieosod. [

Definicion. Un morfismo deA—modulosf : M — N se diceirreduciblesi no es una seccion
ni una retraccion y, para toda factorizaciba- f1fy, conf;: X - Ny f,: M — X, se tiene
gue f1 es una retraccion & es una seccion.

Es evidente que esta definicion es autodual. Notemos qeentodfismo irreducible es
un monomorfismo o un epimorfismo: En efecto, $ea jp la factorizacion canonica del
morfismo irreduciblef a través de su imagen. $ino es un monomorfismo, entoncps
tampoco lo es. Por tantpes a la vez un monomorfismo y una retraccion. De aqui sigue
guej es un isomorfismo. Luegbes un epimorfismo, como queriamos. Este hecho (con el
lema de Fitting) implica que, para todo médulo indesconifgerM, no existen morfismos
irreducibles deM enM.

El lector puede ver una demostracion del siguiente teomgmaelaciona los morfismos
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irreducibles y los morfismos minimales que casi se partergaierda (0 a derecha) en
[AURS] (V.5.3) p. 167 6 [ASS] (IV, 1.10) p. 103.

Teorema 2.2.(a) Sea L un radulo indescomponible. Un morfismo lf — M es irreducible
siy Dlo si M # 0y existe un morfismo’ f L — M’ tal que [ff,] :L—M&M es minimal
gue casi se parte a izquierda.

(b) Sea N un radulo indescomponible. Un morfismo §l — N es irre-
ducible siy $lo si M+ 0y existe un morfismd gM’ — N tal que[g d] :M@M’ — N es
minimal que casi se parte a derecha. O

Luego, siP es indescomponible proyectivo, un morfismo no nifloL” — P es irreducible
si, y solo si, existd” tal quel’ ¢ L” = radP y f’ es la composicion de las inclusiones
L’ —radP — P. Dualmente, si es indescomponible inyectivo, un morfismo no ngllol —

N’ es irreducible si, y solo si, exisi¢’ tal queN’&N"” = / sod y ¢ es la composicion de
las proyeccioneb— | / sod — N'. Esto sigue directamente de (2.1) y (2.2).

Definicion. Una sucesion exacta corta e modulos

0O-L-MEN-=DO

se diceque casi se partsi f es minimal que casi se parte a izquierdg s minimal que
casi se parte a derecha.

Resulta directamente de la definicion que una sucesiortagiese parte no se parte. El
teorema siguiente (cuya demostracion se encuentra enJAQORL.4) p. 144y (V.5.3) p.
167 6 [ASS] (IV 1.13) p.105) resume las propiedades y cargetciones de las sucesiones
que casi se parten.

Teorema 2.3.Sea0 — L iR M 2 N — 0 una sucesin exacta corta. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) La suceddn casi se parte.

(b) L es indescomponible y g es un morfismo que casi se parte ehderec

(c) N es indescomponible y f es un morfismo que casi se parte @idgui

(d) f es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.

(e) g es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.

() L,N son indescomponibles ydg son irreducibles.

Adenas, si estas condiciones se verifican, la sumesish urivocamente determinada por
N (o por L) salvo isomorfismo. O

Para probar la existencia de sucesiones que casi se pateansderan las categorias
proyectivamente e inyectivamente estables. $&§MN dosA—modulos. Definimos? (M, N)
(e 7 (M,N)) como el conjunto de morfismos #&enN que se factorizan padk—modulos
proyectivos (e inyectivos, respectivamente). Es fadbpr que(M,N) e _#(M,N) son
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subgrupos de Hog{M,N) y que, mas aln, estos subgrupos definen idedtes ¢ de
modA, respectivamente.

La categoia proyectivamente estabieodA = (modA)/ & admite por objetos todos los
A—modulos, y el conjunto de morfismos 8& a N en esta categoria es HQM,N) =
Homa(M,N)/Z?(M,N). De manera dual, lo&-modulos son también los objetos dekde-
goria inyectivamente establenodA = (modA)/_¢ , y el conjunto de morfismos d¢ aN
en esta categoria &ma(M,N) = Homa(M,N)/_# (M,N).

Consideremos ahora u-moduloM y una presentacion proyectiva minimal

PLL Ry M0

Se define laraspuesta TrMdeM como el conlcleo de Hogif,A) :
Homa(f,A)
0 — Homa(M,A) — Homa(Po,A) —" " Homp(P1,A) — TrM — 0.
Usando que un morfismb: M — N puede levantarse a un morfismo entre presentaciones
proyectivas dévl y N, puede definirse un morfismo, la traspuestd dge TrM enTrN. Si
bien no es Unico se puede probar que esta operacion inddigetor (de hecho una dualidad)
Tr: modA — modA°P (ver [AuRS] (1V.1.6) p. 104).

Esto nos permite definir las composiciorres DTr y 171 =TrD, llamadas lasrasla-

ciones de Auslander-ReiteAsi, T es una equivalencia de mad@nmodA, de inversa 1 :
modA — modA (ver [AURS] (IV.1.9) p. 106 6 [ASS] (IV 2.3) p. 112).

Recordemos que = DHoma(—,A) y v/ =Homa(DA, —) son los funtores considerados
en la seccion 1.

Lema 2.4.(a) SiR — Py — M — 0 es una presentagn proyectiva minimal, se tiene una
sucesbn exacta

0— ™™ — vP, 2L vRy — VM — 0.

(b) SI0— N — 19 2 1lesuna copresentamn inyectiva minimal, se tiene una
sucesbn exacta )
0—-VIN—-VP A VP — TIN— 0.

Demostraddbn. Basta probar (a), ya que (b) es dual. La sucesion requersdéta de aplicar
la dualidadD a la sucesion exacta

0 — Homa(M, A) — Homa(Po, A) "8 Homa (P, A) — TrM — 0.

O

En lo que sigue, dd designara la dimension proyectiva deimoéduloM, diM su di-
mension inyectiva, y dim.gh la dimension global del algebra

Corolario 2.5. Sea M un A-modulo.
(@) dgM < 1 siy Dlo siHoma (DA, TM) = 0.
(b) diM < 1siy Dlo siHoma(T71M,A) = 0.
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Demostradbn. Basta probar (a), porque (b) es dual. En virtud de (2.4)3)(%e tiene un
diagrama conmutativo con filas exactas

0—Vv'tM —= V/VPL —= V'VR,

Py Py M 0

porquev’ = Homa (DA, —) es exacto a izquierda. LuegoMp< 1 siy so6lo siv'TM =0, que
es lo que queriamos. O

El siguiente teorema es esencial en la demostracion déskzegia de sucesiones que casi
se parten:

Teorema 2.6.(Las ormulas de Auslander-Reiten). Sean M y N desm&dulos. Existen
isomorfismos

Exti(M,N) =2 DHom, (1IN, M) = DHoma(N, T™M),
funtoriales en ambas variables.

Demostraddbn. Indicamos las etapas principales de la prueba, dejandetellel de los
calculos al lector. Necesitamos unas palabras de prepardgdados dog\—modulosX, Y,
consideremos el morfismo funtorial

dxy 1 Y @aHOMa (X, A) — Homa(X,Y)
definido pory® f — (x— yf(Xx)) (paraxe X,yeYy f:X — A). Esclaroque sk oY
es proyectivo, entoncefs y es un isomorfismo. Por otra parte, Colery = Homa(X,Y) :
En efecto, una cubierta proyecti®a— Y induce un diagrama conmutativo con filas exactas

P®@aHOmA(X,A) —— Y @a Homa (X, A) 0
¢X,Pl2 ¢X7Yl
Homa(X,P) Homa(X,Y) Hom,(X,Y) —=0

gue implica nuestra afirmacion.

Sean ahoraM,N dos A—modulos. Evidentemente basta probar el primer isomorfismo
del enunciado del teorema, y para ello podemos suponelaueetiene sumandos directos
inyectivos. Una presentacion proyectiva minimal

f f
PSR 1IN=O
induce, en virtud de (2.4), una sucesion exacta

0—N—vP 2vR 0 v IN) —o0.

De aqui se obtiene el complejo
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0 — Homa(M,N) — Homa(M, vP;) — Homa(M, vRy) — Homa(M, v(TIN)).
Por otro lado, la presentacion proyectiva minimal dada@eduna sucesion exacta
DHoma (P, M) — DHoma(Po,M) — DHoma (1IN, M) — 0.

Ahora, si componemos, para #amodulo X, el dual de¢y x con el isomorfismo de
adjuncion, obtenemos un morfismo

D ~
Ym x : DHoma (M, X) o D(X ®aHoma(M,A)) — Homa(X,vM) |
gue es un isomorfismo cuandoes proyectivo. De esta manera tenemos un diagrama con-
mutativo donde la fila superior es exacta y la fila inferior esomplejo:

DHoma(P1,M) —— DHoma(Py,M) — DHoma(1"N,M) —=0

wM,Pllm WM‘POL& wMJlNl

0 —= Homa(M,N) ——= Homa(M, vP;) ——= Homa(M, VPRy) ——= Homa(M, v(T~IN)).

ComovP; y VP, son inyectivos, deducimos que:

Exti(M,N) = Ker Homa(M, vfo) / Im Homa(M, v fy)
= Ker iy -1y
= Ker Doy -1y
= D Cokergy 15
=~ DHoma (TN, M)
en virtud del enunciado probado mas arriba. O

Corolario 2.7. (a) dgV < 1 implicaExtx(M,N) =2 D Homa(N, T™).
(b) diM < 1implica Exti(M,N) = DHoma (17N, M).

Demostradbn. Basta probar (a), ya que (b) es dual. SMdg 1, entonces, por (2.5),
Homa (DA, TM) = 0. Por consiguiente, ningun morfismo (no nulo)dex TM se factoriza
por inyectivos. Luego Hog(N, TM) = Homa(N, TM). O

SeaM un modulo indescomponible y no proyectivo. Empleandodawtilas de Auslander-
Reiten se puede probar que el bim()dulo};EEM,rM) tiene z6calo simple como E+
modulo y comoEndtM)°P-mbodulo. Ademas estos dos zocalos coinciden y cada eteme
no nulo del z6calo es una sucesion que casi se parte. Pdeanlastracion de estos resulta-
dos, que implican el siguiente teorema de existencia, i@wstal lector a [AURS] (V.2.1) p.
147, 6 [ASS] (IV. 3.1) p 120.
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Teorema 2.8.(a) Paratodo A-mbdulo indescomponible no proyectivo M, existe una sooesi
gue casi se parte
O—-—T™M—-E—-M-—0.

(b) Paratodo A-mbdulo indescomponible no inyectivo N, existe una sooesi
gue casi se parte
0-N—-F-1IIN=O

O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que,t@do modulo indescom-
ponibleM, existe un morfismo minimal que casi se parte a derdchia— M. En efecto,
si M es proyectivo, tomamos la inclusion Md— M, y si no lo es, existe una sucesion que
casi se parte

0—TM—L-M—0.

En particular,L = 0 si y sblo siM es simple proyectivo. Dualmente, para todo modulo
indescomponibl®, existe un morfismo minimal que casi se parte a izquigrdd — N, y
N = 0 si y sblo siM es simple inyectivo.

Corolario 2.9. (a) Sea M un A-mbdulo indescomponible no proyectivo. Existe un morfismo
irreducible f: X — M siy Dlo si existe un morfismo irreduciblé ftM — X.

(b) Sea N un A-mbddulo indescomponible no inyectivo. Existe un morfismo
irreducible g: N — Y siy $lo si existe un morfismo irreduciblé g — 17IN.

Demostradbn. Basta probar (a), porque (b) es dual. $eX — M un morfismo irreducible.
Por (2.2), existag : X’ — M tal que [f g} : X@® X’ — M es minimal que casi se parte a
derecha. Com& no es proyectivo, por (2.3) hay una sucesion que casi se part

f/
/ f
0— 1™ MX@X’LQ]MHO,

de la cual resulta el enunciado, usando nuevamente (2.2). O

Corolario 2.10. (a) Sea S un Amoddulo simple proyectivo y no inyectivo. Si $— M es
irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S un Amoddulo simple inyectivo y no proyectivo. Sil§j — S es
irreducible, entonces N es inyectivo.

Demostradbn. Basta probar (a), porque (b) es dual. Podemos suponévl gaseindescom-
ponible. SiM no es proyectivo, existe, en virtud de (2.9), un morfismalucbletM — S.
Pero esto contradice la hipotesis de §es simple proyectivo. O

Corolario 2.11. Sea M un A-mbdulo indescomponible no proyectivo tal gaedMa es un
anillo de divisbn. Entonces cualquier elemento no nuloE} (M, TM) es una suceén
gue casi se parte.
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Demostradbn. Por la formula de Auslander -Reiten sabemos que
Exti(M, TM) 22 DHom, (M, M) = DEndMa,

de donde ExXt(M,TM) es un espacio vectorial de dimension 1 sobre Egdde lo que
resulta lo enunciado. O

Ejemplo 2.12. Seak un cuerpo algebraicamente cerrada gl algebra dada por el card@j
a
lo=—=o02
ligado por la relaciora 3 = 0 (es decir, como hemos vista,es el cociente del algebra de

caminos de&Q por el ideal generado parf3). Procediendo como en (1.6), vemos que los
proyectivos e inyectivos indescomponibles son:

I
I
N
NS
I
NN

h=2 1,=R.

Construiremos la sucesion que casi se parte que terminaRard.ello, comencemos por

calculartl: Una resolucion proyectiva minimal
2
1 — % —1—0

induce, por aplicacion de, una sucesion exacta

2
O—>2—>1—>%
2

donde 2= 11 (esto se deduce de que qiiHDmA(g, 2) = 1). Como 1 es simple, Efitl) es

un anillo de division y (2.11) implica entonces que todaredato no nulo de Ejg(l, 2) =
Exti(1,71) es una sucesion que casi se parte. Un tal elemento es latsuces

0%2—>%—>1H0.

De igual manera, para calcular la sucesion que casi seqagtErmina en 2, consideramos
la resolucién proyectiva minimal
2
% —1—2—0.
2

De aqui deducimos, por aplicacion deuna sucesibn exacta

2

0—1—

porque ahora digHoma(2, g) = 1. Por lo tantor2 = 1. Nuevamente, basta calcular una

extensibn que no se parte, como la siguiente:

O—>l—>%—>2—>0.
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Es necesario alertar al lector: El calculo de una sucegi@casi se parte (y en particular
de su término medio) es en general muy dificil.

3. EL CARCAJ DE AUSLANDER-REITEN.

El carcaj de Auslander-Reiten permite presentar impaetenrfibrmacion contenida en las
sucesiones que casi se parten bajo forma de diagrama. Paiaekte carcaj, necesitamos
introducir la nocion deadical de una categoria de modulos.

SeaA un algebra de artin W1, N dosA—modulos. Se define radM,N) como el conjunto
de losf € Homa(M, N) tales que, para tod$ € indAy para todo par de morfismgs X —
M, h: N — X, la composiciorh fgno es un isomorfismo.

SiM y N son indescomponibles, esta definicion se simplifica.

Lema 3.1. Sean MN dos A-mobdulos indescomponibles. Entonaesh(M,N) = {f €
Homa(M,N) | f no es un isomorfisnjo

Demostraddn. Si f € Homa(M,N) es un isomorfismo, entoncés LYV e M
también lo es. Por consiguiente el miembro izquierdo@stéenido en el miembro derecho.
Reciprocamente, supongamos gueX — M, h: N — X son morfismos tales quefg=u
es unisomorfismo. En particuldres un epimorfismo g un monomorfismo. Por otra parte,
el morfismo compuesto

MmN x xS
es un endomorfismo dd. Entonces
(gu*hf)(gu *hf) = (gu ) (hfg)(u*hf) = (gu Hu(u*hf) = gu*hf

es un idempotente. Cond es indescomponible, esto implica qge thf =0 6 guthf =
idy. Perogu~thf = 0 implicahf = 0, lo que es imposible, porquefg es un isomorfismo.
Por lo tantogu™th f = idy. Analogamente se prueba que el endomorfimie th deN es
un idempotente no nulo, de donélgu—th = idy. Por lo tantof es inversible a izquierday a
derecha, o sea, es un isomorfismo. 0

Es facil probar que para cada par de modiob!, el conjunto rag(M, N) es un subgrupo
de Homy (M, N) y, mas alin, que estos subgrupos definen un idegid@dnodA (ver [AURS]
(V.7.1) p. 178).

Entonces podemos definir las potencias de este ideal de laranasual. En particular,
para dosA—modulosM, N, se define raf{M,N) = {f € Homa(M,N) | existenX € modA
y morfismosg € rada(M, X),h € rada(X,N) tales quef = hg}.

Ahora se puede probar que un morfisinoM — N entre modulos indescomponibles es
irreducible siy solo sif € rada(M,N)\ radk(M,N) (ver [AuRS] (V.7.3) p. 179 6 [ASS]
(IV.1.6) p. 100). Esta observacion lleva a considerar elartge

Irr(M,N) = rada(M, N) /rack (M, N).
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Es claro que IrfM,N) esta munido de una estructura de End (End\)°P—bimodulo.
Pero nosotros queremos mas. Supongamod/ieson indescomponibles y pongamos:

Km = EndM /rad EndM, Ky = EndN /rad EndN.

Como EndM y EndN son anillos localeKy y Ky son anillos de division. Por otro lado, el
radical del anillo End coincide con rag(M, M), de donde

rad EndN. rada(M,N) C rack (M, N), rada(M,N). rad Endv C radi (M, N).

Luego Ir(M,N) esta dotado de una estructurakig — K{P—bimodulo, y lo llamamos
bimbdulo de los morfismos irreducibles

Ahora podemos definir el carcaj de Auslander-ReiteAde

Definicion. SeaA un algebra de artin. Etarcaj de Auslander-Reiteli(modA) de A se
define como sigue:

(a) Los puntos d& (modA) son los objetos de ird

(b) Hay una (y sé6lo una) flechsl — N si y solo si existe un morfismo irreducible de
M a N. Esta flecha esta munida de un par de entéag), llamado swaluacbn, donde
a = dimg,,Irr(M,N) y b = dimg,Irr(M,N).

Observaciones 3.2.(a) Supongamos quid en indA no es proyectivo, y quéa,b) es la
valuacion de la flechtd — N. Por (2.9), existe una flecheN — M. Se prueba que esta
flecha tiene valuaciofb,a) (ver [AuRS] (VII.1.5) p. 231).

(b) Como no existen morfismos irreducibles de un indescoibjEoan si mismo,
el carcaj de Auslander-Reiten no tiene lazos.

(c) Resulta de la definiciobn qug(modA) es un carcaj finito si y soélo si ird
tiene so6lo un numero finito de objetos, es decir, si y sbéb glgebraA es de representacion
finita.

(d) Describimos ahora la estructura local del carcaj de @#g#r-Reiten. Sea
M un A—mobdulo indescomponible no proyectivo. Entonces existesutesion que casi se
parte

0—T™M— &E™ - M0,
i=1
donde losE; son indescomponibles Bt 22 Ej sii # j. Tenemos una “malla”

E1
W : (ag,by)

™ M

m En (an,bn)

y el carcaj de Auslander-Reiten es la union de estas maliat implica que cada com-
ponente conexa del carcaj de Auslander-Reiten es finita cerabte. Generalmente, un
carcaj de Auslander-Reiten admite infinitas componentes)as. Por otra parte, si una
componente conexXadel (modA) es finita, entonceB = I'(modA) y en particularA es de

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



14

representacion finita. Este enunciado es conocido bajorebre de teorema de Auslander
(ver [AuURS] (VI1.2.1) p. 233 6 [ASS] (IV.5.4) p. 141).

Ahora analizamos la definicion precedente en el siguieade particular de gran impor-
tancia. SeaA un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algebranscerradd.
Entonces, para todd—modulo indescomponiblel, tenemos que

Km = EndM /rad EndM) = k.

Asi, para toda flecht! — N del (modA) de valuaciona,b), los enteros y b representan
ambos la dimension déd—espacio vectorial IfM,N). Por lo tanto, la informacion dada
sobre Ir{M,N) por medio de un sola flecha munida de una valua¢&®a), puede darse
también por medio daflechas, todas d&d aN y tenemos, en este caso particular, la siguien-
te definicion.

Definicion. SeaA un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algebrantarcerrado
k. El carcaj de Auslander-Reitdn(modA) de A se define como sigue:

(a) Los puntos d€ (modA) son los objetos de ind

(b) Las flechad/m — N estan en correspondencia biyectiva con los vectores die-tivase
de Ir(M,N).

Sigue de (3.2) (a) mas arriba queé\sho es proyectivo y hag flechas deM aN, entonces
también hayn flechas daN aM.

Como en la mayoria de los ejemplos que veremos las algedmade representacion finita,
el siguiente resultado nos sera (til. La prueba que damdisse debe a Bongartz.

Proposicion 3.3. Sea A unalgebra de dimenén finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Si A es de representawifinita, entonces (modA) no tiene flechas aitiples.

Demostradchn. Supongamos que existdh N € indA tales que dirglrr(M,N) > 2. Como
todo morfismo irreducible es un monomorfismo o un epimorfigpealemos suponer que
dimgM > dimgN. En particularN no es proyectivo y existe una sucesion que casi se parte
de la forma

0—1N—M?®E —>N-—D0.
Luego dimk TN = 2dimgM + dimgE — dimgN > dimyM > dimgN. Por otro lado, en vir-
tud de la observacion de mas arriba, dim(tN,M) = dimglrr(M,N) > 2. Entonces, por
recurrencia, digN < dimg TN < dim 7°N < ... y la componente conexa démodA) que
contiene a\ es infinita, lo que contradice la hipotesis. O

De manera equivalente, (3.3) dice quéisierifica la hipbtesis del enunciado, entonces
cada flecha d€(modA) tiene valuacior(1,1).

La razon por la cual el carcaj de Auslander-Reiten es thesijue puede ser considera-
do como una primera aproximacion de la categoria de nosduEn efecto, definimos por
recurrencia el ideal

_ -1
rady =rady . rada
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de modh, para cada > 1. Entonces, parA - modulosM y N,

radi (M, N) {ZglfI g crady 1 (X, N), fi €rada(M,X),% € mdA}

Definimos elradical infinitorady de modA como el ideal

rady = | radj .

n>1

Tenemos el teorema siguiente (ver [AURS] (V.7) p.178 6 [AB$5.6) p. 143).

Teorema 3.4.Sea f: M — N un morfismo. Siady (M,N) = 0, entonces f es suma de
composiciones de morfismos irreducibles.

En particular, se puede probar que un algebres de representacion finita si y solo si
rad; = 0. En este caso, cada morfismo es suma de composiciones denosrfireducibles
(entonces, se puede describir a partir del carcaj de Austdreliten).

En general, el carcaj de Auslander-Reiten de un algebitraaid A contiene esencial-
mente la informacion de la categoria cociente Ad@d, .

El lema siguiente sera empleado en el capitulo .

Lema 3.5.Sean A uralgebra de artiny MN dos A - nddulos indescomponibles tales que
rady (M,N) # 0. Entonces, para cada* 0, existen

(a) un camino
M=Mo—5 My — ..~ M,
de morfismos irreducibles entrebeiulos indescomponibles y un morfisme gady (Mi,N)
tales que gif....f1 #0,y

(b) un camino

NI N S Ng=N

de morfismos irreducibles entredeiulos indescomponibles y un morfisma fadz (M, N;)
tales que g.....gif #0.

Demostraadbn.
Basta probar (a), porque (b) es dual. Consideremos el marfisimmal que casi se parte

aizquierda

hy t

h=1] : [:M— _EBlEi

hy -
donde los modulog; son indescomponibles. Comfoes un algebra de artin, su centro
Z(A) es un anillo artiniano, por lo que B(A)- modulo finitamente generado Ha(k;, N) es
artiniano. Por lo tanto existg tal que raf (Ej, N rad;‘ (Ei,N) (ver [AuRS] (V.7.2)). Sea
m el maximo de losn y seaf € rady (M,N) un morflsmo no nulo Entonces, en particular,
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fe rad)\““(M,N), de dondef = ygifi: ficrady,(M,X), gi € rady (Xi,N), con losg; fi # 0

|
y X; en indA (ver [AuURS] (V.7.4)).
Como f1 no es un isomorfismo, existe

k=l - k] GE—X

t
tal quef; = kh= Y kihj. Comog; f1 # O, existei tal queg;kihj # 0, congiki : Ef — N en
i=1

|
rad"(Ej,N) = rad”(E;,N), y h; irreducible. El enunciado sigue por recurrencia. O

Ahora pasamos a la construccion del carcaj de AuslandigerRé&Ssto es, en general, muy
dificil, pues requiere informacion sobre todas las siotes que casi se parten de mod
Existe sin embargo una técnica de construccion llamadgetéfido” que consiste en utilizar
de manera sistematica ciertos hechos ya probados, a saber:

(1) Las fuentes d€(modA), esto es, los puntos que no son fin de ninguna flecha, son los
modulos simples proyectivos.

(2) Toda flecha que sale de un simple proyectivo llega a ungotox.

(3) Toda flecha que llega a un proyectivo, sale de un sumamecidide su radical.

(4) Si un modulo indescomponiblleno es inyectivo, y si conocemos el morfismo minimal
que casi se parte a izquierda L — M, entonces 1L = Coker f, y para cada indescom-
ponibleX, existe una flechX — 1~1L siy sblo si existe una flecHa— X.

También tenemos a nuestra disposicion los enunciaddsgdua

llustramos la técnica con ejemplos. La misma funciona @&téepcion con los carcajes de
Auslander-Reiten finitos y aciclicos.

Ejemplos 3.6. (a) SeaA el algebra de caminos del carcaj

1o
\ O =<—20O
/ 3 4
20
Los modulos indescomponibles proyectivos son

PL=1P=2P=1%yPi=3 .
Aqui A es hereditaria, por ser un algebra de caminos (ver [AuRISL.@) p. 54 6 [ASS]
(VII.1.7) p. 248). Por lo tanto el radical de cada moduloescbmponible proyectivo es
también proyectivo. En efecto, ré&d = P, & P, y rad P, = P;. Ahora se deduce de los pasos

(1) y (3) de arriba que hay un subcarcaj plend d@modA) de la forma
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wh

Como ya estan presentes todos los proyectivos, verenmos gtilizando la propiedad (2)
y aplicando sistematicamente la propiedad (4) podemgarla los inyectivos, con lo que
completaremos el carcaj de Auslander-Reiten. Asi, endide (2), el morfismo minimal
gue casi se parte a izquierda que sale de 1 es la inclusiérf; . Por lo tantogr 11 es el
condcleo en la sucesion que casi se parte

3 3
0—1—°%— 35 —0.
Analogamenter 12 es el conicleo en la sucesion que casi se parte
3 3
0—-2— o= 1 — 0.

Asi tenemos el subcarcaj d¢modA):

3

2
/4
%3

T

3
1 -

N
o

, 4 - , N
Veamos que el morfismg®, — 3 & 2@ 3 es minimal que casi se parte a izquierda.

4
- 3 3 3 ,3esi -
Es claro que cada uno de los tres morfismips— 3, 3, — S 12188 irreducible.

Supongamos qu¥ es indescomponible y qulé2 — X es irreducible. SK es proyectivo,
entoncesf2 es sumando directo de su radical (y por lo taxite 1‘31'2). Si X no es proyectivo,

entonces existe un morfismo irreducith — 3, (de dondeX =161X =2,y luegoX = 3
- N , . « -1

0X = % respectlvamt_apte). Esto muestra lo que queriamos. Poigcoerste, T 132 es el
condcleo en la sucesion exacta

4
3

O_>3_>3®
12 2 12

4
EB%H33HO.
12

Repitiendo varias veces el procedimiento anterior, olese
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3 33 3 4
12/12 /
4
2 .................................................... % ................................................... %

y aqui paramos, porque hemos llegado a los inyectivos codesonibles.
Al graficar, una convencion Gtil es ubicar los trasladatguslander-Reiten en la misma
linea horizontal. Hemos ilustrado esto con lineas puagécuando el dibujo lo permite).

(b) SeaA dada por el carcaj

ligado porafB =yd, aA =0y yu =0.
Los A—modulos indescomponibles proyectivos son:

6
PP=1P=2 P;=3 P,= 1427 P5:2537 P6:425-

Un carcaj ligado aciclico siempre admite al menos un nodirtple proyectivo (en
efecto, éstos corresponden a los pozos del carcaj, estoles,puntos que no son inicio
de ninguna flecha). En este ejemplo tenemos g y Ps. Por (2), toda flecha que sale
de un simple proyectivo llega a un proyectivo y, en virtud2Je €ste tltimo admite al simple
proyectivo como sumando de su radical. Esto nos da los madigmeducibles

PL— P4« P,— P55« P3.

Como ninguno de los modulos de arriba es inyectivo, aplasa). Asit—11 es el conlcleo
en la sucesion que casi se parte

OH1—>142—> ‘21' —0

y analogamente obtenemos'2y 1713 :
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R 14253
S
BT FZJ

Afirmamos que®, — 3 @ ;4% es minimal que casi se parte a izquierda: supongamos en
efecto que;*, — X es irreducible corX indescomponible. SX fuera proyectivo, entonces
1% serfa un sumando directo de ¥adPero esto es imposible, por lo tattmo es proyectivo
y existe un morfismo irreducibleX — 4, . Esto implica querX =1 6 TX = 2, y luego
X =% 06X = ,4%. Por consiguiente~1(%,) es el conlcleo en la sucesion exacta

4
Oﬁlzﬁ

N
o

4 45
D153~ 23

w9

Continuamos de esta manera, construyendo paso a paso lademmmhasta llegar a un in-
yectivo 0 a un sumando directo del radical de un proyectimon{gestro caso, éste debe ser
45 =radPs, que es indescomponible).

2/12\ 45 /23\ 45 /

Aqui, g’ y 1 son inyectivos, mientras qug® = rad. Luego tenemos un morfismo irre-
, 6 . : , :
ducible 4> — 45. Por otro lado, el mismo razonamiento de mas arriba muesiteael

, 6 - . N
morfismo 4,> — 425 @ 5d 4 es minimal que casi se parte a izquierda. Entonces podemos
calcular el condcleo y continuar hasta terminar en losdtiyes:
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S~ T 6
2/12\ 45 /23\45/465\ 6 /4\6

Como vemos, en tanto no haya inyectivos ni proyectivos emmmlirto, la construccion
se hace simplemente calculando los conicleos (o los ogicg uno empieza por los in-
yectivos). Sabemos que un proyectivo va a aparecer cuaraiezai un sumando directo
de su radical (dualmente, inmediatamente después de aativty, aparecen los sumandos
directos del cociente del inyectivo en cuestion sobreosalp).

(c) SeaA dada por el carcaj

o
~

<

[N
Q
NO

1o
wo

ligado por larelacioBa =0. AQUiPL=1, P, =2 Ps=3y Py =
Calculamos facilmente(modA) :

PNA

(d) Sea, como en el Ejemplo 2.1&¢l algebra dada por el carcaj

lo=——=o02

B

ligado por la relaciorm 3 = 0. Ya sabemos quE(modA) tiene ciclos orientados, por haber
calculado en (2.12) las siguientes sucesiones que casitsapa
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O—>l—>%—>2—>0.

Por lo tanto el método del tejido no se aplica aqui. Sin egd)§: P, = rad®. Entonces
podemos ubicar los dos proyectivos:

' 1 /@
@\ NG :
2 1
2
\ :
2
(donde identificamos las dos copias de 2). Ahora, se prueiba emtes que el morfismo

1 1a1 es minimal i te a izquierda. P iguienté}) es el condicl
3 — eB%esmlnlma gue casl se parte alzquieraa. Por consiguien éz) €S el conucieo

en la sucesion exacta

O%%%l@%%%ﬁo.
2

En otros términos, el carcaj de Auslander-Reiten esta gad

Z\i/l

(donde identificamos las dos copias de 2). Observemosrg gul es inyectivoy que = I,

: 2 : :
/ sodz, lo cual confirma que el morflsm%)—> 2 es irreducible.
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