CAPITULO Il
MODULOS INCLINANTES

1. ALGEBRAS DEENDOMORFISMOS

La teoria de inclinacion consiste en comparar las categorias de moédulos sobre un algebra
de artin dadaA y sobre el algebra de endomorfism®gsle unA-modulo T, que se elige
“suficientemente proximo” del generadéy.

SeanA un algebra de artin fa un A-modulo a derecha (por el momento, arbitrario).
EscribimosB = EndTa. La accion natural dB enT hace de este Gltimo uB— A-bimoédulo,
dado que la linealidad de cada elemehte B implica

f(ta) = f(t)a= (ft)a

paratodd e TyacA.
Por lo tanto, para tod8-modulo a derechM, el grupo abeliano Hog{T, M) tiene una
estructura d®&-moédulo a derecha dada por

(fb)(t) = f(bt)

paraf € Homa(T,M), be Byt € T. De la misma manera, para toBemodulo a derecha
X, el grupoX ®g T tiene una estructura demodulo a derecha dada por

(x®t)a=x® (ta)
parax € X,t € T y a€ A. Tenemos asi dos funtores aditivos

Homa(T,—) : modA — modB

—®gT :modB — modA.

Es bien conocido que estos dos funtores son adjuntos y que la counidad y la unidad de esta
adjuncibn son respectivamente los morfismos

ev : Homa(T,M)®@g T — M
fet— (1)
(paraf € Homa(T,M)yteT)y
Ox : X — Homy(T,X®pT)
X (t— x®t)
(paraxe Xyt e T).

Lema 1.1.(a)Sea § € addl'. Entoncegr, es un isomorfismo.
(b) Sea Pc addB. Entonce®p es un isomorfismo.
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Demostradbn. Probaremos s6lo (a), pues la demostracion de (b) esasinflesulta de
la aditividad de los funtores involucrados que es suficieetéicar el enunciado cuando
To=T. Eneste caser : Homa(T,T)®@s T =B®pgT — T define la estructura d@modulo
deT y entonces es un isomorfismo Aenoddulos. O

El resultado principal de esta seccion es que el funtor KJ{@m-) aplica los objetos de
addl sobre los de ad#| es decir, sobre loB-modulos proyectivos. Por otro lado, la res-
tricciobn a add de este funtor induce una equivalencia entreTagédd de cuast-inversa
—®pT. Por esta razon, la proposicion siguiente es frecuent@méamada “Lema de
proyectivizacion” (ver [AURS] (11.2.1) p.33 6 [ASS] (\3.1) p. 202).

Proposicion 1.2. (a) Sean § € addl y M un A-nddulo. La aplicacdn f — Homa(T, f)
induce un isomorfismo funtorial

Homa(To, M) — Homg(Homa(T, To), Homa(T, M)).

(b) Los funtoreHoma(T,—) y — ®g T inducen equivalencias cuasi inversas eradel
y adB.

Demostraddbn. (a) Nuevamente, basta verificar la validez del enunciadadolo = T. En
tal caso, los isomorfismos funtoriales

Homg(Homa(T, T),Homa(T,M)) = Homg(B,Homa(T,M)) = Homa(T, M)

aplican Hom(T, f) sobre Hom(T, f)(idt) = f idt = f.

(b) Sealp € addr. Entonces Hom(T, Tp) € add Hom(T, T) = addB. Luego Hom (T, —)
aplica add en addB. Asimismo,— ®g T aplica ad® en add. Resulta de (1.1) que estos
funtores (restringidos a addy addB, respectivamente) son cuasi—inversos. O

Nota 1.3. (a) Una consecuencia inmediata de (1.2)(b) esRjaeEndT es basica si y so-
lamente si en la descomposicitn= P ; Ti deT en sumandos directos indescomponibles,
se tien€el; 2 T; parai # j.

(b) En analogia con (1.2)(a) tenemos que, garen addB y X € modB, la aplicacion
g~ g®T induce un isomorfismo HogiX,P) — Homa(X @ T,P®gT).

Probamos, a modo de corolario, una version del famoso ifeode Gabriel-Mitchell (que
nos sera util en la seccion (I11.6)). Recordamos quéAtmoduloM se dicegenerado por
T si existe un epimorfism@™ — M, para algin enterm > 0. Se designa por Gé&na la
subcategoria plena de madormada por loA-mobdulos generados par.

Ejemplo 1.4. Para todoA-moduloM, se tiene que Hop{T,M) ®g T € Geril. En efecto,
siendo Hom (T, M) un B- modulo finitamente generado, resulta que existe un efisnw
B™ — Homu(T,M), conm > 0. De aqui obtenemos un epimorfisth® = B"@g T —
Homa(T,M)®T.

Corolario 1.5. Sean.# una subcategda abeliana plena denodA y T € .« un objeto
proyectivo tal quess = Gernl'. Sea B= EndTa. Entonces el funtoHoma(T,—) : & —
modB es una equivalencia de categgms.
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Demostradbn. Probaremos primero que el funtor Hg(,—) es denso. SeX un B-
modulo, y searfy, P, € addB tales que hay una sucesibn exacta

PP —X—0

Sabemos por (1.2)(b) que existé&f T, € addT y un morfismof : Ty — Ty tales queg =
Homa(T, f). SeaM = Cokerf. Aplicando Hom (T, —) a la sucesion exacta

TT—-Tpo—M—=0
obtenemos, dada la proyectividadden.«7, un diagrama conmutativo con filas exactas,

Homa(T,T1) — Homa(T,To) — Homa(T,M) —— 0

O

Py Po X 0

del cual resulta lo enunciado.
Basta ahora demostrar que HgiM, —) es fielmente pleno, esto es, que para tbtlo
N € .o/ se tiene un isomorfismo

Homa(M,N) — Homg(Homa (T, M), Homa(T,N))

dado porf — Homa(T, f).

En virtud de (1.2)(a) sabemos que lo enunciado es valitbsiaddT. SeaM arbitrario.
Como.« = GenT, existe un epimorfismp: T™ — M, conm > 0. Como.« es abeliana,
L = Kerp pertenece &7 , por lo que es a su vez generado porSe tiene asi una sucesion
exacta

TT—-To—M—0

conTp, T € addT. Se deduce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 ——— > Homa(M,N) Homa(To,N) Homa(T1,N)

| 1~ l~

0 — Homg(Homa(T,M),Homa(T,N)) — Homg(Homa(T,To), Homa(T,N)) — Homg(Homa (T, T1),Homa(T,N))

lo que termina la demostracion. O

La hipbtesis hecha en (1.5) es bastante restrictiva, yaes gue en general la subcategoria
Genl de modA no es equivalente a m&d Entonces es razonable preguntarse qué subcate-
gorias de moB son equivalentes a la subcategoria Gele modA. Como uno desea que
los funtores Hom(T,—) y —®g T sean equivalencias cuasi inversas entre estas dos subcate-
gorias, un punto de partida posible seria tratar de detarmuando el morfismo funtorial
&w €s un isomorfismo.

Para esto necesitamos una definicion. Bean A-modulo. Elegimos un conjunto de
generadoreg fy, ..., fg} del B-modulo finitamente generado HaT,M) y consideramos
el morfismo

f=[fy,... fq]: T9 =M.
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Se dice qud es una add -aproximacbn a derecha de M.

Lema 1.6. Sea M un A-radulo y f: To — M unaaddT -aproximacdn a derecha de M (con
To € addT ). Entonces

(@) Homu (T, f) : Homa(T, Tp) — Homa(T,M)es un epimorfismo.

(b) f : To — M es un epimorfismo si Yk si M esh enGerr .

Demostraddbn. (a) Resulta de la definicion.

(b) Como la necesidad es evidente, probemos la suficieneaMS: Genl. Entonces
existe un epimorfismg : T™ — M, conm > 0. Por la definicion def (ver (a)), existe
h: T™ — Ty tal queg = fh. Comog es sobreyectiva, también lo és O

Es @til enunciar explicitamente el dual. Sdaun A-modulo. Se elige un conjunto de
generadore$fy, ..., fq} del B°P-modulo finitamente generado Ha(M, T) y se considera

el morfismo f
1

f=|:]:M-T9
fq
Diremos quef es una addl -aproximacbn a izquierda de M.
Recordamos ahora que damoduloM se dicecogenerado por Bi existe un monomor-
fismoM — T™M conm > 0. Designamos por Cogé&na la subcategoria plena de n#d
formada por los\-modulos cogenerados por El lema siguiente es dual de 1.6.

Lema 1.7. Sean M un A-fdulo y f: M — Tp unaaddT —aproximaaddn a izquierda de M
(con T € addT). Entonces

(@) Homu(f,T) : Homa(To, T) — Homa(M, T) es un epimorfismo.

(b) f : M — Ty es un monomorfismo si 9ls si M esh enCogert . OJ

Proposicion 1.8. Sea M un A-radulo. Entoncesy : Homa(T,M) ®g T — M es un epimor-
fismo siy solamente si M GenT .

Demostradbn. Supongamos qu&, es un epimorfismo. Sabemos por (1.4) que
Homa(T,M)®gT € Gerl. LuegoM € GenT. Reciprocamente, supongamos yue Genr
y seaf : To — M, conTp € addT una add” -aproximacion a derecha dé. En virtud de
(1.6)(b), f es sobreyectivo, por lo que hay una sucesion exacta corta

O—>L—>Toi>|\/|—>0.

Aplicando el funtor Hom(T,—) y (1.6)(a), se obtiene otra sucesion exacta corta

0 — Homa(T, L) — Homa(T, To) 220, Homa (T, M) — 0.

Aplicando a continuacion el funter ®g T se obtiene un diagrama conmutativo con filas
exactas

Homa(T,L) ® T — Homa(T,Tp) ®8 T — HOM(T,M)®g T ——— 0

: X -

0 L To M 0.

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



27

Resulta de (1.1) quer, es un isomorfismo, de dondg es un epimorfismo. O

Nota 1.9. (a) Supongamos que en la demostracion precedente tna8tac addT. En-
tonces, en el diagrama, es un isomorfismo y por lo tantg, también lo es. Tenemos asi
gue es condicion suficiente para ggie sea un isomorfismo para todd € Genrl, que el
nucleoL de una add@i-aproximacion a derecha esté en add

(b) El enunciado dual de 1.8 dice que el morfismo funtavigl> Homgor(HOma(M, T),T)
definido porx — (g~ g(X)) es inyectivo si y solo sM € CogerT. Nosotros no lo nece-
sitaremos, por lo que no lo demostramos aqui.

Ejemplo 1.10. En toda esta seccion no hacemos ninguna hipotesis solwmetiuloT. En
estas condiciones es dificil esperar una buena relacifre &as categorias médy modB.
Asi, sedk un cuerpo algebraicamente cerrad@ gl algebra dada por el carcaj

7N\

1 3 5

NS

con todas las relaciones de conmutatividad posibles. Easoel carcaj de Auslander-Reiten
I"(modA) de A esta dado por

— —— 5

S
\/\/\/\/\/

Tomemosl; = 21314 yT,= 2f4. Entonced = T; @ T, tiene exactamente dos sumandos di-

rectos indescomponibles no isomorfos. Entonces, por(f),2l carcaj dé8 = EndTa tiene
exactamente dos puntos. Veamos quextHoma (T, T2) = 2. ComoA es de representacion
finita, todo no isomorfismo entre modulos indescomponibesuma de composiciones de
morfismos irreducibles (ver (1.3.5) 6 [AuURS] (2.7.8) p.183omo en el carcaj hay tres
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caminos dd aT,, la dimension de Hogy(T1, T2) es menor o igual que 3. Ahora bien, como
existe una sucesion exacta (que casi se parte)

0—-Ty— 314@214@213_>T2_>0

entonces la suma de los tres caminos es cero, y ademas tiesoeliera de ellos son lineal-
mente independientes porque sus imagenes tienen distattiores de composicion.

Esto prueba lo deseado.

De la misma manera resulta rad Had= 0, rad Endlz = 0 y Homa (T2, T1) = 0. Entonces,
tanto Endl; como Endl, son anillos de division. Comkes algebraicamente cerrado, tene-
mos que End; = ky EndT, = k. Por consiguienteB es el algebra de caminos del carcaj

-
o Z o .

Esta es el algebra de Kronecker, que es hereditaria y deseqacion infinita (ver [AURS]
(VIII.7) p. 302). El algebra de Kronecker es lo que se demamin algebra mansa, es decir
gue es posible parametrizar sus moédulos indescomporiblesa dimension dada. Por el
contrario, siT’ = 4@ 3, se ve faciimente que el carcaj Be= EndT’'a es

O<——0.
<

Este algebra es lo que se llama un algebra salvaje: sucatael modulos contiene la cate-
goria de modulos sobre cualquier algebra arbitrariapblemos entonces esperar obtener
una descripcion completa de mB8d ComoA es de representacion finita, las categorias de
modulos sobré\, By B’ son muy diferentes.

2. PARES DE TORSON Y MODULOS INCLINANTES PARCIALES

En la seccion precedente estudiamos la subcategorid @emodA. Resulta directa-
mente de la definicibn de esta subcategoria, que la misoam@gla por cocientes (imagenes
epimorficas). Es Gtil ver cuando GErs también cerrada por extensiones. En efecto, en este
caso, determina un par de torsion.

Definicion (Dickson) Un pan(.7,.%#) de subcategorias aditivas plenas de wed unpar
de torsbnsi:

(@) Homy(M,N) = 0 paratoddM € 7 y N € F

(b) Si Homy(M,F) = 0 para todd~ € .#, entonceM € .

(c) SiHomu(T,N) =0 para toddl € .7, entoncedN € .Z#.

En otras palabras, es un par de subcategorias aditivagjizéeno hay ningn morfismo
no nulo de la primera en la segunda, y son maximales con egpéedad. Calcular un par
de torsion en moA nos da informacion sobre la direccion de los morfismos edAnd.as
subcategorias” y .%#, llamadas respectivamertkase de tordiny clase sin torshn, tienen
caracterizaciones intrinsecas.

Proposicion 2.1. (a) Sea.7 una subcategda aditiva plena danodA. Existe una subcate-
goria .# tal que(.7,.%) es un par de toréin si y solamente sV es cerrada por cocientes
y extensiones.

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



29

(b) Sea.# una subcategoda aditiva plena demodA. Existe una subcategiar.7 tal que
(7,.%) es un par de toréin si y solamente s¥ es cerrada por subodulos y extensiones.
(c) Si (7,%) es un par de toréin demodA, entonces para todo @dulo M existe una
sucesbn exacta corta

0—-tM—>M—-M/tM -0

contMe .7 y M/tM € .#, Uinica en el sentido que toda sud@siexacta corta
O—-L—-M-—-=N-—=0
conLe 7 yNe .# esisomorfa a la precedente.

Demostraddbn. (a) Supongamos qu& es la clase de torsion de un par de torgiéh .%) y
conside-remos una sucesion exacta corta

0O—-—M->M-M"=0

de modA. Aplicando el funtor Hom(—,F), conF € .#, se tiene una sucesion exacta a
izquierda
0 — Homa(M” F) — Homa(M,F) — Homa(M’, F).

Ahora, M € .7 implica Homp(M,F) = 0 para todoF € .%, de donde Hom(M”,F) =0
para todoF € .# y por lo tantoM” € .7. Luego.7 es cerrada por cocientes. De la misma
maneraM’;M" € 7 implicaM € 7.

Reciprocamente, seZ una subcategoria cerrada por cocientes y extensiones tdefar
modulo M, seatM la trazade .7 en M, esto es, la suma de las imagenes de todos los
morfismos de objetos d& enM:

tM:Z{Im(p|(p:T—>M,T€§}.

Resulta de la hipotesis qubl € .7 y, mas aun, quéM es el mayor submodulo dd que
esta en7. En particular, se tiene qud € .7 si y solamente s\ = tM. Se tiene asi una
sucesion exacta corta

0—-tM—M— M/tM — 0. (%)

Afirmamos que (M /tM) = 0. En efecto, pongamd$M /tM) = M’ /tM, dondeM’ es un
submoédulo deM que contiene aM. La hipb6tesis queZ es cerrada por extensiones y la
sucesion exacta corta

0—tM—-M — M /tM -0
implican queM’ € .7. Pero entonceBl’ CtM y t(M/tM) = M’/tM = 0, lo que prueba lo
afirmado.

Escribamos ahor& = {M € modA|tM = 0}. En particular, para tod&-moduloM se
tieneM/tM € .#. Veamos qué€.7,.%) es un par de torsion. Sedhe .7, N € .Z. Siun
morfismof : M — N es no nulo, también lo es la aplicacion inducMa=tM — Imf, de
dondetN +# 0, lo que es una contradiccion. Entonces Hokh, N) = 0. Supongamos ahora
que Hom{M,F) = 0 para todd= € .#. Entonces de la sucesioR) (arriba obtenida resulta
queM/tM = 0 y por lo tantoM =tM € .7. De manera analoga se demuestra la Ultima
condicion.

(b) Resulta de (a) por dualidad.
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(c) Hemos probado la existencia de la sucesidnKalta probar la unicidad. Sea
O—-L—-M-—-=N-—-O

unasucesion exacta core .7 y N € .. ComotM es el mayor submodulo dé pertenecien-
te a.7, se tiene una inyeccion: L — tM y por lo tanto un diagrama conmutativo con filas
exactas

0 L M N 0

0 tM M M/tM —— 0

Del lema de la serpiente se tiene que iefrtM/L € 7. ComoN € . y (7,.%) es un par
de torsion, se tiene que K@k 0. LuegotM == L y por consiguient® = M /tM.
0

La sucesibn exacta de (c) se damabnica Una consecuencia inmediata de la existencia
de sucesiones canbnicas es quéwmodulo simple esta o bien e#i, o bien en%.

Es claro que, sT es arbitrario, no hay razén para que Gesea una clase de torsion, es
decir, sea cerrada por extensiones (por ejemplesita dada por un carcaj que contiene una
flechax — y, entonces Ge€i$, @ Sy) no es cerrado por extensiones). Daremos una condicion
suficiente para que éste sea el caso.

Lema 2.2. Sea T un A-adulo tal queExti(T,M) = 0 para todo Mc GenT. Entonces
GenT es una clase de to@. Aderas, la clase sin toréin correspondiente eéM €
modA| Homa(T,M) = 0}.

Demostradbn. Para demostrar la primera afirmacion basta probar qud @srcerrado por
extensiones. Sea-8 L — M — N — 0 una sucesion exacta corta damN € GenT. Como
Exti(T,L) = 0, el funtor Hom(T,—) induce una sucesion exacta

0 — Homu(T,L) — Homa(T,M) — Homa(T,N) — 0
y obtenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

Homa(T,L) ®e T — HOoma(T,M)®gT — HOma(T,N)@gT ——— 0

: - -

0 L M N 0.

Sabemos por (I, 1.8 ) que y &y son epimorfismos. Entonceg también lo es, 0 sea
M e GenT.

SeaM sin torsibn. Comd € GenT, se tiene que Hogi{T,M) = 0. Reciprocamente, sea
M tal que Hom(T,M) =0, y sed. € GenT. Entonces existe un epimorfisiid’ — L, con
m> 0. Por lo tanto Hom(L,M) = 0, de dondéV es sin torsion. O

Como mencionamos anteriormente, buscamos modulosifposX a los generadores.
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Definicion. Un moduloT se diceinclinante parcialsi satisface las dos condiciones si-
guientes:

(T1)dpT <1

(T2) Exta(T,T)=0.

Por ejemplo, todo moddulo proyectivo es inclinante parcial

La nocion dual es la dmbdulo coinclinante parcial Asi, unA-moéduloT se dice coin-
clinante parcial sidi <1y Exﬁ(T,T) = 0. Es evidente qu& es unA-modulo inclinante
parcial siy solo sDT es unA°P-modulo coinclinante parcial. Estas dos nociones (iacite
y coinclinante parcial) coinciden evidentementé s un algebra hereditaria.

Lema 2.3. Sea T un A-rddulo tal quedpT < 1. Entonces T es inclinante parcial si §le
si Exti(T,M) = 0 para todo Mc GenT .

Demostradbn. Supongamos quE es inclinante parcial y sed € GenT. Entonces existe
una sucesion exacta corta

0O-L—-T"—=M—0,
conm> 0. Como df < 1 se obtiene un epimorfismo

Extx(T,T™) — Exti(T,M) — 0.

Luego Exk(T,T) = 0 implica Ex}(T,M) = 0 paraM < GenT. La reciproca es inmediata.
O

Una consecuencia directa del lema es que todo modulo amtérparcial induce un par de
torsion(%(T), Z%o(T)), conZ(T) =GenT y Zp(T) = {M € modA| Homa(T,M) = 0}.
Existe una terminologia para esto, debida a Auslander y@ma

Definicion. Sea% una subcategoria aditiva plena de Mgderrada por extensiones. En-
tonces un objettVl de% se dice

(a) Extproyectivo er’ si Exti(M,C) = 0 para todcC € .

(b) Extinyectivo erts si Ext;(C,M) = 0 para todcC € 7.

El Lema 2.3 se reformula diciendo queTses un modulo inclinante parcial, entonces es
Ext-proyectivo en Gem (que es cerrado por extensiones, por (2.2)). En conse@jeadd
objeto no nuldlp € addT es también Ext-proyectivo en G&n

El lema siguiente, debido también a Auslander y Smécilita el calculo de los Ext-
proyectivos y de los Ext-inyectivos.

Lema 2.4. Sea(.7,.#) un par de torsbn.
(a) SiLe .7 es indescomponible, entonces LEd-proyectivo en7 siy Dlo sitlL € Z#.
(b) Si N e .Z es indescomponible, entonces NEsg-inyectivo enZ siy dlosit !N e
T.

Demostraddn. Probaremos s6lo (a), pues (b) es dual.
SupongamosL € . y M € 7. La formula de Auslander-Reiten da:

Exth(L,M) = DHoma(M, TL) C DHoma(M, TL) = 0.
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Reciprocamente, séac .7 un indescomponible Ext-proyectivo ety consideremos la
sucesion canonica para en el par de torsions,.#)
0—t(TL) - 1L LA TL/t(TL) — 0.
SiTL ¢ . entonce® no es un isomorfismo y por lo tanto no es una seccion. Pero@go

., . f . . .
la sucesion que casi se parte OtL — E 9, L — 0induce un diagrama conmutativo con
filas y columnas exactas

0 0
f/ gl
00— t(1L) F L 0
i h =
f g
0 L E L 0

TL/t(TL) —— tL/t(1L)

0 0

Comot(TL) € .7 y L es Ext-proyectivo e, la sucesion de arriba se parte. Entonces existe
g’ :L— F talqued'qg’ = id.. Por lo tantog(hg’) = (gh)g” = d'g” =id. y la sucesion que
casi se parte, se parte, lo que es absurdo. O

En particular, siT es inclinante parcial, entonce$ € .7o(T).

\Volviendo al Lema 2.3, vemos que resulta de su demostragiénsiT es un moédulo in-
clinante parcial, entonces G&rC {M |Exti(T,M) = 0}. Probaremos ahora que este (ltimo
conjunto es también una clase de torsion que contiefig ).

Lema 2.5. Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces la clas& (T) = {M € modA|
Exti(T,M) = 0} es una clase de torsn que contiene &(T).

Demostrachn. Basta demostrar quéi(T) es cerrada por cocientes y extensiones. Sea
entonces 0+ M’ — M — M” — 0 una sucesion exacta corta. Comoldg 1 se obtiene una
sucesion exacta

Exti(T,M') — Extx(T,M) — Extx(T,M") — 0.

(T,
Por lo tantoM € 73 (T) implicaM” € Z1(T). De la misma manerd)’,M" € 7 (T) impli-
canM € 7 (T). Por 2.3 tenemos quey(T) € .7(T). O
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ComoT es evidentemente Ext-proyectivo éa(T), resulta de (2.4) queT pertenece a
la clase sin torsion correspondien# (T). En realidad, se puede demostrar qagT) es
la clase CogeftT) de todos los modulos cogenerados por la demostracion es dual de la
de (2.2), utilizando la observacion (11.1.9)(b). Nosstrm las necesitaremos aqui.

Antes de pasar a los ejemplos necesitaremos algunas otisees sobre los moédulos
inclinantes parciales que son fieles. La razon es que,sidnid-modulo inyectivd esta in
Z1(T), no siempre sucede questé también e (T). Veremos que éste es el caso cuando
T es fiel. Recordamos que #amoduloM se dicdfiel si su anulador AnMl = {a € A|Ma=
0} es nulo.

Lema 2.6. Sea M un A-radulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
() Ma es fiel.
(b) TodaaddVl-aproximacén a izquierda A — MY es inyectiva.
(c) Aa € CogemM.
(d) DAA € GenM.

Demostraddbn. (a) implica (b). Seé un A-modulo fiel. Elijamos un conjuntffy, ..., fq}
f1

de generadores del EMA°P-modulo Hom(A,M) y seaf = | - | tA— M9 una addv-

f

aproximacion a izquierda. Supongamos queKerf y x € M. dEI isomorfismo canbnico
M = Homa(A,M) da un morfismady, : A — M tal quex = hy(1). La definicion def implica
quehy se factoriza porf. Entoncesf (a) = 0 implicahy(a) = 0, es decixa= 0. Comox es
arbitrario se tiene quikla= 0, de dondex = 0.

(b) implica (c). Es trivial.

(c) implica (a). Seam : A — MY un monomorfismo ya € A tal queMa = 0. Entonces
g(a) =g(1)a=0implicaa=0.

(d) es equivalente a (c). En efecto, para A, se tiene quéMa = 0 si y solamente si
aDM = 0. LuegoMj es fiel si y solamente $iA € CogeriaDM), 6 equivalentemente,
DAp € GenMa. O

Supongamos quE es un moédulo inclinante parcial. Entonces, com® épl, por (1.2.7)
se tiene que Hog(T,1T) = DEXt;(T,T) = 0. SiT es fiel la reciproca también vale:

Lema 2.7.Sea T un A-iddulo. Si T es inclinante parcial entoncdsma(T,7T) =0. Si T
es fiel, la regproca tambén vale .

Demostraddn. SiT es fiel existe, por (2.6), un epimorfisd" — DA, conm > 0. Apli-
cando Hom(—, 7T) se obtiene un monomorfismo

0 — Homa(DA, TT) — Homa(T™, TT).
Como Hom(T, 7T) =0, se deduce que H(tDA, 1T) =0, de donde dp < 1. Finalmente,
Exti(T,T) = DHoma(T,7T) = 0. O

En particular, un moddulo inclinante parcial fieinduce un par de torsiog(T), %o(T))
con %(T) =GenT y %o(T) = {M| Homa(T,M) = 0}. Resulta entonces de la fidelidad de
T queDA € Z(T).
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Una consecuencia es que todo proyectivo-inyectivo peceeaadd : en efecto, si hubiera
un mobdulo proyectivd® € GenT, existiria un epimorfism@™ — P conm > 0, que debe
partirse, pue® es proyectivo, y por lo tantB € addT .

Ejemplo 2.8. SeaA dada por el carcaj

o4

ly
@) OaO
1 B 2 3

con relaciom 3 = 0. Entonces el carcaj de Auslander-ReiterAdssta dado por

/\/
\/\/\
\/

, 4 : . , . :
El moduloT = : es inclinante parcial (por ser proyectivo). Es facil cédclos indescom-

ponibles generados par. son%1 , 3y 4. Por lo tanto,%(T) = add{ %, 3.4}. Laclase

sin torsion%y(T) es igualmente facil de calcular, pues contiene solameloemoddulogv
tales queMes = 0. Esto da%p(T) = add{ 1, 2, 2, 3, 3}. Ilustramos esto asi:

dondeZ(T )se describe por: y Zo(T) por @ . El' nico moédulo indescomponible
gue no es ni de torsion ni sin torsiond$, y su sucesion canodnica es03 — 3% — 30,

dado que,* € J(T)y 3¢ Fo(T).
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Observamos que los Ext-proyectivos &p(T) indescomponibles SO%], ‘2‘ y 4, puesto

que todos estan edp(T) y T% =0, 14 = 2,14 = 3 estan en%y(T). Calculamos ahora
(AA(T),Z1(T)). ComoM € Z1(T) siy solo si Exk(T,M) = 0, se tiene queZ; (T) = modA,
en tanto queZ1(T) = {0}.

SeaT’ = %@ 34, EntoncesT’ es fiel. En efecto, para probar gag € Coge’, basta
probar que para todé-modulo proyectivo indescomponibl existe un monomorfismo
P« — T4, con T} € addT, lo que vale pues hay monomorfismos-12 — %, 534y

%, 34 c addT’. Por otro lado, se tiene que H@T’, TT’) = Homa(T’,2) = 0 de donde
resulta, en virtud de (2.7), qu€ es un modulo inclinante parcial.
Los indescomponibles generados gdrson {%,‘2‘, 34.4,3}. Por lo tanto, % (T') =

add{%, 3,34, 4,3}. En cuanto &(T') = {M | Homa(T’,M) = 0}, como en un algebra de
representacion finita todo morfismo es suma de composgid@enorfismos irreducibles,
tenemos que todo moédulo indescomponibletal que no existe ningln camino (de un
sumando directo) d&’ enM en T (modA) pertenece &% o(T’). Luego add 1,2,2,3} C
Fo(T'). Como los otros indescomponibles estarg(ir’), se tiene queZo(T') = add{ 1, %,
2,3}. Representamos esto en la figura siguiente

donde, una vez mas, la clase de torsion se des@a y la clase sin torsién@ . En

este ejemplo todo indescomponible es, o bien de torsidierodin torsion. Se dice entonces
gueel par de torsbn es escindidoDaremos abajo una caracterizacion de pares de torsion
escindidos.

Aqui, los Ext-proyectivos indescomponibles.dgT’) son%, 3, 324 y 4.

Calculemos ahoraZ1(T’),.#1(T')). Tenemos qud € 71 (T') siy solo siHom(M, 2) =
Homa(M, TT') = DEXt(T’,M) = 0, es decir si y solo si 2 no es un sumando directo de

M/radM. Por consiguienteZ;(T') = add{ 1, %,%, 3,34,3,4}. En cuanto aZ1(T') =

{M € modA| Homa(L,M) =0 paratodd € Z1(T’)}, se ve enseguida qu& (T') = add{ 2}
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(en efecto, se tiene un morfismo-1 2 con 1€ 71(T')). Representamos esto en la figura

siguiente

N

A

¥

La sucesion canobnica correspondiente al modulo inaegoaible?, el (inico que no esta

en 7 (T') nien.Z1(T'), es
0—1— % —2—=0
porque 1€ 7 (T")y 2 € .71 (T').
_ . . iy 4

Finalmente, los Ext-proyectivos indescomponibles dedarson 1 2, 3%y 3 (peronoj:
en efector§ = 2 ¢ F1(T")).

Segln lo prometido, terminaremos con algunos comentadbee los pares de torsion
escindidos.

Definicion. Un par de torsionf.7,.#) se diceescindidosi cadaA-modulo indescomponible
pertenece, o bien &, o bien a7 .

Este es el caso, por ejemplo, del pap(T’),.Zo(T’)) en el ejemplo arriba. La siguiente
caracterizacion nos sera de utilidad.

Proposicion 2.9. Sea(.7,.%) un par de torsbn demodA. Las condiciones siguientes son

equivalentes:
(@) (7, %) es escindido.
(b) Para todo A-nddulo M, la sucesin carbnica se parte.
(c) T IM € 7, paratodo Mc 7.
(d) TN € .7, para todo Ne .Z.

Demostraddbn. (a) implica (c). Sea
0-M—-E—-1M=0

la sucesibn que casi se parte que comienzisl elcomo para todo sumando directo indes-
componibleE’ deE se tiene que Hog(M, E’) # 0, entonced/ € .7 implicaE’ ¢ .. Luego
E’ € .7, por hipotesis. Por consiguiente e .7 y entoncegs M € 7.

(c) implica (b). Sea

0—-tM—M—M/tM —0
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la sucesion canonica paM. Entonces EX(M/tM,tM) = DHom, (1 1(tM),M/tM) C
DHoma(171(tM),M/tM) = 0, puest ~1(tM) € .7. Luego la sucesion se parte.

(b) implica (a). SeaM un A-moédulo indescomponible. La hipotesis implica due=
tM & M /tM. Pero entonces, o biet =tM € .7, o bienM =M /tM € .7

De manera analoga se demuestra la equivalencia de estisionas con (d). O

Es facil ver que la condicion (b) equivale a la siguiente:
(b") Extx(M,N) = 0 paratoddVl € .#,N € 7.
Esto resulta de la unicidad de la sucesion canonica (v&))(2
Los pares de torsion escindidos seran particularmeiiés @n el capitulo siguiente.

3. MODULOS INCLINANTES

Definiciobn. Un A-modulo inclinante parciall se diceinclinantesi satisface la propiedad
adicional
(T3) Existe una sucesion exacta corta

O—>AA—>TA—>TA’—>O
conT’ . T"” € addT.

Recordamos qué es inclinante parcial sidp< 1y Ex&(T,T) = 0. Por ejemplo, todo
progenerador es un modulo inclinante.

La nocion dual es la denddulo coinclinante Asi, un A-modulo T es coinclinante si
diT <1, Exti(T,T) = 0y existe una sucesion exacta

O—>TA’{—> A’—>DAA—>O

conTy, T € addT. Es claro que uA-moduloT es inclinante siy solo $0T es coinclinante.
Finalmente, sA es hereditaria, todo médulo inclinante es coinclinantecjprocamente.

Puede interpretarse que los axiomas de modulo inclinagiéfisan que un moédulo in-
clinante es “bastante proximo” al modudq. Una condicion suficiente para quesfTsea
verificada es que, para todemodulo proyectivo indescomponiblg exista una sucesion
exacta corta

0O—-P—-T —-T"-0

conT’, T” € addT. No es inmediatamente evidente que esta condicion selarignte nece-
saria. Probaremos esto mas adelante en (3.8).

Una consecuencia directa del axioma)(¥ de (11.2.6) es que todo modulo inclinante es
fiel. Se deduce una primera caracterizacion de los moduttieantes.

Lema 3.1. Un A-nbdulo T es inclinante si yodo sSiHoma(T,7T) =0y T satisfacdTs).

Demostraddn. En efecto, sT es inclinante, dp < 1y luego Hom (T, TT) = DEXxtL(T,T)
= 0. Reciprocamente, 3i satisface (%) entonces es fiel. Luego, por (I.2.7), es inclinante
parcial y, por lo tanto, inclinante. O

Por otra parte, no es valido en general que un modulo axetaparcial fiel es inclinante.
Asi, el modulo fielT’ del Ejemplo (2.8) no es inclinante, como veremos mas atkelan
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Necesitamos el lema siguiente.
Lema 3.2. Sean MT € modA . Entonces existe una sudasiexacta corta
(%) 0—-M—-E—-Tp—0

con b € addr, tal que el morfismo de conéxid : Homa(T, To) — Exti (T, M) inducido por
el funtorHoma(T, —) es sobreyectivo.

Demostraddn. Si Exti(T,M) =0 el lema es trivial. Supongamos entonces qué ExM)

# 0y seale,,...,e} un conjunto de generadores del Bagmodulo Exg(T,M).
Representamos a cadgpor una sucesion exacta:

0—MLE ST 0

El morfismo codiagondt = [idw, .. .,idwm] : M9 — M induce un diagrama conmutativo con
filas exactas

i T 0

- E
l u l Ui l u’
f g

O—>Md—>@id:1Ei—>Td—>O

Lk lv Lid.rd
§! /
E g

0 M Td 0

dondeu;, U/, u son las inclusiones respectivas en la coordenmddma yf,g son las apli-
caciones inducidas en la suma directa. Cdto= idy, del precedente se deduce otro
diagrama conmutativo con filas exactas:

fi gi

0 M Ei T 0
| e
f/ g/
0 M E Td 0. (%)

Si e designa al elemento de I,'%Xﬂ'd, M) representado por la sucesiti) fle abajo, este
Gltimo diagrama se expresa diciendo ggie- Exti(u’,M)e = §(u') para cada. Luegod
es sobreyectiva y la sucesif) satisface lo pedido. O

Una consecuencia inmediata de (3.2) es el llema siguidateatio Lema de Bongartz,
gue dice que todo mbédulo inclinante parcial puede ser cetagd a un modulo inclinante.

Lema 3.3. (Bongartz)Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces existe uaualo E tal
que T@ E es inclinante.

Demostraddbn. Aplicando (3.2), existe una sucesion exacta
(%) O—-—A—E—-Typ—0
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tal queTo € addT y el morfismo de conexiod : Homa (T, To) — Exti(T,A) inducido por el
funtor Homy (T, —) es sobreyectivo. Aplicando HQ((iT, —) a (x) se obtiene una sucesion
exacta

...HOma(T, To) 2 Exti(T.A) — Exti(T,E) — Ex&(T,To) = 0.
Comod es sobreyectivo, resulta que EKT,E) = 0.

Si se aplican sucesivamente los funtores HOmMT) y Homa(—, E) a la sucesion«) se
obtienen analogamente sucesiones exactas

0= Exti(To,T) — EXtA(E,T) — Exta(A,T) =0

0 = Exti(To,E) — Extx(E,E) — Exti(A E) = 0.

Luego Exﬁ\(T @E, T®E)=0. Comodd <1, lasucesion exacta)da también dg < 1.
Finalmente, la sucesior) es la sucesion de ¢). Esto prueba qué& ¢ E es un médulo
inclinante, como queriamos. O

Es importante observar que hemos probado que, para todsiGuegacta
O—-—A—E—-Typ—0

conTp € addr tal que el morfismo de conexi@: Homa (T, To) — Exti(T,A) es sobreyec-
tivo, el moéduloT & E es inclinante. Cada tal sucesion se dice sueeshn de Bongartpara
T, y el mdduloE se dice urcomplemento de BongadeT.

La consecuencia mas notable del Lema de Bongartz es que@duannclinante parcial
es inclinante si y solo si el nUmero de clases de isomorfegreumandos indescomponibles
deT esigual al rango del grupo de GrothendiégKA) de A, es decir al nUmero de clases
de isomorfismo dé&-modulos simples (en virtud de 1.1.4). Probaremos estalteg en
(11.5.6).

Corolario 3.4. Sea E un complemento de Bongartz dédmio inclinante parcial T. En-
tonces7(T) = ZA(T E).

Demostraddn. Es claro que, para usmoduloM, la condicion Ext(T @ E,M) = 0 implica
Exti(T,M) = 0. Luego.Z1 (T @ E) C ZA(T).
Reciprocamente, sedhec 73(T) y

0-A—E—-T4-0

una sucesion de Bongartz para Aplicando el funtor Homa(—, M) resulta una sucesion
exacta

0= Ext(T9, M) — Exti(E,M) — Exti(A,M) = 0.

Luego Exk(E,M) =0y por lo tanto Ext(T ©E,M) = 0. Esto muestra quéi(T) = %A (T @
E). O

El teorema siguiente da varias caracterizaciones equiesele los modulos inclinantes.
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Teorema 3.5.Sea T un A-iddulo inclinante parcial. Las condiciones siguientes sguiea-
lentes:

(@) T es un mdulo inclinante.

(b) %(T) = Z(T).

(c) Para todo Me .73 (T) existe una sucesin exacta

o— T —=T1—=Tg—M-—-0

con T € addT paratodoi.
(d) L es Ext-proyectivo e (T) siy Dlo si L e addT .

Demostraddn. (a) implica (b). Sabemos ya, por (Il. 2.5), qdg(T) C 71(T). Reciproca-
mente, seaM € 73 (T) y

0—-tM—M— M/tM —0
la sucesion canodnica dé en el par de torsioQ%(T), Zo(T)). ComoM /tM € .%o(T), se
tiene que Horma(T,M /tM) = 0. Por otro lado, el funtor Hogt{ T, —) da una sucesion exacta

Extx(T,M) — Exti(T,M/tM) — 0
puesto que dp < 1. Luego Exk(T,M) = 0 implica Ex§(T,M/tM) = 0. Apliquemos ahora
el funtor Homy(—, M /tM) a la sucesion exacta del axioma)T
O—=AA—TL—Ti—0
conT’,T” € addT. Esto da una sucesion exacta
0= Homa(T',M/tM) — Homa(A, M /tM) — Extx(T”, M /tM) = 0.

Por lo tantoM /tM =2 Homa(A,M /tM) = 0. LuegoM =tM € F(T).
(b) implica (c). Seavl € 71(T) = Z(T). Comenzamos probando la existencia de una
sucesion exacta
O—-L—-Tg—M-—=0
conTocaddT yL € Z3(T). ComoM € GenT, resulta de (11.1.6) que una ad@idaproximacion
f: To — M, conTp € addT, es sobreyectiva. Pongambs= Ker f y apliguemos el funtor
Homa(T,—) a la sucesion exacta corta

O—>L—>Toi>|\/|—>0.

Obtenemos una sucesion exacta
.. .Homa(T, To) 2™ ™0, Homa(T, M) — Exti(T, L) — Exti(T,To) = O.
Dado quef es una add@-aproximacion, el morfismo HogtT, f) es sobreyectivo. Luego
Exti(T,L) = 0. Esto prueba entonces ques 7(T) = %(T). El enunciado de (c) se
obtiene entonces por recurrencia.

(c) implica (d). Supongamos quie= addT. Entonces es claro quees Ext-proyectivo en
J1(T) = {M| Exts(T,M) = 0}. Reciprocamente, supongamos ¢ues Ext-proyectivo en
Z1(T). Por (c) sabemos que existe una sucesion exacta

0O—-L —-Tp—L—0
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conTp € addT y L’ € Z1(T). ComoL es Ext-proyectivo er¥;(T), se tiene Exf(L,L") = 0.
Luego esta sucesion se parte ¥ addT.

(d) implica (a). Sea 8- A— E — Tg — 0 una sucesion de Bongartz pdraPara probar
queT es inclinante basta probar qiiec addT. En virtud de (d), esto se reduce a pro-
bar queE es Ext-proyectivo er;(T). En efecto, comd@ @ E es inclinante, se tiene que
Extx(T,E) =0, de dondé& € 71 (T). SeaM € Z1(T). Aplicando Hom,(—, M) a la sucesion
de Bongartz encontramos una sucesion exacta

0 = Exti(To,M) — Extx(E,M) — Extx(A,M) =0,
de donde Ex{(E,M) = 0, probando lo deseado. O

Por lo tanto, siT es unA-modulo inclinante, las clases de torsigy(T) y Z1(T) coinci-
den. Notaremos/ (T) = %(T) = A(T)y Z(T) = Zo(T) = .Z1(T). Asi, el par de torsion
inducido e .7 (T), Z (T)).

Extraeremos ahora algunas consecuencias de 3.5.

Corolario 3.6. Sean T un A-@dulo inclinante y B= EndTa. Entonces:
() El funtorHoma(T, —)| 7(1) preserva sucesiones exactas cortas.

(b) El funtor Exti(T, —)| 7(T) Preserva sucesiones exactas cortas.
Demostraddn. (a) Sea 0—- L — M — N — 0 una sucesion exacta d&(T). Como
Exti(T,L) = O se tiene una sucesion exacta en Bod

0 — Homa(T,L) — Homa(T,M) — Homa(T,N) — 0.
(b) es similar, teniendo en cuenta el hecho qu&Bxt-) = 0. 0

Corolario 3.7. Sean T un A-@dulo inclinante y B= EndTa. Entonces M= .7 (T) siy $lo
Si &v : Homa(T,M) ®g T — M es un isomorfismo.

Demostraddn. La suficiencia resulta de (11.1.8). Probemos la necesi@&a@aM € .7 (T).
Existe, por (3.5)(c), una sucesion exacta

O—-K—-T1—=Tpo—M—=0
conTy, To € addT y K € 7 (T). Utilizando (3.6), obtenemos una sucesion exacta
Homa(T, T1) — Homa(T, To) — HOoma(T,M) — 0.
Aplicando el funtor exacto a derecha®g T tenemos un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,Tl) T —— HomA(T,To) KT —— HOITIA(T,M)®BT — 0

. | |

T1 — To e M — 0.

Sabemos por (11.1.1) que,, £, son isomorfismos y, por lo tantey también lo es. O
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Corolario 3.8. Un mbdulo inclinante parcial T es inclinante si 9l si para todo A-radulo
proyectivo indescomponible P existe una sumesixacta

O—>P—>T0'—>T6'—>O
con Ty, Ty’ € addT.
Demostradbn. Siendo la suficiencia evidente, probemos la necesidad. €Si inclinante,

existe una sucesion exacta0A — T’ — T” — 0 conT’, T” € addT. Entonces una retrac-
cion p: Aa — P induce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 A T/ T" 0
L]
0 P F T" 0.

Basta demostrar que € addT. Comop es sobreyectivo entoncédambién lo es, de donde
Fe7(T). SeaM € .7 (T). Entonces Hom(—, M) aplicado a la sucesion de abajo induce
una sucesibn exacta

0=Extx(T”,M) — Exti(F,M) — Exti(P,M) = 0.
Luego Exk(F,M) = 0. Del teorema resulta que< addT . O

Corolario 3.9. Sea T un A-tadulo inclinante. Entonces &€ addT siy ©losiLe 7(T)y
L e Z(T).

Demostraddbn. El resultado es consecuencia del teoremay de (11.2.4). O

Nota 3.10.SeaT unA-modulo inclinante. Se sabe que los Ext-proyectivosdd ) son los
objetos de add@. Por otro lado, los Ext-inyectivos d& (T ) coinciden con lo#\-modulos
inyectivos. En efecto, es claro que, como todosAerodulos inyectivos indescomponibles
estan en7 (T), entonces son Ext-inyectivos en esta subcategoriapfeeimente, 91 es
un A-modulo Ext-inyectivo de7 (T), seaj : M — | una capsula inyectivay consideremos la
sucesion exacta

0—-M—1—-I1/M—0.

Comol € 7 (T), también /M € .7 (T), Por lo tanto Ext(1 /M, M) = 0 y la sucesibn prece-
dente se parte. Luedd es inyectivo.

A continuacion probaremos que un modulo inclinante es aduto inclinante parcial que
tiene un niumero maximal de sumandos indescomponiblenwigos.

Corolario 3.11. Un A-nmbdulo T es inclinante si y&do si es un radulo inclinante parcial
tal que, para cada mdulo E tal que T® E es inclinante parcial, tenemos&addT .

Demostraddn. La suficiencia es facil: seah un modulo inclinante parcial que verifica
la condicion del enunciado, i un complemento de Bongartz para Entoncesl G E es
inclinante y, en particular, es inclinante parcial. Poioigsis tenemos que € addT. Luego

T es inclinante.
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Reciprocamente, sednun A-modulo inclinante \E tales queT & E es inclinante parcial.
En particular, Ext(T,E) = 0 implicakE € .7 (T). SeaM € .7(T). ComoT es inclinante,
existe un epimorfismé : To — M, conTp € addT. Como diE < 1, tenemos un epimorfismo
Exti(E, f) : Exta(E, To) — Exti(E,M). Entonces EX(E, T) = 0 implica Ex§(E,M) = 0.
Por lo tantoE es Ext-proyectivo et (T) y, por (11.3.5)(d), tenemoEk € addT. 0

Ejemplo 3.12. (a) El modulo fiel T’ = %@ 324 del Ejemplo (1.2.8) no es inclinante. En
efecto, el contcled de lainclusion - % no pertenece a add.
Mostremos que, por el contrarid,= %@ 3@ 3% @ 4 es un modulo inclinante.
(T1) dpU < 1 resulta de las resoluciones proyectivas
34

4 4 4
OH1H2—>‘21—>O,OH%—>2€BS—>2—>O,OH%—>2—>4HO
1 1 1

y de que el m(')dulél} es proyectivo.

(T2) Puesto que el médul% es proyectivo e inyectivo, y comd* @ 4 es inyectivo,

tenemos que Ex{U,U) = Exty(4® 3% @ 4, 4). Entonces, como dp < 1, obtenemos

Exta(,4) = DHoma(4,7(3)) 2 DHoma(%,%) =0,
Exti(3,4) = DHoma(4,7(3})) = DHoma(4,2) =0,y

Exta(4,4) = DHoma(4,7(4)) = DHoma(4,3) = 0.
(T3) Esto resulta de las sucesiones exactas cortas
4

4 4
0—-1—2—5—0: 022 52->54—-0 y
1 2 1 1

324—>4—>0.

0— g’ —
Entonces se tieng (U) = GenU) = add{%, 3.3434y7(U)

= {M|Homa(U,M) =0} = add{1, 2,2, 3}. Se tiene asi
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donde7 (U) se designa po% y % (U) por Q . Se reencuentra asi uno de los pares
de torsion del Ejemplo (11.2.8).

. , 4 e . ., ,
Consideramos ahora el modio= 1® 28 3'@ 4. Verificamos a continuacion que éste

es también un modulo inclinante.

(T,) Para probar que §p< 1 consideramos las resoluciones proyectivas

4 4
O—)%H%@%H%‘l—)o y OH%H%—>4—>O

4 .
y recordamos que @ 2es proyectivo.

(T2) Para demostrar que BxV,V) = Extz (3,4 @ 4,1) = 0 basta considerar

Extz(3%,1) = DHoma(1,7(%})) 2 DHoma(1,2) =0y

Exts(4,1) = DHoma(1,7(4)) = DHoma(1,3) =0

donde se ha utilizado quedp< 1.

4 . . .
(T3) Como 1 yz son proyectivos, basta considerar las sucesiones exactas ¢

O—)%H%H4—>O y OH%H324—>4—>O,
Calculamos ahora el par de torsion correspondiente
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7(V)=GenV) =add1..4.%.,3.4}.

en tanto que
F (V) = {M| Homa(V,M) = 0} = add{2, 3}.
Se tiene asi

Notamos que el modulo indescomponiBleo pertenece ni & (V) nia.# (V). En efecto,
Homa(V, 2) #0,y lasucesion 8- 2 — % — 4 — 0 muestra que EXtV, 2) # 0. La sucesion
canonica correspondientefaesta dada por

0—1— % —2—0.

(b) SeaA el algebra de caminos del carcaj

o3
O <— O/
1 2\
o4,
El carcaj de Auslander-Reiten deesta dado por

N SN S
NN

34

N
34 3

RN

3 4.

2
1
4
2

PNw
Lol V)

PN

4 34 . o
Veremos qul = 2 @ 2 & 3@ 4 es un modulo inclinante.
1

(T1) Resulta del hecho guees hereditaria.
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(T2) Para probar que E(T,T) = Ext}\(g’%4 DI 4, %69 4) =0, se usan los isomorfismos

Exth(3,2) = DHoma(2,7(%)) = DHom(

7(%)) = DHomy(

Y

Extx( ) 22 DHomx(

)

w w
PR PR
NA PN
NA PR

EXIA(3,

PNA

) = DHomx(

PNA

4
,7(3)) = DHoma(2,
Exta(4, 4) = DHoma(%,7(4)) = DHoma(4,

Extx (4,

PN

) = DHoma(
Exta(4,4) = DHoma(%,7(4)) = DHoma(4,3) =0.
(T3) Como%1 es sumando directo die, basta considerar las sucesiones exactas

4 4 3 34
O—»l—e%-—)é—eO, O—»%-—)%—»4—+O, O—»%«—»% —4 0.

Calculamos ahora el par de torsig# (T),.#(T)). Un calculo rapido nos da

[¢]

Y
®
\
®

(o]

9
(o]

donde los sumandos directos indescomponibl€E se indican con los cuadrados| .
, . .. 34 . L . - L.
El modulo mdescomponlblez% no es ni de torsion ni sin torsion. Su sucesion candnica

enelpan.7(T),#(T)) es
4 34
0—2— 22 H%HO.
1 1

(c) Un ejemplo de interés mas teorico es el siguiente. @duto inclinante construido
como lo haremos ahora se llammadulo inclinante APRpor Auslander, Platzeck, Reiten).
SeaS, un modulo simple proyectivo no inyectivo. Entonces el modly = 1-(S,) @

(Dy.xPy) es un modulo inclinante.
En efecto, consideremos la sucesion exacta que casi ge part

0—-S—P—-11S)—0.
Por (1.2.10) sabemos gurees proyectivo. Esta sucesion prueba)(f (T3), porque ningln
sumando indescomponible Bees isomorfo &.
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Finalmente, como dp < 1, se tiene
Exta(Tx, Tx) = DHoma(Ty, TTy) = DHoma(Ty, S) =0

dado ques; es simple proyectivo.

Probamos ahora que el par de tors{éni(Tyx),.# (Tx)) se escinde. En efect™ € .7 (Tx)
si y 5010 si 0= Ext} (Tx, M) = DHoma(M, TTy) =2 DHoma(M, Sy). Este es el caso siy solo si
ningn sumando directo indescomponibleMies isomorfo &,. ComoS, = 1Ty € .# (Ty),
se deduce que&’ (Ty) = addS,, mientras que7 (Ty) = addindA\ {S}).

4. EL TEOREMA DE INCLINACION.

SeanA un algebra de artin basica y conexdgyun A-modulo inclinante. El teorema de
inclinacion, debido a Brenner y Butler, compara las categade moédulos sobrky sobre
B = EndTa. Ya sabemos, por (l1.1.2), que el funtor Hgfi, —) proyectiviza al. Comen-
zaremos por probar que la restriccion de este funtor a leasegoria” (T) = GenT) =
{M] Exti(T,M) = 0} es un funtor pleno, fiel y preserva extensiones.

Lema 4.1. Sean A urélgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. ParaM,N € .7 (T)
hay isomorfismos funtoriales:

(@) Homy(M,N) = Homg(Homa(T,M),Homa(T,N)).

(b) Exti(M,N) = Exti(Homa(T,M),Homa(T,N)).

Demostraddbn. En virtud de (11.3.5) sabemos que existe una sucesiort@&xac
U LTS A A R VG
conT; € addT para todad.

(a) Como la sucesion precedente se encuentra enteranmefi€le, que es cerrada por
cocientes, resulta de (I1.3.6) que hay una sucesion exacta

.. — Homa(T, T1) — HOma(T, To) — HOomMa(T,M) — O.

Aplicando el funtor Horg(—,Homa(T,N)) obtenemos la fila superior del siguiente dia-
grama conmutativo, cuyas filas son exactas,

0 — Homg(Homa(T,M),Homa(T,N)) — Homg(Homa(T,To), Homa(T,N)) — Homg(Homa (T, T1),Homa(T,N))

| 1~ l~

0 ——— > Homa(M,N) Homa(To,N) Homa(T1,N)

donde los isomorfismos verticales resultan de (II.1.2F&jliagrama prueba lo enunciado.
(b) Aplicando el funtor Horg(T, —) al complejo

U, R N AR (T.)
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se obtiene, por (11.1.2(a)) y (11.3.6), una resolucionyectiva de Hom(T,M) en modB. Por
definicion, Exk(Homa(T,M),Homa(T,N)) es el primer grupo de cohomologia del com-
plejo

Homa(Homa(T, T,.),Homa(T,N)) = Homa(T,,N)

(donde el isomorfismo resulta de (a)), o sea coincideHttitioma(T,,N)).
Seal = Imd; y sead; = jp la factorizacion canonica d. Se tiene una sucesion exacta

0-LLTo®M-0
que induce, como EktTo,N) = 0, una sucesion exacta

Homa(j,N)
_

0 — Homa(M,N) — Homa(To, N) Homa(L,N) — Exti(M,N) — 0.

Probaremos quelt(Homa(T.,N)) = Extk(M,N).
Consideramos asi el complejo Hg(il.,N):

HomA(dl,N) HomA(dz,N)
B - =

0— HomA(To, N) HomA(Tl, N) HomA(Tg, N) —
La exactitud a izquierda de Hf+,N) implica que Hom(L,N) = KerHoma(dz,N), de
modo queH!(Homa(T,,N)) =2 Homa(L,N)/ImHoma(dy,N). Sea Hom(dy,N) = & la
factorizacion canonica de Hyfd;, N) a través de su imagen. Entonces Hoda, N)&m=
Homa(d2, N) Homa(d1,N) = 0 implica Honmp(d2,N)&é = 0, dado quet es un epimorfismo.
Luegoé se factoriza por Hom(L,N) = KerHomu(d2,N), 0 sea, existe : ImHoma(dy,N) —
Homa(L,N) tal que Hom(p,N)¢ = ¢.

Homa(d
Homa(To, N) O (N Homa(To, N)
ImHoma(dg, N) Homa(p,N)
Homa(j,n) \¢\ N
Homa(To, N) Homa(L,N)

Por otra parte¢ es un monomorfismo, porqudelo es. Se tiene asi:

Homa(p,N)¢ = & 1= Homa(d;,N) = Homa(jp,N) = Homa(p,N) Homa(j,N),

de dondep = Homa(j,N). Como¢ es un monomorfismo, mientras qmees un epimor-
fismo, se tiene que ImHoxid;, N) = ImHoma(j,N), de donde

H(Homa(T.,N)) = Homa(L,N)/ImHoma(j,N) 22 Coker Hom(j,N) = Exti (M, N).
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La observacion base de la teoria de inclinacion es qug, & unA-modulo inclinante y
B = EndT, entoncegT es unB°P-modulo inclinante. Esto hace simétricos los papeles de
Ay B.

Lema 4.2. Sean A urélgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. EntoncegT es un
B°P-modulo inclinante y la aplicadn a— (t — ta) es un isomorfismo A~ (EndgT )°P.

Demostraddbn. A fin de probar quegT es inclinante, verificamos los axiomas.
(T1) ComoT, es inclinante, existe una sucesion exacta corta, — T’ — T” — 0 con
T’,T" € addT. Entonces Hom(—, gTa) induce una sucesion exacta

0— HOITIA(T//, BTA> — HOITIA(T/, BTA> — HomA(A, BTA) — 0.
Como Hom\(A, gTa) = gT y Homa(T, gTa) = BB, se obtiene que ¢ < 1.
(T2) Observemos que(gT) = D(gT ®aA) = Homa(T, DA), donde el Gltimo isomorfismo
resulta de la adjuncion. Coni?A € .7 (T) se tiene, en virtud de (4.1)(b)
Extg(DT,DT) = Exts(Homa(T,DA), Homa (T, DA)) = Extx (DA, DA) = 0.

Por lo tanto Exgp(T, T) = 0.
(T3) Dado que dpa < 1, se tiene una resolucion proyectiva de la forma @, — Py —
T — 0. Entonces Hom(—, gTa) induce una sucesion exacta

0 — Homu(T, gTa) — Homa(Po, BTa) — HOmMa(Py, Ta) — O

dado que EX{(T,T) = 0. La conclusion resulta de los isomorfismos Hgfg T) = gBYy
Homa(A, gTa) = gT.

Esto establece qusI es inclinante.

Paraa € A, la aplicaciornp, : t — taes un endomorfismo @¢d . Por otro lado, la aplicacion
¢ : ar— p, es un morfismo de algebrés— (EndgT)°P. Sia e Ker¢, entoncesTa= 0,
de dondea = 0, pues todo mbédulo inclinante es fiel. Agies inyectivo. Como, ademas,
DA< 7 yDT =Homy(T,DA), resulta de (4.1)(a) que hay isomorfismos de grupos absliano
A= EndDA = EndHonm(T,DA) = EndDT = EndT. Luego¢ es un isomorfismo. O

Corolario 4.3. Sean A urélgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces los
centrosZ’(A) y Z(B) son isomorfos. En particular, B es @tgebra conexa.

Demostraddbn. Se defingp : Z°(A) — Z(B) por a— (pa:t+—ta). Enefecto, sae Z(A),
entoncegp, € EndTp = B dado que, paratodo= T y c € A, se tiene que

pa(tc) = (tc)a= (ta)c = pa(t)c.
Por otro ladop; es central, pues $i € EndTa entonces se tiene, paratade T,

(Paf)(t) = f(t)a= f(ta) = (fpa)(t).
Para construir la inversa, identificamdson (EndgT )°P por el morfismaa +— p, de (4.2)
y definimosy : ' (B) — Z(A) porb— (Ap: t+— bt). Es claro quap es un morfismo de
algebras. Sea e Z(A). Entonces)¢(a) = Ap, esta definido pot — pa(t) = ta, es decir
por el element@ € A identificado go, € (EndgT )°P. Asi, ¢ (a) = aparatodac Z(A).
De la misma manera se prueba qug = id » g, O
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Corolario 4.4. Sean A uralgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces A
induce un par de toréin (2 (Ta), % (Ta)) en mod B, dond€ (Ta) =D.Z (8T) = {Xg | X ®8
T=0}e#(Ta) =DJ(gT) = {Ys| Torg(Y,T) = 0}.

Demostraddn. Por (4.2) y (11.3.5), el modulo inclinantgT induce un par de torsion
(7 (sT),#(sT)) en modB°P, donde
7 (T) = {8U | Extgop(T.U) = 0} y F (8T) = {8V | Homeop(T,V) = 0}.

Definimos entonces el par de torsipfd" (Ta), % (Ta)) en modB por 2°(Ta) = D.Z (gT) €
% (Tp) = D7 (BT). Asi, Xg € Z°(Ta) siy solamente dDX € .#(gT), es decir,

X @ T = DHomg(X,DT) 22 D Homgos(T,DX) = 0.
Asimismo,Yg € %' (Tp) si y solamente DY € .7 (gT), es decir,

Torg(Y,T) =2 DExt§(Y,DT) =2 DExtsep(T,DY) = 0.

Los isomorfismos funtoriales utilizados resultan de [CELLRO, [Ro] (9.51) p. 257 6 [A]
(1X.4.2) p. 259. O

Un B— A-bimoduloT determina el par de funtores adjuntos Hgi, —) : modA — modB
y —®gT : modB — modA. Ahora bien,T puede considerarse también codfty — B°P-
bimoédulo, determinando el par de funtores adjuntos kbe(fi, —) : modB°P — modB y
—®pr T = T®a : modA°P — modB°P. Nos sera de gran utilidad el hecho que la counidad
0 de la adjuncion asociada al primer par y la unidadke la adjuncion asociada al segundo
par son duales, en el sentido que para cadamodB existe un diagrama conmutativo

X & Homa(T, X 25 T)
VXL J/Gx
D2X ——2 D(T @ Homgos(T, DX))

dondeBy es un isomorfismo funtorial, yx : X — D?X es el isomorfismo dado por la evalua-
cion: yx (x)(f) = f(x), parax € X, f € DX.

Para definiBx comenzamos recordando que, comes unB — A-bimédulo, hay un iso-
morfismo de funtoreg : —®@g T — DHomgor(T,D—) definido pornx (x®t)(f) = f(t)(x),
paraX en mod, x € X,t € Ty f € Homgop(T,DX) (ver [CE] (VI.5.3) p.120, [R0] (9.51)
p.257 6 [A] (1X.4.12) p. 259).

Considerando & comoA°P — B°P—bimodulo, notamogt : T ®a — — DHoma(T,D—) al
isomorfismo definido de la misma manera.

Definimos el morfismo funtoria® : Homa(T, —®gT) — D(T ®aHomgop(T,D—)) como
la composicior = Du.y.Homa(T, n). Asi, para cadX € modB, 8x es la composicion

Homa(T,nx)
_—

Homa(T,X®gT) Homa (T, DHomgoep(T,DX))

YHomp (T,DHomgop(T,DX))

D?Homa(T, D Homgop(T, DX))
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Duy T.DX
—eRT, B (T @ Homges(T, DX)).

Lema 4.5. Con las notaciones anteriore@y es un isomorfismo tal que el diagrama anterior
conmuta, es decix dx = D(epx ) k- En particular,dx es un isomorfismo si Yk siepx 10
es.

Demostradbn. Sabemos qug, yy n son isomorfismos funtoriales. Por lo tarftdambién
lo es. Probaremos ahora g@edx = D(&px ) Yx-
Seax e X,t e Ty f € Homg(T, X). Comenzamos evaluando el miembro de la derecha:

(Depx Y (X)) (t@ f) = yx (X) (epx (t® T))
— eox (t® )(X) = F(1) ().

Ahora evaluamos el miembro de la izquierda

(Bx0x ) (X) (t @ ) = (D Homgop(T,DX) VHoma(T,D Homgop(T,DX)) HOMA(T, Nx ) Ox (X)) (t @ f)
= YHoma(T,D Homgop(T,DX)) (Mx X (X)) Uromg (1) (t @ T)
= Hnomg(T.x)(t® T)(NxOx (X))
= Nxx (X)(t)(f)
= nNx(t@x)(f)
= f(t)(x).

Luego, los dos miembros coinciden, probando lo deseado. O

En lo que sigue sera de gran utilidad el hecho qudass unA-modulo inclinante y
B = EndTy, entoncegT es unB°P-modulo inclinante, probado en (4.2).

Lema 4.6.Sean A urdlgebra, T un A-rédulo inclinante y B= EndTa. Entonces Y& %/ (Ta),
siy Dlo si el morfismo funtoriady : Y — Homa(T,Y ®g T) definido por y— (t — y®t) es
un isomorfismo.

Demostraddbn. El resultado se obtiene por dualidad utilizando (3.7). teate,Yg € % (Ta)
siy sblo siDY € .7 (gT). ComogT es inclinante, resulta de (3.7) que esto equivale a decir
queepy : Homgop(T, DY) ®a0p T — DY es biyectiva, y sabemos por lo arriba demostrado que
esto vale siy s6lo gy : Y — Homa(T,Y ®gT) es un isomorfismo. O

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema prirdgpasta seccion (y de este
capitulo), el teorema de inclinacion.

Teorema 4.7.Sean A uralgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces:

(a) Los funtoredHoma(T,—) y — ®g T inducen equivalencias cuasi-inversas er#féT)
e (T).

(b) Los funtore€xts (T, —) y Tor¥(—, T) inducen equivalencias cuasi-inversas enfféT)
y 2(T).
Demostraddn. (a) Comenzamos probando queYse % (Ta) entoncesy g T € .7 (Ta).
SeaY € #(T). Sabemos que existe un epimorfisBid— Y, conm> 0, y por lo tanto un
epimorfismoT" = B"@gTa — Y ®g T. Por lo tantoY @ T € GenlTa = 7 (Tp).

SeaM € .7 (Tp). Probaremos que Hof(iT, M) € %/ (Tp) por dualidad, teniendo en cuenta
quegT es un moduloinclinante y que= (EndgT)°P por (4.2). ComdV € .7 (Ta), entonces
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DM € # (gT), de dondeT @A DM € 7 (gT), por lo que acabamos de demostrar. Luego
Homa(T,M) = D(T ®aDM) € #(Tp), lo que prueba lo deseado.

Ya sabemos que HogT,M) @ T =M, paraM € .7 (Ta), por (3.7). Por otro lado, usando
(4.6) tenemos qu¥ = Homa(T,Y ®p T), paraY € #'(Ta), lo que termina la demostracion
de (a).

(b) SeaN € .7 (Ta). Existe una sucesion exacta corta

O—=N—=I—M-—=0

conl inyectivo. Entonce$,M € .7 (Ta). Como Hom(T,N) =0y Ext;(T,I) = 0 se deduce
una sucesion exacta

0 — Homa(T, 1) — Homa(T,M) — Extx(T,N) — 0.
En virtud de (a),M € 7 (Tp) implica Homp(T,M) € #/(Ta). Esto quiere decir que

TorB(Homa(T,M), T)) = 0 y tenemos entonces un diagrama conmutativo con filas exacta

0 — Torf(Extz(T,N),T) — Homa(T,1) ® T — Homa(T,M) @ T — Extx(T,N) @ T — 0

S

M 0

0 N

dondeer,, v son isomorfismos. Se deduce enseguida quk(EExrt\l) ®g T = 0 (de donde
Exti(T,N) € 2°(Ta)), y que ToB(Extk(T,N),T) = N.

La reciproca resulta nuevamente por dualidad.)>sea? (Ta). EntonceDX € .#(gT),
de donde T} Exthop(T,DX), T) =2 DX por lo recién probado. Esto es,

X 22 DTor}(Extgop(T,DX), T) 2 Exthop(Exthop(T,DX),DT)

=~ Exthop(DTorS " (T,DX),DT) = Extx(T, Tor¥(X, T)),

usando los isomorfismos funtoriales de ([CE] p. 120, [R&31DPp. 257 6 [A] (I1X.4.2) p.
259.). Ademas, combX € .7 (gT), tenemos qu®Tors™ (T, X) = Extsop(T,DX) pertenece
a2 (gT) por lo recién probado. Entonces §o(T,X) € D2 (gT) = .Z (Ta).

O

Es posible visualizar las equivalencias inversas de iacion en los carcajes de Auslander-
Reiten deAy deB. En efecto, en un carcaj de Auslander-Reiten, disefadcathera tal que
los morfismos vayan de izquierda a derecha, una clase dert@esencuentra siempre “hacia
la derecha” del carcaj mientras que la clase sin torsiGespondiente se encuentra “hacia la
izquierda”. Se obtiene asi la figura siguiente, que muéasralases” e % (representadas

por = )y las clases# y 2" (representadas po@ ) asi como las equivalencias
inversas.
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I'(mod A)

Ext}(T, -)

~®pT

I'(mod B) é ‘; ’

A

PR

)
\

Ejemplo 4.8. (a) Sea, como en (I1.3.12)(a), el algelfraada por el carcaj
4
y

NO<—0

o
a 3

Vo)
=

ligado pora8 = 0.
(i) SealU = P+ ,U;, dondeU; = %, Uo = 4,Us= 3} yUs = 4. En (11.3.12)(a) verificamos
queU es inclinante y calculamos el par de torsiofi(Ua),-# (Ua))

4
/ 2 7
— 1| =4
|
X
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EntoncesB = EndUx esta dada por el carcaj

sin relaciones. Hemos designado Jaal punto cuyo proyectivo indescomponible corres-
pondiente e€y = Homa(U,U;). Entonced (modB) esta dado por

La accion de los funtores Hoifl, —) y Extx (U, —) sobre losA-modulos indescomponibles

se calcula directamente. En efecto: 4
4 / 3 f
Homa(U, ) = 1's Homa(U.$) = Z: Homa(U. %) = 2 Homa(U.4) = 3

y Homp(U,3) =3
en tanto que, como dp< 1,

4/
Exti(U, 1) 2 DHoma(1,TU) = 2; Ext3(U, 2) 2 DHoma(%,7U) = 3; Exti(U, 2)

2/
=~DHoma(2,TU) =4y Extz(U,3) =DHoma(3,7U) = .

(i) SeaV = @f‘zl\/i, dondeVy = 1,V = %, V3 = 324 y V4 = 4. En (3.12) verificamos que
V es unA-modulo inclinante y calculamgs” (V),.# (V)).
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Aqui, B esta dada por el carcaj
% H A
o o

1/ 2/ 3/ 4/

ligado por la relacioruv = 0, donde, parae {1,2,3,4}, se ha designado p@ral punto
cuyo proyectivo correspondiente®s = Homa(V,V;). Asi, la relacionuv = 0 proviene del

hecho que
HomA(Vl,Vg) = HomA(l, 324> =0.

El carcaj de Auslander-ReitdimodB) deB es

r

w

LN

1
K|

Aqui,
Homa(V,1) = 1 ; Homa(V, %) = 2; Homa(V, 4) = 3
2/

4 / /
Homa(V, 2) = %; Homa(V, ) = 5 s Homa(V, 3) = 3
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en tanto que, como dp< 1,

Extz(V, 2) = DHoma(2,TU) = 4; Ext3(V,3) = DHoma(3,7U) = #.

(b) SeaA, como en el Ejemplo (11.3.12)(b), el algebra de caminoscdetaj

o3

e
RN

o4

-

)
1

y seal = EBf‘ZlT-, dondeT; = %, T = 3’%4, T3 = ‘2‘ y T4 = 4. Hemos verificado qué& es un
modulo inclinante y hemos calculado el par de torgi6f(Ta),-Z (Ta))

ligado por la relaciora 3 = yd. Una vez mas, hemos notado poal punto tal queQy =

Homa(T,T;). Larelaciona 8 = yd corresponde al hecho que las composiciq‘ilﬁes 3:2L4 —4

4 . . . ,
y % — ‘2‘ — 4 son iguales (a menos de escalares). El carcaj de AuslamienRieB esta
dado por
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Aqui se tiene
HomA(T,‘zl)zl’; HomA(T,S%) 2 Homa(T, %) = 3;

/o) 4
Homa(T, 31) = %7 HOMa (T, 4) = 32 ; Homa(T, 3) = 2,y

Ext(T,1) =3 ; EX(T,2) = & ;Exti(T,2) = 4; Extl(T,%) — 4 e (T, 3) =«

(c) SeaA dada por el carcaj
a
lo=—=02

: . 2 2 .
ligado porafB = 0. Consideramosa = %GB 2. Entonces dpa < 1 pues% es proyectivo y
hay una sucesion exacta corta

2

0 3 1 2 0

con } proyectivo. La misma sucesion dasfT(por (11.3.8)). Finalmente Ei(T,T) =
DHoma(T,7aT) = DHoma(T,1) = 0. Asi, T es unA-modulo inclinante. EIl carcaj de
Auslander-Reiten dA esta dado por

2]
[ 1
2]

donde se identifican las dos copias de 2, y hemos calculadw degorsion .7, .#). Aqui,
B esta dada por el carcaj
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1To —= 02

donde 1 es tal queQy = Homa(T, g) y 2/ es tal queQy = Homa(T,2). Como la com-

posicion 2— 1— 2 es nula, se tiene la relacipgm = 0. El carcaj de Auslander-Reiten de
B esta dado por

donde se identifican las dos copias de 1
Aqui se tiene

/

)= %; Homa(T,%) =1,

Homa(T,2) = Z; Homa(T,

NN

en tanto que EX{(T,1) = DHoma(1,1T) =2, de dondg.2", %) corresponde a lo indicado
en la figura.
(d) SeaA dada por el carcaj

ligado porae =0,ym=0 y aff =yd. Seal =1¢3a Za3aia ‘{235' Dejamos al lector

la tarea de verificar quE es un modulo inclinante y que el par de torsioh, .# ) esta dado
por
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/\_1

\ \J

5 4

l /
\4,”> ﬁl\:g‘z R 6 T
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5. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE INCLINACON

La primera consecuencia importante del teorema de indétinags la relacion entre las
dimensiones globales del algebra de partida y del alggdendomorfismos de un médulo
inclinante.

Sea% una subcategoria plena de una categoria de médulosnisi@dss” al supremo de
las dimensiones proyectivas de los médulogde

Lema 5.1. Sean A urélgebra y% una clase sin toréin demodA que contiene los proyec-
tivos. Entoncedim.gl.A < 1+ dp%.

Demostradbn. Para toddA-moduloM existe una sucesion exacta corta
0O—-L—-P—-M-—=0
conP proyectivo. Pero entoncésc %'y, por lo tantol € . Luego
dpM < 14dpL <1+dp¥.
0

Lema 5.2. Sean A urélgebray T un A-radulo inclinante. Para todo Mt 7 (T) se tiene
dpHomu(T,M) < dpM.

Demostradbn. Por recurrencia sobire= dpM. Sin = 0 entonced es proyectivo. Como
M e 7(T), se tiene qud € addT. En consecuencia, HQiT, M) es proyectivo y no hay
nada que probar. Supongamos 1. Por (11.3.5), existe una sucesion exacta

0O—-L—-Tp—M-—=0
conTp€ addT yL € (T). Usando (11.3.6), deducimos una sucesion exacta
0 — Homu(T,L) — Homa(T, To) — Homa(T,M) — 0.
SeaN un A-modulo arbitrario. El funtor Ho(—,N) aplicado a la primera de las sucesiones
precedentes da una sucesion exacta
ExtA(To,N) — ExtA(L,N) — Exty™*(M,N) =0

(puesn = dp M). Consideramos ahora dos casosnSi 1, consideremobl € .7 (T). En
la sucesion precedente se tiene quesElxt N) = 0y por lo tanto Ext(L,N) = 0. LuegoL
es Ext-proyectivo er/ (T). Por (11.3.5),L € addT). En consecuencia HofiT,L) es un
B-modulo proyectivo y la segunda sucesion exacta da dpAfflorv) < 1.

Sin> 1, entonces dfip < 1 implica que Ext(L,N) = 0 para toddA-moduloN, de donde
dpL < n—1. De la hipotesis de recurrencia resulta que dp KAnL) <n—1y de la
segunda sucesion exacta corta de arriba obtenemos estonce

dpHomy(T,M) < 1+dpHomu(T,L) <n.

Teorema 5.3.Sean A urdlgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces
|dim.gl.A—dim.gl.B| < 1.
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Demostraddbn. La clase sin torsio® (T) en modB contiene los proyectivos (en virtud de
(1.1.2)(b)). Seay € #'(T). Por el teorema de inclinacion hay un modioc .7 (T) tal
queY = Homa(T,M). Por (5.2), diy < dpM < dim.gl.A. Por lo tanto dg’ (T) < dim.gl.A.
Resulta entonces de (5.1) que

dim.gl.B <1+dim.gl.A.

Considerand@ como unB°P-modulo inclinante se tiene también que
dim.gl.A<1+dim.gl.B

porqueA = (EndgT)°P, en virtud de (11.4.2). O

Ejemplo 5.4. En el Ejemplo (11.4.8)(a)(i), tenemos dim.gk= 2y dim.glB= 1. En el Ejem-
plo (11.4.8)(a)(ii), se tiene dim.gh= dim.gl.B = 2. Finalmente, en el Ejemplo (11.4.8)(b), se
tiene dim.glA=1ydim.glB = 2.

El calculo de la dimension global se realiza mas semoiate construyendo las resolu-
ciones proyectivas de los modulos simples. En efecto, suiteelo de M. Auslander dice
gue, para un algebravale que

dim.gl.A = sup{dpS| Ses urA — modulo simplé

(ver [AURS](I.5.1) p.17 6 [A] (X.2.8) p. 282). A manera deegjplo, calcularemos las
dimensiones proyectivas de I8smoddulos simples para el algebtade (11.4.8)(a). AquiA
esta dada por el carcaj

@)
IS

<

[N
1o
NO
Q
wo

ligado pora8 = 0.
Se tienen las siguientes resoluciones proyectivas
0O—-1—-1—0

O—>1—>%H2—>O

%\2/3

0— % — g — 4 —0.
1
Por lo tanto, dp =0, dp 2= 1= dp 4, en tanto que dp=3 2. Luego dim.glA = 2.

Por otro lado, el proceso de inclinacion induce tambiéisomorfismo entre los grupos
de Grothendieck de las algebras involucradas (ver (1.1))
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Teorema 5.5.Sean A uralgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. La aplicacbn
f : Ko(A) — Ko(B) definida por M— dimHoma(T, M) —di_mExt};(T, M) es un isomorfismo
de grupos.

Demostracbn. Sea 0— L — M — N — 0 una sucesion exacta corta Aeanodulos. Se
deduce una sucesion exacta larga

0 — Homa(T,L) — Homa(T,M) — Homa(T,N) —

— Extx(T,L) — Extx(T,M) — Exti(T,N) — 0.

Resulta entonces de la definicion flg de las de&Kq(A) y Ko(B), que f esta bien definida
y es un homomorfismo de grupos.

SeaSunB-modulo simple. Com¢.2"(T), %/ (T)) es un par de torsibn tenemos que, o bien
Sc Z'(T), obienSe #(T). En el primer cas3= Homa(T,S®pT) y ExtA(T,S®pT) =0.
En el segundoS = Exti(T, Torf(S T)), mientras que Hog(T,Torf(S,T)) = 0, en virtud
del teorema de inclinaciobn. En ambos casos,Sjpartenece a la imagen de Luego f
es sobreyectiva y por consiguiente el rangdsgA) de Ko(A) es mayor o igual que el de
Ko(B). ComogT es también inclinante obtenemos que&ggB) > rg Ko(A). O

El resultado mas importante de esta seccion, debido adtmgs una consecuencia de
(5.5), y facilita mucho la tarea de determinar si un moédadales inclinante o no.

Corolario 5.6. Sea T= Tl”l @TZ”Z @---®T"™ con los Tindescomponibles y tales qQueAT;
parai# j. Entonces T es un Adduloinclinante siyslosi T es inclinante parcial y verifica

(Tg) t =rgKo(A).

Demostraddn. Necesidad. ST es inclinante, entonces es inclinante parcial y, ademas,
rg Ko(B) (por (11.1.2)(b) y (5.5)). Pero entonces (5.5) implica{T

Suficiencia. SiT es inclinante parcial, resulta de (11.3.2) que existe urdul@ E tal
queT @& E es inclinante. En virtud de gf), el nUmero de sumandos indescomponibles no
isomorfos deT @ E, que es igual al rango d&(A), debe también coincidir can Por lo
tanto,E € addT, de dond€l es inclinante. O

El resultado siguiente, conocido comema de Skowrtski puede verse como una genera-
lizacion de (5.6) y es de importancia capital por sus apimees.

Corolario 5.7. Sea T= Tlnl eBTZ”2 @®---®T" con los Tindescomponibles y tales qQUEAT;
parai# j. SiHoma(T,TT) = 0 (6, dualmenteHHoma(7~1T, T) = 0), entonces K rgKo(A).

Demostraddn. Seal el anulador deT y B = A/l. Puede demostrarse (ver [AuRS], Ex-
ercise (I1.5), p. 186-187) que el trasladado de AuslandsteR1gT de T en mod es un
A-submodulo del trasladadT de T en modh. Por lo tanto Hom(T, 7aT) = O implica
Homg(T,78T) = 0. ComoTg es fiel, resulta de (11.2.7) que es inclinante parcial. Etudir
del Lema de Bongartz (11.3.2), existe 8amoduloE tal queT & E es inclinante en mdgl
Luegot no supera el nUumero de sumandos indescomponibles no igs@T ¢ E, que es
igual, por (5.6), al rango dKg(B). Como rdlo(B) < rgKo(A), se deduce que< rgkg(A).

O
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Si, en particular,T es un modulo inclinante parcial, entonces el nUmero deeslae
isomorfismo de sumandos indescomponible$ a® puede superar el rango Kg(A).

El lema siguiente, llamado "lema de conexion”, dice quaroe en la "frontera” entre
2 (T)ew (T).

Lema 5.8. Sean A uradlgebra, T un A - radulo inclinante y B= EndTa. Sean R un
proyectivo indescomponible g un inyectivo indescomponible tales gsed = P/radP.
Entonces

T 1Homa (T, 1) = Extx (T,P).

En particular, P€ addT siy $lo siHoma (T,I) es un B - mddulo inyectivo.

Demostracbn. ComoT es un modulo inclinante, existe una sucesion exacta corta
O—>P—>T/L>T”—>O

conT/, T" € addr. Aplicando Hom (—,T) obtenemos una resolucion proyectiva B&t-
modulo Hom, (P, T)

0— Homa (T”,T) — Homa (T',T) — Homa (P, T) — 0.
Por otra parte, existe un isomorfismo funtorial
Homa (T, To) — Homgop (Homa (To, T),Homa (T, T))

dado pomu+—— Homa (u, T) : en efecto, es un isomorfismo cuanie=T y los funtores son
aditivos. Entonces el cuadrado conmutativo

Homges (Homa (T/, T),Homa (T, T)) —= Homa (T, T')
HomBop(HomA(f7T)7HomA(T7T))l lHomA(Tj)

Homges (Homa (T”,T),Homa (T, T)) —= Homa (T, T")
y la sucesion exacta

0— Homa(T,P) — Homa (T, T') "™ Homy (T,7") — Exth (T,P) — 0

muestran que
Extx (T,P) = Coker Hom (T, f)
= Coker Hongoer (Homa (f,T),B)
=TrHoma (P T).
Por (1.1.2), tenemos que H(P, T) = DHoma (T, 1), de donde
Exts (T,P) = TrDHoma (T, 1)

=7 Homa (T, 1).
El Gltimo enunciado sigue del hecho que un modulo proye®iesta en add si y solo si
esta en7 (T) = GerlT, siy solo si Ext (T,P) = 0. O
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Corolario 5.9. Sean A uralgebra, T un A - radulo inclinante y B= EndTa. Sean |l un A -
modulo inyectivo y M un A - Bdulo arbitrario. Entonces, para cadasi O, tenemos

Exts (Homa (T,M),Homa (T, 1)) = 0.
Demostradbn. Sea
RS P L R Homa (T, M) — 0

una resolucion proyectiva de Hartir, M) en mod, y ponemo<; = Im f; para cada > 0.
Como todos lo8 - mbdulos proyectivos estan en la clase sin torgid(T ), entonces; €
% (T) para cada. Ahora, empleando la formula de Auslander-Reiten y el ldmaonexion
(11.5.8) tenemos

Exts (Homa (T, M), Homa (T, 1)) 2 Ext} (Ki_1, Homa (T, 1))
~ D Homg (7 *Homa (T, 1),Ki_1)
=~ D Homg (Exta (T,P),Ki_1)

=0
porqueK_1 € Z (T) y Extx (T,P) € 2 (T), como se deduce facilmente aplicando H¢ —)
a la sucesion canonica pdvhrespecto del par de torsi@, .7 ). O

Terminaremos esta seccion con un teorema, debido a Hoshiagermite determinar si
un par de torsidbn asociado a un modulo inclinante se escind

Lema 5.10. Sean A uralgebray T un A-radulo inclinante. SiMe 7 (T)yNe .#(T), se
tiene
Exta(M,N) = Exts(Homa(T, M), Extx(T,N)).

Demostraddn. Sea 0— N — | — N’ — 0 una sucesion exacta corta , danyectivo. Como
N € .7 (T), se deduce una sucesion exacta
0 — Homa(T,1) — Homa(T,N’) — Extx(T,N) — 0.

El funtor Hormg(Homa(T, M), —) induce una sucesion exacta

Exts(Homa (T, M), Homa(T, 1)) — Exts(Homa(T,M), Homa(T,N’)) —

— Exti(Homa(T,M),Extx(T,N)) — Ext3(Homa(T,M),Homa(T,1)).
En virtud del Corolario 5.9, y combe .7 (T), tenemos que

Extg(Homa(T,M), Homa(T,1)) =0

y
Ext3(Homa(T,M), Homa(T,1)) = 0.
Por lo tanto, comd&’ € 7 (T),

Extg(Homa(T,M), Exti(T,N)
Exts(Homa(T, M), Homa(T,N')) = Ex

3.

Z\ ~—
I

[Tl

X

1R

=

Z
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Teorema 5.11.Sean A uralgebray T un A-radulo inclinante. Entonces
(@) (Z(T),#(T)) se escinde si ydo sidi #(T) < 1.
(B) (7(T),#(T)) se escinde si yodo sidp 2 (T) < 1.

Demostradbn. Probaremos (a). La prueba de (b) es similar.
Supongamos en efecto que el par (T),# (T)) se escinde. En particular, Bxy,X) =0
paratodoy € (T)y X € Z°(T) (en virtud de (11.2.9).
Sea entoncel € .7 (T). Consideramos una copresentacion inyectiva minimal
d® o dt 1
O—N-—7I"—1I

y pongamo4.® = Imd! y L! = Coked?. Se tiene entonces

Exti(L,L%) = ExZ(LY, N) = Ext(Homa(T, L), Exta(T,N)) = 0,
dado que Hom(T,LY) € #(T) y Exti(T,N) € 2°(T). Entonces la sucesion exacta corta
0—-L°=11=1t—=o
se parte. Luegt® es inyectivo. Por lo tanto dil < 1.
Reciprocamente, supongamos#@(T) < 1. SeanY € #(T)y X € 2°(T). Entonces

existenM € 7 (T) y N € .7 (T) tales quer = Homa(T,M) y X = Extx(T,N) (por el teorema
de inclinacion). Se tiene entonces

Exts (Y, X) = Exti(Homa(T, M), Extx(T,N)) = Ext2(M,N) = 0
dado que dN < 1. En virtud de (11.2.9), el pat.2"(T),# (T)) se escinde. O

En particular, s es un modulo inclinante sobre un algebra hereditgrel par de torsion
(Z°(T),#(T)) en modB siempre es escindido.
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