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CAPITULO II
MODULOS INCLINANTES

1. ALGEBRAS DEENDOMORFISMOS

La teorı́a de inclinación consiste en comparar las categorı́as de módulos sobre un álgebra
de artin dadaA y sobre el álgebra de endomorfismosB de unA-módulo T, que se elige
“suficientemente próximo” del generadorAA.

SeanA un álgebra de artin yTA un A-módulo a derecha (por el momento, arbitrario).
EscribimosB= EndTA. La acción natural deB enT hace de este último unB−A-bimódulo,
dado que la linealidad de cada elementof ∈ B implica

f (ta) = f (t)a= ( f t)a

para todot ∈ T y a∈ A.
Por lo tanto, para todoA-módulo a derechaM, el grupo abeliano HomA(T,M) tiene una

estructura deB-módulo a derecha dada por

( f b)(t) = f (bt)

para f ∈ HomA(T,M), b∈ B y t ∈ T. De la misma manera, para todoB-módulo a derecha
X, el grupoX⊗B T tiene una estructura deA-módulo a derecha dada por

(x⊗ t)a= x⊗ (ta)

parax∈ X, t ∈ T y a∈ A. Tenemos ası́ dos funtores aditivos

HomA(T,−) : modA→ modB

y

−⊗B T : modB→ modA.

Es bien conocido que estos dos funtores son adjuntos y que la counidad y la unidad de esta
adjunción son respectivamente los morfismos

εM : HomA(T,M)⊗B T → M

f ⊗ t 7→ f (t)

(para f ∈ HomA(T,M) y t ∈ T) y

δX : X → HomA(T,X⊗B T)

x 7→ (t 7→ x⊗ t)

(parax∈ X y t ∈ T).

Lema 1.1. (a)Sea T0 ∈ addT. EntoncesεT0 es un isomorfismo.
(b) Sea P∈ addB. EntoncesδP es un isomorfismo.
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Demostracíon. Probaremos sólo (a), pues la demostración de (b) es similar. Resulta de
la aditividad de los funtores involucrados que es suficienteverificar el enunciado cuando
T0 = T. En este casoεT : HomA(T,T)⊗B T = B⊗B T → T define la estructura deB-módulo
deT y entonces es un isomorfismo deA-módulos. 2

El resultado principal de esta sección es que el funtor HomA(T,−) aplica los objetos de
addT sobre los de addB, es decir, sobre losB-módulos proyectivos. Por otro lado, la res-
tricción a addT de este funtor induce una equivalencia entre addT y addB de cuasi−inversa
−⊗B T. Por esta razón, la proposición siguiente es frecuentemente llamada “Lema de
proyectivización” (ver [AuRS] (II.2.1) p.33 ó [ASS] (VI.3.1) p. 202).

Proposición 1.2. (a) Sean T0 ∈ addT y M un A-ḿodulo. La aplicacíon f 7→ HomA(T, f )
induce un isomorfismo funtorial

HomA(T0,M)
∼=
−→ HomB(HomA(T,T0),HomA(T,M)).

(b) Los funtoresHomA(T,−) y −⊗B T inducen equivalencias cuasi inversas entreaddT
y addB.

Demostracíon. (a) Nuevamente, basta verificar la validez del enunciado cuandoT0 = T. En
tal caso, los isomorfismos funtoriales

HomB(HomA(T,T),HomA(T,M))∼= HomB(B,HomA(T,M)) ∼= HomA(T,M)

aplican HomA(T, f ) sobre HomA(T, f )(idT) = f idT = f .
(b) SeaT0 ∈ addT. Entonces HomA(T,T0)∈ addHomA(T,T) = addB. Luego HomA(T,−)

aplica addT en addB. Asimismo,−⊗B T aplica addB en addT. Resulta de (1.1) que estos
funtores (restringidos a addT y addB, respectivamente) son cuasi–inversos. 2

Nota 1.3. (a) Una consecuencia inmediata de (1.2)(b) es queB = EndTA es básica si y so-
lamente si en la descomposiciónT =

⊕n
i=1Ti deT en sumandos directos indescomponibles,

se tieneTi 6∼= Tj parai 6= j.
(b) En analogı́a con (1.2)(a) tenemos que, paraP en addB y X ∈ modB, la aplicación

g 7→ g⊗T induce un isomorfismo HomB(X,P)
∼=
−→ HomA(X⊗B T,P⊗B T).

Probamos, a modo de corolario, una versión del famoso Teorema de Gabriel-Mitchell (que
nos será útil en la sección (III.6)). Recordamos que unA-móduloM se dicegenerado por
T si existe un epimorfismoTm → M, para algún enterom> 0. Se designa por GenT a la
subcategorı́a plena de modA formada por losA-módulos generados porT.

Ejemplo 1.4. Para todoA-móduloM, se tiene que HomA(T,M)⊗B T ∈ GenT. En efecto,
siendo HomA(T,M) un B- módulo finitamente generado, resulta que existe un epimorfismo
Bm → HomA(T,M), con m > 0. De aquı́ obtenemos un epimorfismoTm ∼= Bm⊗B T →
HomA(T,M)⊗T.

Corolario 1.5. SeanA una subcategorı́a abeliana plena demodA y T ∈ A un objeto
proyectivo tal queA = GenT. Sea B= EndTA. Entonces el funtorHomA(T,−) : A →
modB es una equivalencia de categorı́as.
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Demostracíon. Probaremos primero que el funtor HomA(T,−) es denso. SeaX un B-
módulo, y seanP0, P1 ∈ addB tales que hay una sucesión exacta

P1
g
−→ P0 → X → 0.

Sabemos por (1.2)(b) que existenT0, T1 ∈ addT y un morfismof : T1 → T0 tales queg =
HomA(T, f ). SeaM = Cokerf . Aplicando HomA(T,−) a la sucesión exacta

T1 → T0 → M → 0

obtenemos, dada la proyectividad deT enA , un diagrama conmutativo con filas exactas,

HomA(T,T1) HomA(T,T0) HomA(T,M) 0

P1 P0 X 0
u ∼= w u ∼= w u ww w w

del cual resulta lo enunciado.
Basta ahora demostrar que HomA(T,−) es fielmente pleno, esto es, que para todoM,

N ∈ A se tiene un isomorfismo

HomA(M,N) → HomB(HomA(T,M),HomA(T,N))

dado porf 7→ HomA(T, f ).
En virtud de (1.2)(a) sabemos que lo enunciado es válido siM ∈ addT. SeaM arbitrario.

ComoA = GenT, existe un epimorfismop : Tm → M, conm> 0. ComoA es abeliana,
L = Kerp pertenece aA , por lo que es a su vez generado porT. Se tiene ası́ una sucesión
exacta

T1 → T0 → M → 0

conT0,T1 ∈ addT. Se deduce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 // HomA(M,N) //

��

HomA(T0,N) //

∼=

��

HomA(T1,N)

∼=

��
0 // HomB(HomA(T,M),HomA(T,N)) // HomB(HomA(T,T0),HomA(T,N)) // HomB(HomA(T,T1),HomA(T,N))

lo que termina la demostración. 2

La hipótesis hecha en (1.5) es bastante restrictiva, y es claro que en general la subcategorı́a
GenT de modA no es equivalente a modB. Entonces es razonable preguntarse qué subcate-
gorı́as de modB son equivalentes a la subcategorı́a GenT de modA. Como uno desea que
los funtores HomA(T,−) y −⊗B T sean equivalencias cuasi inversas entre estas dos subcate-
gorı́as, un punto de partida posible serı́a tratar de determinar cuándo el morfismo funtorial
εM es un isomorfismo.

Para esto necesitamos una definición. SeaM un A-módulo. Elegimos un conjunto de
generadores{ f1, . . . , fd} del B-módulo finitamente generado HomA(T,M) y consideramos
el morfismo

f = [ f1, . . . , fd] : Td → M.
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Se dice quef es una addT -aproximacíon a derecha de M.

Lema 1.6. Sea M un A-ḿodulo y f : T0 → M unaaddT-aproximacíon a derecha de M (con
T0 ∈ addT). Entonces

(a) HomA(T, f ) : HomA(T,T0) → HomA(T,M)es un epimorfismo.
(b) f : T0 → M es un epimorfismo si y sólo si M est́a enGenT.

Demostracíon. (a) Resulta de la definición.
(b) Como la necesidad es evidente, probemos la suficiencia. SeaM ∈ GenT. Entonces

existe un epimorfismog : Tm → M, con m > 0. Por la definición def (ver (a)), existe
h : Tm → T0 tal queg = f h. Comog es sobreyectiva, también lo esf . 2

Es útil enunciar explı́citamente el dual. SeaM un A-módulo. Se elige un conjunto de
generadores{ f1, . . . , fd} del Bop-módulo finitamente generado HomA(M,T) y se considera
el morfismo

f =





f1
...
fd



 : M → Td.

Diremos quef es una addT-aproximacíon a izquierda de M.
Recordamos ahora que unA-móduloM se dicecogenerado por Tsi existe un monomor-

fismo M → Tm, con m > 0. Designamos por CogenT a la subcategorı́a plena de modA
formada por losA-módulos cogenerados porT. El lema siguiente es dual de 1.6.

Lema 1.7. Sean M un A-ḿodulo y f : M → T0 unaaddT–aproximacíon a izquierda de M
(con T0 ∈ addT). Entonces

(a) HomA( f ,T) : HomA(T0,T) → HomA(M,T) es un epimorfismo.
(b) f : M → T0 es un monomorfismo si y sólo si M est́a enCogenT. �

Proposición 1.8. Sea M un A-ḿodulo. EntoncesεM : HomA(T,M)⊗B T → M es un epimor-
fismo si y solamente si M∈ GenT.

Demostracíon. Supongamos queεM es un epimorfismo. Sabemos por (1.4) que
HomA(T,M)⊗BT ∈GenT. LuegoM ∈GenT. Recı́procamente, supongamos queM ∈GenT
y sea f : T0 → M, conT0 ∈ addT una addT -aproximación a derecha deM. En virtud de
(1.6)(b), f es sobreyectivo, por lo que hay una sucesión exacta corta

0→ L → T0
f
→ M → 0.

Aplicando el funtor HomA(T,−) y (1.6)(a), se obtiene otra sucesión exacta corta

0→ HomA(T,L) → HomA(T,T0)
HomA(T, f )
−−−−−−→ HomA(T,M) → 0.

Aplicando a continuación el funtor−⊗B T se obtiene un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,L)⊗B T HomA(T,T0)⊗B T HomA(T,M)⊗B T 0

0 L T0 M 0.

wu εL

wu εT0

wu εMw w w w
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Resulta de (1.1) queεT0 es un isomorfismo, de dondeεM es un epimorfismo. 2

Nota 1.9. (a) Supongamos que en la demostración precedente tuviéramosL ∈ addT. En-
tonces, en el diagrama,εL es un isomorfismo y por lo tantoεM también lo es. Tenemos ası́
que es condición suficiente para queεM sea un isomorfismo para todoM ∈ GenT, que el
núcleoL de una addT-aproximación a derecha esté en addT.

(b) El enunciado dual de 1.8 dice que el morfismo funtorialMA → HomBop(HomA(M,T),T)

definido porx 7→ (g 7→ g(x)) es inyectivo si y sólo siM ∈ CogenT. Nosotros no lo nece-
sitaremos, por lo que no lo demostramos aquı́.

Ejemplo 1.10. En toda esta sección no hacemos ninguna hipótesis sobre elA-móduloT. En
estas condiciones es difı́cil esperar una buena relación entre las categorı́as modA y modB.
Ası́, seak un cuerpo algebraicamente cerrado, yA el álgebra dada por el carcaj

2

1 3 5

4

����u ���� [[[̂u[[[̂
con todas las relaciones de conmutatividad posibles. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten
Γ(modA) deA está dado por

5
2 3 4

1

2
1

3 4
1 2 5

3 4
5
2

1 3
1

234
11

24
1

2 3 4
1 3 5

2 3 4
5

2 4
55

234
5
3 5

4
1

2 3
1 4 5

2 3
5
4

.

4444446[[℄ [[℄ [[℄ [[℄ [[[℄���� w[[[℄ w ��� w[[℄ w hhhhhhj���w[[℄ w ���w[[℄ w ���w[[℄ w��� ��� ��� ��� ����
TomemosT1 = 234

11 y T2 = 234
1 . EntoncesT = T1⊕T2 tiene exactamente dos sumandos di-

rectos indescomponibles no isomorfos. Entonces, por (1.2)(b), el carcaj deB = EndTA tiene
exactamente dos puntos. Veamos que dimkHomA(T1,T2) = 2. ComoA es de representación
finita, todo no isomorfismo entre módulos indescomponibleses suma de composiciones de
morfismos irreducibles (ver (I.3.5) ó [AuRS] (2.7.8) p.183). Como en el carcaj hay tres
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caminos deT1 aT2, la dimensión de HomA(T1,T2) es menor o igual que 3. Ahora bien, como
existe una sucesión exacta (que casi se parte)

0→ T1 → 34
1 ⊕ 24

1 ⊕ 23
1 → T2 → 0

entonces la suma de los tres caminos es cero, y además dos cualesquiera de ellos son lineal-
mente independientes porque sus imágenes tienen distintos factores de composición.

Esto prueba lo deseado.
De la misma manera resulta radEndT1 = 0, radEndT2 = 0 y HomA(T2,T1) = 0. Entonces,

tanto EndT1 como EndT2 son anillos de división. Comok es algebraicamente cerrado, tene-
mos que EndT1 = k y EndT2 = k. Por consiguiente,B es el álgebra de caminos del carcaj

◦ ◦ .oo
oo

Ésta es el álgebra de Kronecker, que es hereditaria y de representación infinita (ver [AuRS]
(VIII.7) p. 302). El álgebra de Kronecker es lo que se denomina un álgebra mansa, es decir
que es posible parametrizar sus módulos indescomponiblesde una dimensión dada. Por el
contrario, siT ′ = 234

1 ⊕ 5
234, se ve fácilmente que el carcaj deB′ = EndT ′

A es

◦ ◦ .oo
oooo

Este álgebra es lo que se llama un álgebra salvaje: su categorı́a de módulos contiene la cate-
gorı́a de módulos sobre cualquier álgebra arbitraria. Nopodemos entonces esperar obtener
una descripción completa de modB′. ComoA es de representación finita, las categorı́as de
módulos sobreA, B y B′ son muy diferentes.

2. PARES DE TORSÍON Y MÓDULOS INCLINANTES PARCIALES

En la sección precedente estudiamos la subcategorı́a GenT de modA. Resulta directa-
mente de la definición de esta subcategorı́a, que la misma escerrada por cocientes (imágenes
epimórficas). Es útil ver cuándo GenT es también cerrada por extensiones. En efecto, en este
caso, determina un par de torsión.

Definición (Dickson) Un par(T ,F ) de subcategorı́as aditivas plenas de modA es unpar
de torsíonsi:

(a) HomA(M,N) = 0 para todoM ∈ T y N ∈ F

(b) Si HomA(M,F) = 0 para todoF ∈ F , entoncesM ∈ T

(c) Si HomA(T,N) = 0 para todoT ∈ T , entoncesN ∈ F .

En otras palabras, es un par de subcategorı́as aditivas tales que no hay ningún morfismo
no nulo de la primera en la segunda, y son maximales con esta propiedad. Calcular un par
de torsión en modA nos da información sobre la dirección de los morfismos en modA. Las
subcategorı́asT y F , llamadas respectivamenteclase de torsíony clase sin torsíon, tienen
caracterizaciones intrı́nsecas.

Proposición 2.1. (a) SeaT una subcategorı́a aditiva plena demodA. Existe una subcate-
goŕıa F tal que(T ,F ) es un par de torsión si y solamente siT es cerrada por cocientes
y extensiones.
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(b) SeaF una subcategorı́a aditiva plena demodA. Existe una subcategorı́a T tal que
(T ,F ) es un par de torsión si y solamente siF es cerrada por subḿodulos y extensiones.
(c) Si (T ,F ) es un par de torsión demodA, entonces para todo ḿodulo M existe una
sucesíon exacta corta

0→ tM → M → M/tM → 0

con tM∈ T y M/tM ∈ F , única en el sentido que toda sucesión exacta corta

0→ L → M → N → 0

con L∈ T y N∈ F es isomorfa a la precedente.

Demostracíon. (a) Supongamos queT es la clase de torsión de un par de torsión(T ,F ) y
conside-remos una sucesión exacta corta

0→ M′ → M → M′′ → 0

de modA. Aplicando el funtor HomA(−,F), con F ∈ F , se tiene una sucesión exacta a
izquierda

0→ HomA(M′′,F) → HomA(M,F) → HomA(M′,F).

Ahora, M ∈ T implica HomA(M,F) = 0 para todoF ∈ F , de donde HomA(M′′,F) = 0
para todoF ∈ F y por lo tantoM′′ ∈ T . LuegoT es cerrada por cocientes. De la misma
manera,M′,M′′ ∈ T implicaM ∈ T .

Recı́procamente, seaT una subcategorı́a cerrada por cocientes y extensiones. Para todo
módulo M, seatM la traza de T en M, esto es, la suma de las imágenes de todos los
morfismos de objetos deT enM:

tM = ∑{Imφ | φ : T → M, T ∈ T }.

Resulta de la hipótesis quetM ∈ T y, más aún, quetM es el mayor submódulo deM que
está enT . En particular, se tiene queM ∈ T si y solamente siM = tM. Se tiene ası́ una
sucesión exacta corta

0→ tM → M → M/tM → 0. (∗)

Afirmamos quet(M/tM) = 0. En efecto, pongamost(M/tM) = M′/tM, dondeM′ es un
submódulo deM que contiene atM. La hipótesis queT es cerrada por extensiones y la
sucesión exacta corta

0→ tM → M′ → M′/tM → 0

implican queM′ ∈ T . Pero entoncesM′ ⊆ tM y t(M/tM) = M′/tM = 0, lo que prueba lo
afirmado.

Escribamos ahoraF = {M ∈ modA| tM = 0}. En particular, para todoA-móduloM se
tieneM/tM ∈ F . Veamos que(T ,F ) es un par de torsión. SeanM ∈ T , N ∈ F . Si un
morfismo f : M → N es no nulo, también lo es la aplicación inducidaM = tM → Im f , de
dondetN 6= 0, lo que es una contradicción. Entonces HomA(M,N) = 0. Supongamos ahora
que Hom(M,F) = 0 para todoF ∈ F . Entonces de la sucesión (∗) arriba obtenida resulta
queM/tM = 0 y por lo tantoM = tM ∈ T . De manera análoga se demuestra la última
condición.

(b) Resulta de (a) por dualidad.
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(c) Hemos probado la existencia de la sucesión (∗). Falta probar la unicidad. Sea

0→ L → M → N → 0

una sucesión exacta conL∈T y N∈F . ComotM es el mayor submódulo deM pertenecien-
te aT , se tiene una inyecciónj : L → tM y por lo tanto un diagrama conmutativo con filas
exactas

0 L M N 0

0 tM M M/tM 0 .

w wu j wu id wu gw w w w
Del lema de la serpiente se tiene que Kerg∼= tM/L ∈ T . ComoN ∈ F y (T ,F ) es un par
de torsión, se tiene que Kerg = 0. LuegotM ∼= L y por consiguienteN ∼= M/tM.

2

La sucesión exacta de (c) se dicecańonica. Una consecuencia inmediata de la existencia
de sucesiones canónicas es que unA-módulo simple está o bien enT , o bien enF .

Es claro que, siT es arbitrario, no hay razón para que GenT sea una clase de torsión, es
decir, sea cerrada por extensiones (por ejemplo, siA está dada por un carcaj que contiene una
flechax→ y , entonces Gen(Sx⊕Sy) no es cerrado por extensiones). Daremos una condición
suficiente para que éste sea el caso.

Lema 2.2. Sea T un A-ḿodulo tal queExt1A(T,M) = 0 para todo M∈ GenT . Entonces
GenT es una clase de torsión. Adeḿas, la clase sin torsión correspondiente es{M ∈
modA| HomA(T,M) = 0}.

Demostracíon. Para demostrar la primera afirmación basta probar que GenT es cerrado por
extensiones. Sea 0→ L → M → N → 0 una sucesión exacta corta conL,N ∈ GenT. Como
Ext1A(T,L) = 0, el funtor HomA(T,−) induce una sucesión exacta

0→ HomA(T,L) → HomA(T,M) → HomA(T,N) → 0

y obtenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

HomA(T,L)⊗B T HomA(T,M)⊗B T HomA(T,N)⊗B T 0

0 L M N 0.

wu εL

wu εM u εN

ww w w w
Sabemos por (II, 1.8 ) queεL y εN son epimorfismos. EntoncesεM también lo es, o sea

M ∈ GenT.
SeaM sin torsión. ComoT ∈ GenT, se tiene que HomA(T,M) = 0. Recı́procamente, sea

M tal que HomA(T,M) = 0, y seaL ∈ GenT. Entonces existe un epimorfismoTm → L, con
m> 0. Por lo tanto HomA(L,M) = 0, de dondeM es sin torsión. 2

Como mencionamos anteriormente, buscamos módulos “próximos” a los generadores.
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Definición. Un móduloT se diceinclinante parcialsi satisface las dos condiciones si-
guientes:

(T1) dpT ≤ 1
(T2) Ext1A(T,T) = 0.

Por ejemplo, todo módulo proyectivo es inclinante parcial.
La noción dual es la demódulo coinclinante parcial. Ası́, unA-móduloT se dice coin-

clinante parcial si diT ≤ 1 y Ext1A(T,T) = 0. Es evidente queT es unA-módulo inclinante
parcial si y sólo siDT es unAop-módulo coinclinante parcial. Estas dos nociones (inclinante
y coinclinante parcial) coinciden evidentemente siA es un álgebra hereditaria.

Lema 2.3. Sea T un A-ḿodulo tal quedpT ≤ 1. Entonces T es inclinante parcial si y sólo
si Ext1A(T,M) = 0 para todo M∈ GenT.

Demostracíon. Supongamos queT es inclinante parcial y seaM ∈ GenT. Entonces existe
una sucesión exacta corta

0→ L → Tm → M → 0,

conm> 0. Como dpT ≤ 1 se obtiene un epimorfismo

Ext1A(T,Tm) → Ext1A(T,M) → 0.

Luego Ext1A(T,T) = 0 implica Ext1A(T,M) = 0 paraM ∈ GenT. La recı́proca es inmediata.
2

Una consecuencia directa del lema es que todo módulo inclinante parcial induce un par de
torsión(T0(T),F0(T)), conT0(T) = GenT y F0(T) = {M ∈ modA| HomA(T,M) = 0}.

Existe una terminologı́a para esto, debida a Auslander y Smalφ .

Definición. SeaC una subcategorı́a aditiva plena de modA, cerrada por extensiones. En-
tonces un objetoM deC se dice

(a) Ext-proyectivo enC si Ext1A(M,C) = 0 para todoC∈ C .
(b) Ext-inyectivo enC si Ext1A(C,M) = 0 para todoC∈ C .

El Lema 2.3 se reformula diciendo que siT es un módulo inclinante parcial, entonces es
Ext-proyectivo en GenT (que es cerrado por extensiones, por (2.2)). En consecuencia, todo
objeto no nuloT0 ∈ addT es también Ext-proyectivo en GenT.

El lema siguiente, debido también a Auslander y Smalφ , facilita el cálculo de los Ext-
proyectivos y de los Ext-inyectivos.

Lema 2.4. Sea(T ,F ) un par de torsíon.
(a)Si L∈ T es indescomponible, entonces L esExt-proyectivo enT si y śolo siτL ∈ F .
(b) Si N∈ F es indescomponible, entonces N esExt-inyectivo enF si y śolo si τ−1N ∈

T .

Demostracíon. Probaremos sólo (a), pues (b) es dual.
SupongamosτL ∈ F y M ∈ T . La fórmula de Auslander-Reiten da:

Ext1A(L,M) ∼= DHomA(M,τL) ⊆ DHomA(M,τL) = 0.
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Recı́procamente, seaL ∈ T un indescomponible Ext-proyectivo enT y consideremos la
sucesión canónica paraτL en el par de torsión(T ,F )

0→ t(τL)
i
−→ τL

p
−→ τL/t(τL) → 0.

Si τL /∈ F entoncesp no es un isomorfismo y por lo tanto no es una sección. Pero entonces

la sucesión que casi se parte 0→ τL
f
−→ E

g
−→ L → 0 induce un diagrama conmutativo con

filas y columnas exactas

0 0

0 t(τL) F L 0

0 τL E L 0

τL/t(τL) τL/t(τL)

0 0 .

u uw wf ′u i wg′u h wu =w wfu p wgu ww=u u
Comot(τL)∈T y L es Ext-proyectivo enT , la sucesión de arriba se parte. Entonces existe
g′′ : L → F tal queg′g′′ = idL. Por lo tanto,g(hg′′) = (gh)g′′ = g′g′′ = idL y la sucesión que
casi se parte, se parte, lo que es absurdo. 2

En particular, siT es inclinante parcial, entoncesτT ∈ F0(T).
Volviendo al Lema 2.3, vemos que resulta de su demostraciónque, siT es un módulo in-

clinante parcial, entonces GenT ⊆ {M |Ext1A(T,M) = 0}. Probaremos ahora que este último
conjunto es también una clase de torsión que contiene aT0(T).

Lema 2.5. Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces la claseT1(T) = {M ∈ modA|
Ext1A(T,M) = 0} es una clase de torsión que contiene aT0(T).

Demostracíon. Basta demostrar queT1(T) es cerrada por cocientes y extensiones. Sea
entonces 0→ M′ → M → M′′ → 0 una sucesión exacta corta. Como dpT ≤ 1 se obtiene una
sucesión exacta

Ext1A(T,M′) → Ext1A(T,M) → Ext1A(T,M′′) → 0.

Por lo tanto,M ∈ T1(T) implicaM′′ ∈ T1(T). De la misma manera,M′,M′′ ∈ T1(T) impli-
canM ∈ T1(T). Por 2.3 tenemos queT0(T) ⊆ T1(T). 2
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ComoT es evidentemente Ext-proyectivo enT1(T), resulta de (2.4) queτT pertenece a
la clase sin torsión correspondienteF1(T). En realidad, se puede demostrar queF1(T) es
la clase Cogen(τT) de todos los módulos cogenerados porτT: la demostración es dual de la
de (2.2), utilizando la observación (II.1.9)(b). Nosotros no las necesitaremos aquı́.

Antes de pasar a los ejemplos necesitaremos algunas observaciones sobre los módulos
inclinantes parciales que son fieles. La razón es que, si bien unA-módulo inyectivoI está in
T1(T), no siempre sucede queI esté también enT0(T). Veremos que éste es el caso cuando
T es fiel. Recordamos que unA-móduloM se dicefiel si su anulador AnnM = {a∈ A|Ma=
0} es nulo.

Lema 2.6. Sea M un A-ḿodulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) MA es fiel.
(b) TodaaddM-aproximacíon a izquierda AA → Md es inyectiva.
(c) AA ∈ CogenM.
(d) DAA ∈ GenM.

Demostracíon. (a) implica (b). SeaM un A-módulo fiel. Elijamos un conjunto{ f1, . . . , fd}

de generadores del EndMA
op-módulo HomA(A,M) y sea f =

[

f1
.
.
.
fd

]

: A → Md una addM-

aproximación a izquierda. Supongamos quea ∈ Ker f y x ∈ M. El isomorfismo canónico
M ∼= HomA(A,M) da un morfismohx : A→ M tal quex = hx(1). La definición def implica
quehx se factoriza porf . Entoncesf (a) = 0 implicahx(a) = 0, es decirxa= 0. Comox es
arbitrario se tiene queMa = 0, de dondea = 0.

(b) implica (c). Es trivial.
(c) implica (a). Seang : A → Md un monomorfismo ya ∈ A tal queMa = 0. Entonces

g(a) = g(1)a = 0 implicaa = 0.
(d) es equivalente a (c). En efecto, paraa ∈ A, se tiene queMa = 0 si y solamente si

aDM = 0. LuegoMA es fiel si y solamente siAA ∈ Cogen(ADM), ó equivalentemente,
DAA ∈ GenMA. 2

Supongamos queT es un módulo inclinante parcial. Entonces, como dpT ≤ 1, por (I.2.7)
se tiene que HomA(T,τT) ∼= DExt1A(T,T) = 0. SiT es fiel la recı́proca también vale:

Lema 2.7. Sea T un A-ḿodulo. Si T es inclinante parcial entoncesHomA(T,τT) = 0. Si T
es fiel, la rećıproca tambíen vale .

Demostracíon. Si T es fiel existe, por (2.6), un epimorfismoTm → DA, conm> 0. Apli-
cando HomA(−,τT) se obtiene un monomorfismo

0→ HomA(DA,τT) → HomA(Tm,τT).

Como HomA(T,τT) = 0, se deduce que HomA(DA,τT) = 0, de donde dpT ≤ 1. Finalmente,
Ext1A(T,T) ∼= DHomA(T,τT) = 0. 2

En particular, un módulo inclinante parcial fielT induce un par de torsión(T0(T),F0(T))
conT0(T) = GenT y F0(T) = {M | HomA(T,M) = 0}. Resulta entonces de la fidelidad de
T queDA∈ T0(T).
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Una consecuencia es que todo proyectivo-inyectivo pertenece a addT: en efecto, si hubiera
un módulo proyectivoP ∈ GenT, existirı́a un epimorfismoTm → P con m > 0, que debe
partirse, puesP es proyectivo, y por lo tantoP∈ addT.

Ejemplo 2.8. SeaA dada por el carcaj

◦ 4

γ
��

◦
1

◦
2β

oo ◦
3

α
oo

con relaciónαβ = 0. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

3
2 4

1 2 34
2

2
1

4
2 3

4
2
1

.

[[[℄[[[℄ [[[℄���� [[[℄����[[[℄���� ��������
El móduloT =

4
2
1

es inclinante parcial (por ser proyectivo). Es fácil calcular los indescom-

ponibles generados porT: son
4
2
1

, 4
2 y 4. Por lo tanto,T0(T) = add{

4
2
1
, 4

2, 4}. La clase

sin torsiónF0(T) es igualmente fácil de calcular, pues contiene solamente alos módulosM
tales queMe4 = 0. Esto daF0(T) = add{1, 2

1, 2, 3
2, 3}. Ilustramos esto ası́:

dondeT0(T) se describe por y F0(T) por . El único módulo indescomponible
que no es ni de torsión ni sin torsión es3 4

2 , y su sucesión canónica es 0→ 4
2 → 3 4

2 → 3→ 0,
dado que3 4

2 ∈ T0(T) y 3∈ F0(T).

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008



i i

i i

35

Observamos que los Ext-proyectivos enT0(T) indescomponibles son
4
2
1
, 4

2 y 4, puesto

que todos están enT0(T) y τ 4
2
1

= 0, τ 4
2 = 2

1,τ4 = 3
2 están enF0(T). Calculamos ahora

(T1(T),F1(T)). ComoM ∈T1(T) si y sólo si Ext1A(T,M)= 0, se tiene queT1(T) = modA,
en tanto queF1(T) = {0}.

SeaT ′ =
4
2
1
⊕ 3 4

2 . EntoncesT ′ es fiel. En efecto, para probar queAA ∈ CogenT ′, basta

probar que para todoA-módulo proyectivo indescomponiblePx existe un monomorfismo

Px → T ′
0, con T ′

0 ∈ addT, lo que vale pues hay monomorfismos 1→ 2
1 →

4
2
1
, 3

2 → 3 4
2 , y

4
2
1
, 3 4

2 ∈ addT ′. Por otro lado, se tiene que HomA(T′,τT ′) ∼= HomA(T ′,2) = 0 de donde

resulta, en virtud de (2.7), queT ′ es un módulo inclinante parcial.

Los indescomponibles generados porT ′ son {
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 ,4, 3}. Por lo tanto,T0(T ′) =

add{
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 , 4, 3}. En cuanto aF0(T′) = {M | HomA(T′,M) = 0}, como en un álgebra de

representación finita todo morfismo es suma de composiciones de morfismos irreducibles,
tenemos que todo módulo indescomponibleM tal que no existe ningún camino (de un
sumando directo) deT ′ en M en Γ(modA) pertenece aF0(T ′). Luego add{1, 2

1, 2, 3
2} ⊆

F0(T ′). Como los otros indescomponibles están enT0(T′), se tiene queF0(T ′) = add{1, 2
1,

2, 3
2}. Representamos esto en la figura siguiente

donde, una vez más, la clase de torsión se designa y la clase sin torsión . En
este ejemplo todo indescomponible es, o bien de torsión, o bien sin torsión. Se dice entonces
queel par de torsíon es escindido. Daremos abajo una caracterización de pares de torsión
escindidos.

Aquı́, los Ext-proyectivos indescomponibles deT0(T ′) son
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 y 4.

Calculemos ahora(T1(T ′),F1(T′)). Tenemos queM ∈T1(T′) si y sólo si HomA(M,2) =
HomA(M,τT′) ∼= DExt1A(T′,M) = 0, es decir si y sólo si 2 no es un sumando directo de

M/radM. Por consiguiente,T1(T ′) = add{1, 3
2,

4
2
1
, 4

2, 3 4
2 , 3, 4}. En cuanto aF1(T ′) =

{M ∈modA| HomA(L,M) = 0 para todoL∈T1(T′)}, se ve enseguida queF1(T ′) = add{2}
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(en efecto, se tiene un morfismo 1→ 2
1 con 1∈ T1(T′)). Representamos esto en la figura

siguiente

.

La sucesión canónica correspondiente al módulo indescomponible2
1, el único que no está

enT1(T ′) ni enF1(T ′), es
0→ 1→ 2

1 → 2→ 0

porque 1∈ T1(T ′) y 2∈ F1(T′).

Finalmente, los Ext-proyectivos indescomponibles de torsión son 1,
4
2
1
, 3 4

2 y 3
2 (pero no4

2:

en efecto,τ 4
2 = 2

1 /∈ F1(T ′)).
Según lo prometido, terminaremos con algunos comentariossobre los pares de torsión

escindidos.

Definición. Un par de torsión(T ,F ) se diceescindidosi cadaA-módulo indescomponible
pertenece, o bien aT , o bien aF .

Éste es el caso, por ejemplo, del par(T0(T ′),F0(T ′)) en el ejemplo arriba. La siguiente
caracterización nos será de utilidad.

Proposición 2.9. Sea(T ,F ) un par de torsíon demodA. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

(a) (T ,F ) es escindido.
(b) Para todo A-ḿodulo M, la sucesíon cańonica se parte.
(c) τ−1M ∈ T , para todo M∈ T .
(d) τN ∈ F , para todo N∈ F .

Demostracíon. (a) implica (c). Sea

0→ M → E → τ−1M → 0

la sucesión que casi se parte que comienza enM. Como para todo sumando directo indes-
componibleE′ deE se tiene que HomA(M,E′) 6= 0, entoncesM ∈T implicaE′ /∈F . Luego
E′ ∈ T , por hipótesis. Por consiguiente,E ∈ T y entoncesτ−1M ∈ T .

(c) implica (b). Sea

0→ tM → M → M/tM → 0
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la sucesión canónica paraM. Entonces Ext1A(M/tM, tM) ∼= DHomA(τ−1(tM),M/tM) ⊆
DHomA(τ−1(tM),M/tM) = 0, puesτ−1(tM) ∈ T . Luego la sucesión se parte.

(b) implica (a). SeaM un A-módulo indescomponible. La hipótesis implica queM =
tM⊕M/tM. Pero entonces, o bienM ∼= tM ∈ T , o bienM ∼= M/tM ∈ F .

De manera análoga se demuestra la equivalencia de estas condiciones con (d). 2

Es fácil ver que la condición (b) equivale a la siguiente:
(b’) Ext1A(M,N) = 0 para todoM ∈ F , N ∈ T .

Esto resulta de la unicidad de la sucesión canónica (ver (2.1)).
Los pares de torsión escindidos serán particularmente útiles en el capı́tulo siguiente.

3. MÓDULOS INCLINANTES

Definición. Un A-módulo inclinante parcialT se diceinclinantesi satisface la propiedad
adicional

(T3) Existe una sucesión exacta corta

0→ AA → T ′
A → T ′′

A → 0

conT ′,T ′′ ∈ addT.

Recordamos queT es inclinante parcial si dpT ≤ 1 y Ext1A(T,T) = 0. Por ejemplo, todo
progenerador es un módulo inclinante.

La noción dual es la demódulo coinclinante. Ası́, un A-módulo T es coinclinante si
diT ≤ 1, Ext1A(T,T) = 0 y existe una sucesión exacta

0→ T ′′
A → T ′′

A → DAA → 0

conT ′
A, T ′′

A ∈ addT. Es claro que unA-móduloT es inclinante si y sólo siDT es coinclinante.
Finalmente, siA es hereditaria, todo módulo inclinante es coinclinante y recı́procamente.

Puede interpretarse que los axiomas de módulo inclinante significan que un módulo in-
clinante es “bastante próximo” al móduloAA. Una condición suficiente para que (T3) sea
verificada es que, para todoA-módulo proyectivo indescomponibleP, exista una sucesión
exacta corta

0→ P→ T ′ → T ′′ → 0

conT ′,T ′′ ∈ addT. No es inmediatamente evidente que esta condición sea igualmente nece-
saria. Probaremos esto más adelante en (3.8).

Una consecuencia directa del axioma (T3) y de (II.2.6) es que todo módulo inclinante es
fiel. Se deduce una primera caracterización de los módulosinclinantes.

Lema 3.1. Un A-ḿodulo T es inclinante si y sólo siHomA(T,τT) = 0 y T satisface(T3).

Demostracíon. En efecto, siT es inclinante, dpT ≤ 1 y luego HomA(T,τT) ∼= DExt1A(T,T)
= 0. Recı́procamente, siT satisface (T3) entonces es fiel. Luego, por (II.2.7), es inclinante
parcial y, por lo tanto, inclinante. 2

Por otra parte, no es válido en general que un módulo inclinante parcial fiel es inclinante.
Ası́, el módulo fielT ′ del Ejemplo (2.8) no es inclinante, como veremos más adelante.
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Necesitamos el lema siguiente.

Lema 3.2. Sean M,T ∈ modA . Entonces existe una sucesión exacta corta

(∗) 0→ M → E → T0 → 0

con T0 ∈ addT, tal que el morfismo de conexiónδ : HomA(T,T0)→ Ext1A(T,M) inducido por
el funtorHomA(T,−) es sobreyectivo.

Demostracíon. Si Ext1A(T,M) = 0 el lema es trivial. Supongamos entonces que Ext1
A(T,M)

6= 0 y sea{e1, . . . ,ed} un conjunto de generadores del EndTA-módulo Ext1A(T,M).
Representamos a cadaei por una sucesión exacta:

0→ M
fi
−→ Ei

gi
−→ T → 0.

El morfismo codiagonalk = [idM, . . . , idM] : Md → M induce un diagrama conmutativo con
filas exactas

0 // M
fi //

u′i
��

Ei

ui
��

gi // T //

u′′i
��

0

0 // Md
f

//

k
��

⊕d
i=1Ei

g
//

v

��

Td //

id
Td

��

0

0 // M
f ′

// E
g′

// Td // 0

dondeui ,u′i,u
′′
i son las inclusiones respectivas en la coordenadai-ésima y f ,g son las apli-

caciones inducidas en la suma directa. Comoku′i = idM, del precedente se deduce otro
diagrama conmutativo con filas exactas:

0 // M
fi // Ei

vui

��

gi // T //

u′′i
��

0

0 // M
f ′

// E
g′

// Td // 0. (∗)

Si e designa al elemento de Ext1
A(Td,M) representado por la sucesión (∗) de abajo, este

último diagrama se expresa diciendo queei = Ext1A(u′′i ,M)e= δ (u′′i ) para cadai. Luegoδ
es sobreyectiva y la sucesión(∗) satisface lo pedido. 2

Una consecuencia inmediata de (3.2) es el llema siguiente, llamado Lema de Bongartz,
que dice que todo módulo inclinante parcial puede ser completado a un módulo inclinante.

Lema 3.3. (Bongartz)Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces existe un módulo E tal
que T⊕E es inclinante.

Demostracíon. Aplicando (3.2), existe una sucesión exacta

(∗) 0→ A→ E → T0 → 0

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008



i i

i i

39

tal queT0 ∈ addT y el morfismo de conexiónδ : HomA(T,T0) → Ext1A(T,A) inducido por el
funtor HomA(T,−) es sobreyectivo. Aplicando HomA(T,−) a (∗) se obtiene una sucesión
exacta

. . .HomA(T,T0)
δ
−→ Ext1A(T,A) → Ext1A(T,E) → Ext1A(T,T0) = 0.

Comoδ es sobreyectivo, resulta que Ext1
A(T,E) = 0.

Si se aplican sucesivamente los funtores HomA(−,T) y HomA(−,E) a la sucesión (∗) se
obtienen análogamente sucesiones exactas

0 = Ext1A(T0,T) → Ext1A(E,T) → Ext1A(A,T) = 0

y

0 = Ext1A(T0,E) → Ext1A(E,E) → Ext1A(A,E) = 0.

Luego Ext1A(T ⊕E,T ⊕E) = 0. Como dpT ≤ 1, la sucesión exacta (∗) da también dpE ≤ 1.
Finalmente, la sucesión (∗) es la sucesión de (T3). Esto prueba queT ⊕E es un módulo
inclinante, como querı́amos. 2

Es importante observar que hemos probado que, para toda sucesión exacta

0→ A→ E → T0 → 0

conT0 ∈ addT tal que el morfismo de conexiónδ : HomA(T,T0) → Ext1A(T,A) es sobreyec-
tivo, el móduloT ⊕E es inclinante. Cada tal sucesión se dice unasucesíon de Bongartzpara
T, y el móduloE se dice uncomplemento de BongartzdeT.

La consecuencia más notable del Lema de Bongartz es que un m´odulo inclinante parcial
es inclinante si y sólo si el número de clases de isomorfismode sumandos indescomponibles
deT es igual al rango del grupo de GrothendieckK0(A) deA, es decir al número de clases
de isomorfismo deA-módulos simples (en virtud de I.1.4). Probaremos este resultado en
(II.5.6).

Corolario 3.4. Sea E un complemento de Bongartz del módulo inclinante parcial T . En-
toncesT1(T) = T1(T ⊕E).

Demostracíon. Es claro que, para unA-móduloM, la condición Ext1A(T⊕E,M) = 0 implica
Ext1A(T,M) = 0. LuegoT1(T ⊕E) ⊆ T1(T).

Recı́procamente, seanM ∈ T1(T) y

0→ A→ E → Td → 0

una sucesión de Bongartz paraT. Aplicando el funtor HomA(−,M) resulta una sucesión
exacta

0 = Ext1A(Td,M) → Ext1A(E,M) → Ext1A(A,M) = 0.

Luego Ext1A(E,M)= 0 y por lo tanto Ext1A(T⊕E,M)= 0. Esto muestra queT1(T) =T1(T⊕
E). 2

El teorema siguiente da varias caracterizaciones equivalentes de los módulos inclinantes.
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Teorema 3.5.Sea T un A-ḿodulo inclinante parcial. Las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

(a)T es un ḿodulo inclinante.
(b) T0(T) = T1(T).
(c) Para todo M∈ T1(T) existe una sucesión exacta

. . . → T2 → T1 → T0 → M → 0

con Ti ∈ addT para todo i.
(d) L es Ext-proyectivo enT1(T) si y śolo si L∈ addT.

Demostracíon. (a) implica (b). Sabemos ya, por (II. 2.5), queT0(T) ⊆ T1(T). Recı́proca-
mente, seanM ∈ T1(T) y

0→ tM → M → M/tM → 0

la sucesión canónica deM en el par de torsión(T0(T),F0(T)). ComoM/tM ∈ F0(T), se
tiene que HomA(T,M/tM) = 0. Por otro lado, el funtor HomA(T,−) da una sucesión exacta

Ext1A(T,M) → Ext1A(T,M/tM)→ 0

puesto que dpT ≤ 1. Luego Ext1A(T,M) = 0 implica Ext1A(T,M/tM) = 0. Apliquemos ahora
el funtor HomA(−,M/tM) a la sucesión exacta del axioma (T3)

0→ AA → T ′
A → T ′′

A → 0

conT ′,T′′ ∈ addT. Esto da una sucesión exacta

0 = HomA(T ′,M/tM) → HomA(A,M/tM)→ Ext1A(T ′′,M/tM) = 0.

Por lo tanto,M/tM ∼= HomA(A,M/tM) = 0. LuegoM = tM ∈ T0(T).
(b) implica (c). SeaM ∈ T1(T) = T0(T). Comenzamos probando la existencia de una

sucesión exacta
0→ L → T0 → M → 0

conT0∈addT y L∈T1(T). ComoM ∈GenT, resulta de (II.1.6) que una addT-aproximación
f : T0 → M, conT0 ∈ addT, es sobreyectiva. PongamosL = Ker f y apliquemos el funtor
HomA(T,−) a la sucesión exacta corta

0→ L → T0
f
−→ M → 0.

Obtenemos una sucesión exacta

. . .HomA(T,T0)
HomA(T, f )
−−−−−−→ HomA(T,M)→ Ext1A(T,L) → Ext1A(T,T0) = 0.

Dado quef es una addT-aproximación, el morfismo HomA(T, f ) es sobreyectivo. Luego
Ext1A(T,L) = 0. Esto prueba entonces queL ∈ T1(T) = T0(T). El enunciado de (c) se
obtiene entonces por recurrencia.

(c) implica (d). Supongamos queL ∈ addT. Entonces es claro queL es Ext-proyectivo en
T1(T) = {M | Ext1A(T,M) = 0}. Recı́procamente, supongamos queL es Ext-proyectivo en
T1(T). Por (c) sabemos que existe una sucesión exacta

0→ L′ → T0 → L → 0
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conT0 ∈ addT y L′ ∈ T1(T). ComoL es Ext-proyectivo enT1(T), se tiene Ext1A(L,L′) = 0.
Luego esta sucesión se parte yL ∈ addT.

(d) implica (a). Sea 0→ A→ E → T0 → 0 una sucesión de Bongartz paraT. Para probar
que T es inclinante basta probar queE ∈ addT. En virtud de (d), esto se reduce a pro-
bar queE es Ext-proyectivo enT1(T). En efecto, comoT ⊕E es inclinante, se tiene que
Ext1A(T,E)= 0, de dondeE ∈T1(T). SeaM ∈T1(T). Aplicando HomA(−,M) a la sucesión
de Bongartz encontramos una sucesión exacta

0 = Ext1A(T0,M) → Ext1A(E,M) → Ext1A(A,M) = 0,

de donde Ext1A(E,M) = 0, probando lo deseado. 2

Por lo tanto, siT es unA-módulo inclinante, las clases de torsiónT0(T) y T1(T) coinci-
den. NotaremosT (T) = T0(T) = T1(T) y F (T) = F0(T) = F1(T). Ası́, el par de torsión
inducido es(T (T),F (T)).

Extraeremos ahora algunas consecuencias de 3.5.

Corolario 3.6. Sean T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces:
(a) El funtorHomA(T,−)|T (T) preserva sucesiones exactas cortas.

(b) El funtorExt1A(T,−)|F (T) preserva sucesiones exactas cortas.

Demostracíon. (a) Sea 0→ L → M → N → 0 una sucesión exacta deT (T). Como
Ext1A(T,L) = 0 se tiene una sucesión exacta en modB

0→ HomA(T,L) → HomA(T,M)→ HomA(T,N) → 0.

(b) es similar, teniendo en cuenta el hecho que Ext2
A(T,−) = 0. 2

Corolario 3.7. Sean T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces M∈ T (T) si y śolo
si εM : HomA(T,M)⊗B T → M es un isomorfismo.

Demostracíon. La suficiencia resulta de (II.1.8). Probemos la necesidad.SeaM ∈ T (T).
Existe, por (3.5)(c), una sucesión exacta

0→ K → T1 → T0 → M → 0

conT1,T0 ∈ addT y K ∈ T (T). Utilizando (3.6), obtenemos una sucesión exacta

HomA(T,T1) → HomA(T,T0) → HomA(T,M) → 0.

Aplicando el funtor exacto a derecha−⊗B T tenemos un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,T1)⊗B T −−−→ HomA(T,T0)⊗B T −−−→ HomA(T,M)⊗B T −−−→ 0

εT0





y

εT1





y

εM





y

T1 −−−→ T0 −−−→ M −−−→ 0.

Sabemos por (II.1.1) queεT0,εT1 son isomorfismos y, por lo tanto,εM también lo es. 2
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Corolario 3.8. Un módulo inclinante parcial T es inclinante si y sólo si para todo A-ḿodulo
proyectivo indescomponible P existe una sucesión exacta

0→ P→ T ′
0 → T ′′

0 → 0
con T′0, T ′′

0 ∈ addT.

Demostracíon. Siendo la suficiencia evidente, probemos la necesidad. SiT es inclinante,
existe una sucesión exacta 0→ A→ T ′ → T ′′ → 0 conT ′,T′′ ∈ addT. Entonces una retrac-
ción p : AA → P induce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 −−−→ A −−−→ T ′ −−−→ T ′′ −−−→ 0

p




y

f





y

∥

∥

∥

0 −−−→ P −−−→ F −−−→ T ′′ −−−→ 0.
Basta demostrar queF ∈ addT. Comop es sobreyectivo entoncesf también lo es, de donde
F ∈ T (T). SeaM ∈ T (T). Entonces HomA(−,M) aplicado a la sucesión de abajo induce
una sucesión exacta

0 = Ext1A(T ′′,M) → Ext1A(F,M) → Ext1A(P,M) = 0.

Luego Ext1A(F,M) = 0. Del teorema resulta queF ∈ addT. 2

Corolario 3.9. Sea T un A-ḿodulo inclinante. Entonces L∈ addT si y śolo si L∈ T (T) y
τL ∈ F (T).

Demostracíon. El resultado es consecuencia del teorema y de (II.2.4). 2

Nota 3.10.SeaT unA-módulo inclinante. Se sabe que los Ext-proyectivos deT (T) son los
objetos de addT. Por otro lado, los Ext-inyectivos deT (T) coinciden con losA-módulos
inyectivos. En efecto, es claro que, como todos losA-módulos inyectivos indescomponibles
están enT (T), entonces son Ext-inyectivos en esta subcategorı́a. Recı́procamente, siM es
unA-módulo Ext-inyectivo deT (T), seaj : M → I una cápsula inyectiva y consideremos la
sucesión exacta

0→ M → I → I/M → 0.

ComoI ∈T (T), tambiénI/M ∈T (T), Por lo tanto Ext1A(I/M,M) = 0 y la sucesión prece-
dente se parte. LuegoM es inyectivo.

A continuación probaremos que un módulo inclinante es un módulo inclinante parcial que
tiene un número maximal de sumandos indescomponibles no isomorfos.

Corolario 3.11. Un A-ḿodulo T es inclinante si y sólo si es un ḿodulo inclinante parcial
tal que, para cada ḿodulo E tal que T⊕E es inclinante parcial, tenemos E∈ addT.

Demostracíon. La suficiencia es fácil: seanT un módulo inclinante parcial que verifica
la condición del enunciado, yE un complemento de Bongartz paraT. EntoncesT ⊕E es
inclinante y, en particular, es inclinante parcial. Por hipótesis tenemos queE ∈ addT. Luego
T es inclinante.
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Recı́procamente, seanT unA-módulo inclinante yE tales queT⊕E es inclinante parcial.
En particular, Ext1A(T,E) = 0 implicaE ∈ T (T). SeaM ∈ T (T). ComoT es inclinante,
existe un epimorfismof : T0 → M, conT0 ∈ addT. Como dpE ≤ 1, tenemos un epimorfismo
Ext1A(E, f ) : Ext1A(E,T0) → Ext1A(E,M). Entonces Ext1A(E,T) = 0 implica Ext1A(E,M) = 0.
Por lo tantoE es Ext-proyectivo enT (T) y, por (II.3.5)(d), tenemosE ∈ addT. 2

Ejemplo 3.12. (a) El módulo fielT ′ =
4
2
1
⊕ 34

2 del Ejemplo (II.2.8) no es inclinante. En

efecto, el conúcleo42 de la inclusión 1→
4
2
1

no pertenece a addT ′.

Mostremos que, por el contrario,U =
4
2
1
⊕ 4

2 ⊕
3 4
2 ⊕ 4 es un módulo inclinante.

(T1) dpU ≤ 1 resulta de las resoluciones proyectivas

0→ 1→
4
2
1
→ 4

2 → 0 , 0→ 2
1 →

4
2
1
⊕ 3

2 → 3 4
2 → 0 , 0→ 2

1 →
4
2
1
→ 4 → 0

y de que el módulo
4
2
1

es proyectivo.

(T2) Puesto que el módulo
4
2
1

es proyectivo e inyectivo, y como3 4
2 ⊕ 4 es inyectivo,

tenemos que Ext1
A(U,U) = Ext1A(4

2 ⊕
3 4
2 ⊕ 4, 4

2). Entonces, como dpU ≤ 1, obtenemos

Ext1A(4
2 , 4

2) ∼= DHomA(4
2 ,τ(4

2)) ∼= DHomA(4
2 , 2

1) = 0,

Ext1A(34
2 , 4

2) ∼= DHomA(4
2 ,τ(34

2 )) ∼= DHomA(4
2 , 2) = 0 , y

Ext1A(4 , 4
2) ∼= DHomA(4

2 ,τ(4)) ∼= DHomA(4
2 , 3

2) = 0.

(T3) Esto resulta de las sucesiones exactas cortas

0→ 1→
4
2
1
→ 4

2 → 0 ; 0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4 → 0 y

0→ 3
2 → 34

2 → 4 → 0.

Entonces se tieneT (U) = Gen(U) = add{
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 ,3,4} y F (U)

= {M | HomA(U,M) = 0} = add{1, 2
1,2, 3

2}. Se tiene ası́
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dondeT (U) se designa por y F (U) por . Se reencuentra ası́ uno de los pares
de torsión del Ejemplo (II.2.8).

Consideramos ahora el móduloV = 1⊕
4
2
1
⊕ 34

2 ⊕ 4. Verificamos a continuación que éste

es también un módulo inclinante.

(T1) Para probar que dpV ≤ 1 consideramos las resoluciones proyectivas

0→ 2
1 →

4
2
1
⊕ 3

2 → 34
2 → 0 y 0→ 2

1 →
4
2
1
→ 4 → 0

y recordamos que 1⊕
4
2
1

es proyectivo.

(T2) Para demostrar que Ext1
A(V,V) ∼= Ext1A(3 4

2 ⊕4,1) = 0 basta considerar

Ext1A(3 4
2 ,1) ∼= DHomA(1,τ(34

2 )) ∼= DHomA(1,2) = 0 y

Ext1A(4,1)∼= DHomA(1,τ(4))∼= DHomA(1, 3
2) = 0

donde se ha utilizado que dpV ≤ 1.

(T3) Como 1 y
4
2
1

son proyectivos, basta considerar las sucesiones exactas cortas

0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4 → 0 y 0→ 3

2 → 3 4
2 → 4→ 0 .

Calculamos ahora el par de torsión correspondiente
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T (V) = Gen(V) = add{1,
4
2
1
, 4

2, 34
2 ,3,4} ,

en tanto que
F (V) = {M | HomA(V,M) = 0} = add{2, 3

2}.

Se tiene ası́

.

Notamos que el módulo indescomponible2
1 no pertenece ni aT (V) ni a F (V). En efecto,

HomA(V, 2
1) 6= 0 , y la sucesión 0→ 2

1 →
4
2
1
→ 4 →0 muestra que Ext1

A(V, 2
1) 6= 0. La sucesión

canónica correspondiente a2
1 está dada por

0→ 1→ 2
1 → 2→ 0.

(b) SeaA el álgebra de caminos del carcaj

◦
1

◦
2

◦3

◦4.

oo zztttttttt

ddJJJJJJJJ

El carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

1 2
3 4
2
1

2
1

3
2
1

3 4
2 2

1
4
2

3 4
2 3

4
2
1

3
2 4.

[[[℄ [[℄ [[℄����w[[[℄ w ��� w[[℄ w w[[℄��� ���
Veremos queT =

4
2
1
⊕

34
2
1
⊕ 4

2 ⊕ 4 es un módulo inclinante.

(T1) Resulta del hecho queA es hereditaria.
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(T2) Para probar que Ext1
A(T,T)∼= Ext1A(

34
2
1
⊕ 4

2 ⊕ 4 ,
4
2
1
⊕ 4

2) = 0, se usan los isomorfismos

Ext1A(
34
2
1

,
4
2
1
) ∼= DHomA(

4
2
1
,τ(

34
2
1

)) ∼= DHomA(
4
2
1
,2) = 0

Ext1A(
34
2
1

, 4
2) ∼= DHomA(4

2,τ(
34
2
1

)) ∼= DHomA(4
2,2) = 0

Ext1A(4
2,

4
2
1
) ∼= DHomA(

4
2
1
,τ(4

2)) ∼= DHomA(
4
2
1
,

3
2
1
) = 0

Ext1A(4
2, 4

2) ∼= DHomA(4
2,τ(4

2)) ∼= DHomA(4
2,

3
2
1
) = 0

Ext1A(4,
4
2
1
) ∼= DHomA(

4
2
1
,τ(4)) ∼= DHomA(

4
2
1
, 3

2) = 0

Ext1A(4, 4
2) ∼= DHomA(4

2,τ(4)) ∼= DHomA(4
2, 3

2) = 0.

(T3) Como
4
2
1

es sumando directo deT, basta considerar las sucesiones exactas

0→ 1→
4
2
1
→ 4

2 → 0 , 0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4→ 0 , 0→

3
2
1
→

34
2
1
→ 4→ 0.

Calculamos ahora el par de torsión(T (T),F (T)). Un cálculo rápido nos da

donde los sumandos directos indescomponibles deT se indican con los cuadrados• .

El módulo indescomponible
3 4

2 2
1

no es ni de torsión ni sin torsión. Su sucesión canónica

en el par(T (T),F (T)) es

0→
4
2
1
→

3 4
2 2

1
→ 3

2 → 0.

(c) Un ejemplo de interés más teórico es el siguiente. Un módulo inclinante construido
como lo haremos ahora se llamamódulo inclinante APR(por Auslander, Platzeck, Reiten).

SeaSx un módulo simple proyectivo no inyectivo. Entonces el módulo Tx = τ−1(Sx)⊕
(
⊕

y6=xPy) es un módulo inclinante.
En efecto, consideremos la sucesión exacta que casi se parte

0→ Sx → P→ τ−1(Sx) → 0.

Por (I.2.10) sabemos queP es proyectivo. Esta sucesión prueba (T1) y (T3), porque ningún
sumando indescomponible deP es isomorfo aSx.
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Finalmente, como dpT ≤ 1, se tiene

Ext1A(Tx,Tx) ∼= DHomA(Tx,τTx) ∼= DHomA(Tx,Sx) = 0

dado queSx es simple proyectivo.
Probamos ahora que el par de torsión(T (Tx),F (Tx)) se escinde. En efecto,M ∈ T (Tx)

si y sólo si 0= Ext1A(Tx,M)∼= DHomA(M,τTx)∼= DHomA(M,Sx). Éste es el caso si y sólo si
ningún sumando directo indescomponible deM es isomorfo aSx. ComoSx

∼= τTx ∈ F (Tx),
se deduce queF (Tx) = addSx, mientras queT (Tx) = add(indA\{Sx}).

4. EL TEOREMA DE INCLINACIÓN.

SeanA un álgebra de artin básica y conexa yTA un A-módulo inclinante. El teorema de
inclinación, debido a Brenner y Butler, compara las categorı́as de módulos sobreA y sobre
B = EndTA. Ya sabemos, por (II.1.2), que el funtor HomA(T,−) proyectiviza aT. Comen-
zaremos por probar que la restricción de este funtor a la subcategorı́aT (T) = Gen(T) =
{M | Ext1A(T,M) = 0} es un funtor pleno, fiel y preserva extensiones.

Lema 4.1. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Para M,N ∈ T (T)
hay isomorfismos funtoriales:

(a) HomA(M,N) ∼= HomB(HomA(T,M),HomA(T,N)).
(b) Ext1A(M,N) ∼= Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N)).

Demostracíon. En virtud de (II.3.5) sabemos que existe una sucesión exacta

. . . → T2
d2−→ T1

d1−→ T0
d0−→ M → 0

conTi ∈ addT para todoi.

(a) Como la sucesión precedente se encuentra enteramente en T (T), que es cerrada por
cocientes, resulta de (II.3.6) que hay una sucesión exacta

. . . → HomA(T,T1) → HomA(T,T0) → HomA(T,M)→ 0.

Aplicando el funtor HomB(−,HomA(T,N)) obtenemos la fila superior del siguiente dia-
grama conmutativo, cuyas filas son exactas,

0 // HomB(HomA(T,M),HomA(T,N)) //

��

HomB(HomA(T,T0),HomA(T,N)) //

∼=

��

HomB(HomA(T,T1),HomA(T,N))

∼=

��
0 // HomA(M,N) // HomA(T0,N) // HomA(T1,N)

donde los isomorfismos verticales resultan de (II.1.2)(a).El diagrama prueba lo enunciado.
(b) Aplicando el funtor HomA(T,−) al complejo

. . . → T2
d2−→ T1

d1−→ T0 → 0 (T∗)
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se obtiene, por (II.1.2(a)) y (II.3.6), una resolución proyectiva de HomA(T,M) en modB. Por
definición, Ext1A(HomA(T,M),HomA(T,N)) es el primer grupo de cohomologı́a del com-
plejo

HomA(HomA(T,T∗),HomA(T,N)) ∼= HomA(T∗,N)

(donde el isomorfismo resulta de (a)), o sea coincide conH1(HomA(T∗,N)).
SeaL = Imd1 y sead1 = jp la factorización canónica ded1. Se tiene una sucesión exacta

0→ L
j
−→ T0

d0−→ M → 0

que induce, como Ext1
A(T0,N) = 0, una sucesión exacta

0→ HomA(M,N) → HomA(T0,N)
HomA( j ,N)
−−−−−−→ HomA(L,N) → Ext1A(M,N) → 0.

Probaremos queH1(HomA(T∗,N)) ∼= Ext1A(M,N).
Consideramos ası́ el complejo HomA(T∗,N):

0→ HomA(T0,N)
HomA(d1,N)
−−−−−−−→ HomA(T1,N)

HomA(d2,N)
−−−−−−−→ HomA(T2,N) → ·· ·

La exactitud a izquierda de HomA(−,N) implica que HomA(L,N) ∼= KerHomA(d2,N), de
modo queH1(HomA(T∗,N)) ∼= HomA(L,N)/ImHomA(d1,N). Sea HomA(d1,N) = ξ π la
factorización canónica de HomA(d1,N) a través de su imagen. Entonces HomA(d2,N)ξ π =
HomA(d2,N)HomA(d1,N) = 0 implica HomA(d2,N)ξ = 0, dado queπ es un epimorfismo.
Luegoξ se factoriza por HomA(L,N)∼= KerHomA(d2,N), o sea, existeϕ : ImHomA(d1,N)→
HomA(L,N) tal que HomA(p,N)ϕ = ξ .

HomA(T0,N)
HomA(d1,N)

//

π ** **UUUUUUUUUUUUUUUU
HomA(T1,N)

ImHomA(d1,N)
'
� ξ

44iiiiiiiiiiiiiiii

ϕ **UUUUUUUU

HomA(T0,N)
HomA( j ,n)

// HomA(L,N)
� ?

HomA(p,N)

OO

Por otra parte,ϕ es un monomorfismo, porqueξ lo es. Se tiene ası́:

HomA(p,N)ϕπ = ξ π = HomA(d1,N) = HomA( jp,N) = HomA(p,N)HomA( j,N),

de dondeϕπ = HomA( j,N). Comoϕ es un monomorfismo, mientras queπ es un epimor-
fismo, se tiene que ImHomA(d1,N) ∼= ImHomA( j,N), de donde

H1(HomA(T∗,N)) ∼= HomA(L,N)/ImHomA( j,N) ∼= CokerHomA( j,N) ∼= Ext1A(M,N).

2
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La observación base de la teorı́a de inclinación es que, siTA es unA-módulo inclinante y
B = EndTA, entoncesBT es unBop-módulo inclinante. Esto hace simétricos los papeles de
A y B.

Lema 4.2. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. EntoncesBT es un

Bop-módulo inclinante y la aplicacíon a 7→ (t 7→ ta) es un isomorfismo A
∼=
−→ (EndBT)op.

Demostracíon. A fin de probar queBT es inclinante, verificamos los axiomas.
(T1) ComoTA es inclinante, existe una sucesión exacta corta 0→ AA → T ′ → T ′′ → 0 con

T ′,T ′′ ∈ addT. Entonces HomA(−, BTA) induce una sucesión exacta

0→ HomA(T′′, BTA) → HomA(T ′, BTA) → HomA(A, BTA) → 0.

Como HomA(A, BTA) ∼= BT y HomA(T, BTA) ∼= BB, se obtiene que dpBT ≤ 1.
(T2) Observemos queD(BT)∼= D(BT⊗AA)∼= HomA(T,DA), donde el último isomorfismo

resulta de la adjunción. ComoDA∈ T (T) se tiene, en virtud de (4.1)(b)

Ext1B(DT,DT) ∼= Ext1B(HomA(T,DA),HomA(T,DA))∼= Ext1A(DA,DA) = 0.

Por lo tanto Ext1Bop(T,T) = 0.
(T3) Dado que dpTA ≤ 1, se tiene una resolución proyectiva de la forma 0→ P1 → P0 →

T → 0. Entonces HomA(−, BTA) induce una sucesión exacta

0→ HomA(T, BTA) → HomA(P0, BTA) → HomA(P1, BTA) → 0

dado que Ext1A(T,T) = 0. La conclusión resulta de los isomorfismos HomA(T,BT) ∼= BB y
HomA(A, BTA) ∼= BT.

Esto establece queBT es inclinante.
Paraa∈A, la aplicaciónρa : t 7→ taes un endomorfismo deBT. Por otro lado, la aplicación

ϕ : a 7→ ρa es un morfismo de álgebrasA
∼=
−→ (EndBT)op. Si a ∈ Kerϕ, entoncesTa= 0,

de dondea = 0, pues todo módulo inclinante es fiel. Ası́,ϕ es inyectivo. Como, además,
DA∈T y DT ∼= HomA(T,DA), resulta de (4.1)(a) que hay isomorfismos de grupos abelianos
A∼= EndDA∼= EndHomA(T,DA)∼= EndDT ∼= EndT. Luegoϕ es un isomorfismo. 2

Corolario 4.3. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces los
centrosZ (A) y Z (B) son isomorfos. En particular, B es unálgebra conexa.

Demostracíon. Se defineϕ : Z (A)→Z (B) por a 7→ (ρa : t 7→ ta). En efecto, sia∈Z (A),
entoncesρa ∈ EndTA = B dado que, para todot ∈ T y c∈ A, se tiene que

ρa(tc) = (tc)a = (ta)c= ρa(t)c.

Por otro lado,ρa es central, pues sif ∈ EndTA entonces se tiene, para todot ∈ T,

(ρa f )(t) = f (t)a = f (ta) = ( f ρa)(t).

Para construir la inversa, identificamosA con(EndBT)op por el morfismoa 7→ ρa de (4.2)
y definimosψ : Z (B) → Z (A) por b 7→ (λb : t 7→ bt). Es claro queψ es un morfismo de
álgebras. Seaa ∈ Z (A). Entoncesψϕ(a) = λρa está definido port 7→ ρa(t) = ta, es decir
por el elementoa∈ A identificado aρa ∈ (EndBT)op. Ası́,ψϕ(a) = a para todoa∈ Z (A).
De la misma manera se prueba queϕψ = idZ (B). 2
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Corolario 4.4. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces TA
induce un par de torsión(X (TA),Y (TA)) en mod B, dondeX (TA) = DF (BT) = {XB |X⊗B

T = 0} eY (TA) = DT (BT) = {YB |TorB1(Y,T) = 0}.

Demostracíon. Por (4.2) y (II.3.5), el módulo inclinanteBT induce un par de torsión
(T (BT),F (BT)) en modBop, donde

T (BT) = {BU | Ext1Bop(T,U) = 0} y F (BT) = {BV | HomBop(T,V) = 0}.

Definimos entonces el par de torsión(X (TA),Y (TA)) en modB por X (TA) = DF (BT) e
Y (TA) = DT (BT). Ası́,XB ∈ X (TA) si y solamente siDX ∈ F (BT), es decir,

X⊗B T ∼= DHomB(X,DT) ∼= DHomBop(T,DX) = 0.

Asimismo,YB ∈ Y (TA) si y solamente siDY ∈ T (BT), es decir,

TorB1(Y,T) ∼= DExt1B(Y,DT) ∼= DExt1Bop(T,DY) = 0.

Los isomorfismos funtoriales utilizados resultan de [CE] p.120, [Ro] (9.51) p. 257 ó [A]
(IX.4.2) p. 259. 2

Un B−A-bimóduloT determina el par de funtores adjuntos HomA(T,−) : modA→modB
y −⊗B T : modB → modA. Ahora bien,T puede considerarse también comoAop−Bop-
bimódulo, determinando el par de funtores adjuntos HomBop(T,−) : modBop → modB y
−⊗Aop T = T⊗A : modAop → modBop. Nos será de gran utilidad el hecho que la counidad
δ de la adjunción asociada al primer par y la unidadε de la adjunción asociada al segundo
par son duales, en el sentido que para cadaX ∈ modB existe un diagrama conmutativo

X
δX //

γX

��

HomA(T,X⊗B T)

θX
��

D2X
DεDX // D(T ⊗A HomBop(T,DX))

dondeθX es un isomorfismo funtorial, yγX : X → D2X es el isomorfismo dado por la evalua-
ción: γX(x)( f ) = f (x), parax∈ X, f ∈ DX.

Para definirθX comenzamos recordando que, comoT es unB−A-bimódulo, hay un iso-
morfismo de funtoresη : −⊗B T → DHomBop(T,D−) definido porηX(x⊗ t)( f ) = f (t)(x),
paraX en modB, x∈ X, t ∈ T y f ∈ HomBop(T,DX) (ver [CE] (VI.5.3) p.120, [Ro] (9.51)
p.257 ó [A] (IX.4.12) p. 259).

Considerando aT comoAop−Bop−bimódulo, notamosµ : T ⊗A−→ DHomA(T,D−) al
isomorfismo definido de la misma manera.

Definimos el morfismo funtorialθ : HomA(T,−⊗B T)→ D(T⊗A HomBop(T,D−)) como
la composiciónθ = Dµ.γ.HomA(T,η). Ası́, para cadaX ∈ modB, θX es la composición

HomA(T,X⊗B T)
HomA(T,ηX)
−−−−−−−→ HomA(T,DHomBop(T,DX))

γHomA(T,DHomBop(T,DX))
−−−−−−−−−−−−−→ D2HomA(T,DHomBop(T,DX))
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DµHomBop(T,DX)
−−−−−−−−−→ D(T ⊗A HomBop(T,DX)).

Lema 4.5.Con las notaciones anteriores,θX es un isomorfismo tal que el diagrama anterior
conmuta, es decirθXδX = D(εDX)γX. En particular,δX es un isomorfismo si y sólo siεDX lo
es.

Demostracíon. Sabemos queµ, γ y η son isomorfismos funtoriales. Por lo tantoθ también
lo es. Probaremos ahora queθXδX = D(εDX)γX.

Seax∈ X, t ∈ T y f ∈ HomB(T,X). Comenzamos evaluando el miembro de la derecha:

(DεDXγX(x))(t⊗ f ) = γX(x)(εDX(t ⊗ f ))
= εDX(t ⊗ f )(x) = f (t)(x).

Ahora evaluamos el miembro de la izquierda

(θXδX)(x)(t⊗ f ) = (DµHomBop(T,DX)γHomA(T,DHomBop(T,DX)) HomA(T,ηX)δX(x))(t⊗ f )
= γHomA(T,DHomBop(T,DX))(ηXδX(x))µHomB(T,X)(t⊗ f )
= µHomB(T,X)(t⊗ f )(ηXδX(x))
= ηXδX(x)(t)( f )
= ηX(t⊗x)( f )
= f (t)(x).

Luego, los dos miembros coinciden, probando lo deseado. 2

En lo que sigue será de gran utilidad el hecho que, siTA es unA-módulo inclinante y
B = EndTA, entoncesBT es unBop-módulo inclinante, probado en (4.2).

Lema 4.6.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces Y∈Y (TA),
si y śolo si el morfismo funtorialδY : Y → HomA(T,Y⊗B T) definido por y7→ (t 7→ y⊗ t) es
un isomorfismo.

Demostracíon. El resultado se obtiene por dualidad utilizando (3.7). En efecto,YB ∈Y (TA)
si y sólo siDY ∈ T (BT). ComoBT es inclinante, resulta de (3.7) que esto equivale a decir
queεDY : HomBop(T,DY)⊗Aop T → DY es biyectiva, y sabemos por lo arriba demostrado que
esto vale si y sólo siδY : Y → HomA(T,Y⊗B T) es un isomorfismo. 2

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema principalde esta sección (y de este
capı́tulo), el teorema de inclinación.

Teorema 4.7.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces:
(a) Los funtoresHomA(T,−) y−⊗B T inducen equivalencias cuasi-inversas entreT (T)

eY (T).
(b)Los funtoresExt1A(T,−) yTorB1(−,T) inducen equivalencias cuasi-inversas entreF (T)

y X (T).

Demostracíon. (a) Comenzamos probando que siY ∈ Y (TA) entoncesY⊗B T ∈ T (TA).
SeaY ∈ Y (T). Sabemos que existe un epimorfismoBm → Y, conm> 0, y por lo tanto un
epimorfismoTm

A
∼= Bm⊗B TA →Y⊗B T. Por lo tantoY⊗B T ∈ GenTA = T (TA).

SeaM ∈T (TA). Probaremos que HomA(T,M)∈Y (TA) por dualidad, teniendo en cuenta
queBT es un módulo inclinante y queA∼= (EndBT)op por (4.2). ComoM ∈T (TA), entonces
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DM ∈ Y (BT), de dondeT ⊗A DM ∈ T (BT), por lo que acabamos de demostrar. Luego
HomA(T,M) ∼= D(T ⊗A DM) ∈ Y (TA), lo que prueba lo deseado.

Ya sabemos que HomA(T,M)⊗BT ∼= M, paraM ∈T (TA), por (3.7). Por otro lado, usando
(4.6) tenemos queY ∼= HomA(T,Y⊗B T), paraY ∈ Y (TA), lo que termina la demostración
de (a).

(b) SeaN ∈ F (TA). Existe una sucesión exacta corta

0→ N → I → M → 0

conI inyectivo. EntoncesI ,M ∈T (TA). Como HomA(T,N) = 0 y Ext1A(T, I) = 0 se deduce
una sucesión exacta

0→ HomA(T, I)→ HomA(T,M) → Ext1A(T,N) → 0.

En virtud de (a),M ∈ T (TA) implica HomA(T,M) ∈ Y (TA). Esto quiere decir que
TorB1(HomA(T,M),T)) = 0 y tenemos entonces un diagrama conmutativo con filas exactas

0 // TorB1(Ext1A(T,N),T) // HomA(T, I)⊗B T //

εT0

��

HomA(T,M)⊗B T //

εM

��

Ext1A(T,N)⊗B T // 0

0 // N // I // M // 0

dondeεT0, εM son isomorfismos. Se deduce enseguida que Ext1
A(T,N)⊗B T = 0 (de donde

Ext1A(T,N) ∈ X (TA)), y que TorB1(Ext1A(T,N),T) ∼= N.
La recı́proca resulta nuevamente por dualidad. SeaX ∈ X (TA). EntoncesDX ∈ F (BT),

de donde TorA1(Ext1Bop(T,DX),T) ∼= DX por lo recién probado. Esto es,

X ∼= DTorA1(Ext1Bop(T,DX),T) ∼= Ext1Aop(Ext1Bop(T,DX),DT)

∼= Ext1Aop(DTorB
op

1 (T,DX),DT) ∼= Ext1A(T,TorB1(X,T)),

usando los isomorfismos funtoriales de ([CE] p. 120, [Ro] (9.51) p. 257 ó [A] (IX.4.2) p.
259.). Además, comoDX ∈F (BT), tenemos queDTorB

op

1 (T,X)∼= Ext1Bop(T,DX) pertenece
aX (BT) por lo recién probado. Entonces TorBop

1 (T,X) ∈ DX (BT) = F (TA).
2

Es posible visualizar las equivalencias inversas de inclinación en los carcajes de Auslander-
Reiten deA y deB. En efecto, en un carcaj de Auslander-Reiten, diseñado de manera tal que
los morfismos vayan de izquierda a derecha, una clase de torsión se encuentra siempre “hacia
la derecha” del carcaj mientras que la clase sin torsión correspondiente se encuentra “hacia la
izquierda”. Se obtiene ası́ la figura siguiente, que muestralas clasesT e Y (representadas

por ) y las clasesF y X (representadas por ) ası́ como las equivalencias
inversas.
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Y  (T  )

T (T  )Γ(mod A)

Γ(mod B)

A
Ext  (T,    ) Hom  (T,   )

Tor  (   ,T)− ⊗   T 

A

B
B

1

1

_

_

_

F(T  )

X(T  )A

AA

A

Ejemplo 4.8. (a) Sea, como en (II.3.12)(a), el álgebraA dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

β
oo

α
oo

γ
��

ligado porαβ = 0.

(i) SeaU =
⊕4

i=1Ui , dondeU1 =
4
2
1
, U2 = 4

2, U3 = 34
2 y U4 = 4. En (II.3.12)(a) verificamos

queU es inclinante y calculamos el par de torsión(T (UA),F (UA))

1

2

1

2

4

2

1

4

2

3

2

3 4

  2

4

3

= U

= U

= U

= U

1

2

3

4

T

F

.

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008



i i

i i

54

Entonces,B = EndUA está dada por el carcaj

◦
1′

◦
2′

oo ◦
3′

oo ◦
4′

oo

sin relaciones. Hemos designado pori′ al punto cuyo proyectivo indescomponible corres-
pondiente esQi′ = HomA(U,Ui). EntoncesΓ(modB) está dado por

3’

2’

1’

4’

3’

2’

1’

4’

3’

2’

4’

3’

4’3’2’1’

2’

1’

3’

2’

Y

X

.

La acción de los funtores HomA(U,−) y Ext1A(U,−) sobre losA-módulos indescomponibles
se calcula directamente. En efecto:

HomA(U,
4
2
1
) = 1′; HomA(U, 4

2) = 2′
1′ ; HomA(U, 34

2 ) =
3′
2′
1′

; HomA(U, 4) =
4′
3′
2′
1′

y HomA(U, 3) = 3′

en tanto que, como dpU ≤ 1,

Ext1A(U, 1) ∼= DHomA(1,τU) = 2′; Ext1A(U, 2
1) ∼= DHomA(2

1,τU) =
4′
3′
2′

; Ext1A(U, 2)

∼= DHomA(2,τU) = 4′
3′

y Ext1A(U, 3
2) ∼= DHomA(3

2,τU) = 4′ .

(ii) SeaV =
⊕4

i=1Vi , dondeV1 = 1, V2 =
4
2
1
, V3 = 34

2 y V4 = 4. En (3.12) verificamos que

V es unA-módulo inclinante y calculamos(T (V),F (V)).

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008



i i

i i

55

1

2

1

2

4

2

1

4

2

3

2

3 4

  2

4

3

F

T

Aquı́, B está dada por el carcaj

◦
1′

◦
2′

νoo ◦
3′

µ
oo ◦

4′
λoo

ligado por la relaciónµν = 0, donde, parai ∈ {1,2,3,4}, se ha designado pori′ al punto
cuyo proyectivo correspondiente esQi′ = HomA(V,Vi). Ası́, la relaciónµν = 0 proviene del
hecho que

HomA(V1,V3) = HomA(1, 34
2 ) = 0.

El carcaj de Auslander-ReitenΓ(modB) deB es

4’

3’

2’

4’

3’

4’3’2’1’

2’

1’

3’

2’

Y

X

.

Aquı́,

HomA(V, 1) = 1′ ; HomA(V, 4
2) = 2′ ; HomA(V, 4) =

4′
3′
2′

;

HomA(V,
4
2
1
) = 2′

1′ ; HomA(V, 34
2 ) = 3′

2′
; HomA(V, 3) = 3′ ;
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en tanto que, como dpV ≤ 1,

Ext1A(V, 2) ∼= DHomA(2,τU) = 4′
3′

; Ext1A(V, 3
2) ∼= DHomA(3

2,τU) = 4′ .

(b) SeaA, como en el Ejemplo (II.3.12)(b), el álgebra de caminos delcarcaj

◦
1

◦
2

◦3

◦4

oo zztttttttt

ddJJJJJJJJ

y seaT =
⊕4

i=1Ti, dondeT1 =
4
2
1
, T2 =

34
2
1

, T3 = 4
2 y T4 = 4. Hemos verificado queT es un

módulo inclinante y hemos calculado el par de torsión(T (TA),F (TA))

2

1

2

3

2

1

4

2

1

1

  3 4

2 2

   1

3 4

 2

 1

4

2

3

2

3 4

 2
3

4

     F

T

.

Aquı́, B está dada por el carcaj

2′

◦
β

}}zz
zz

zz
zz

1′ ◦ ◦ 4′

α
aaDDDDDDDD

γ}}zz
zz

zz
zz

◦
3′

δ

aaDDDDDDDD

ligado por la relaciónαβ = γδ . Una vez más, hemos notado pori′ al punto tal queQi′ =

HomA(T,Ti). La relaciónαβ = γδ corresponde al hecho que las composiciones
4
2
1
→

34
2
1
→ 4

y
4
2
1
→ 4

2 → 4 son iguales (a menos de escalares). El carcaj de Auslander-Reiten deB está

dado por
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1’

2’

1’

3’

1’

3’ 2’

  1’

3’

  4’  

3’  2’

  1’

2’

  4’

3’ 2’

4’

2’

4’

3’

4’
Y X

.

Aquı́ se tiene

HomA(T,
4
2
1
) = 1′ ; HomA(T,

34
2
1

) = 2′
1′ ; HomA(T, 4

2) = 3′
1′ ;

HomA(T, 34
2 ) = 3′2′

1′
; HomA(T, 4) =

4′
3′2′
1′

; HomA(T, 3) = 2′ , y

Ext1A(T,1) = 3′ ; Ext1A(T, 2
1) = 4′

3′2′ ; Ext1A(T, 2) = 4′
2′ ; Ext1A(T,

3
2
1
) = 4′

3′ ; Ext1A(T, 3
2) = 4′ .

(c) SeaA dada por el carcaj

1 ◦
α // ◦ 2
β

oo

ligado porαβ = 0. ConsideramosTA =
2
1
2
⊕ 2. Entonces dpTA ≤ 1 pues

2
1
2

es proyectivo y

hay una sucesión exacta corta

0 // 1
2

// 2
1
2

// 2 // 0

con 1
2 proyectivo. La misma sucesión da (T3) (por (II.3.8)). Finalmente Ext1

A(T,T) ∼=
DHomA(T,τAT) ∼= DHomA(T, 1) = 0. Ası́, T es unA-módulo inclinante. El carcaj de
Auslander-Reiten deA está dado por

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

F

T

f

f

f

f

f

f

donde se identifican las dos copias de 2, y hemos calculado el par de torsión(T ,F ). Aquı́,
B está dada por el carcaj
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1′◦
λ //

◦2′µ
oo

donde 1′ es tal queQ1′ = HomA(T,
2
1
2
) y 2′ es tal queQ2′ = HomA(T,2). Como la com-

posición 2→
2
1
2
→ 2 es nula, se tiene la relaciónµλ = 0. El carcaj de Auslander-Reiten de

B está dado por

1’

2’

1’

1’

2’

1’

2’

1’

2’

f f

f

f
1’

f

f

Y

X

donde se identifican las dos copias de 1′.
Aquı́ se tiene

HomA(T,2) = 2′
1′ ; HomA(T,

2
1
2
) =

1′
2′
1′

; HomA(T, 2
1) = 1′,

en tanto que Ext1
A(T,1)∼= DHomA(1,τT)∼= 2′, de donde(X ,Y ) corresponde a lo indicado

en la figura.
(d) SeaA dada por el carcaj

◦3

◦2

◦1

◦
4

◦
5

◦6

ε
ggOOOOOOOOOOO

β

wwooooooooooo

δ

ggOOOOOOOOOOO

πwwooooooooooo

α
ggOOOOOOOOOOO

γwwooooooooooo

ligado porαε = 0,γπ = 0 y αβ = γδ . SeaT = 1⊕3⊕ 45
123⊕

5
3 ⊕

4
1 ⊕

6
45
2

. Dejamos al lector

la tarea de verificar queT es un módulo inclinante y que el par de torsión(T ,F ) está dado
por
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1
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1  2  3
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2
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  4  5

1  2

5

3

4  5

  2

4

1

5

  6

4  5
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4

  6

5  4

6

4

6

5

6

f

f

f

f

ff

f

f

fff

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

fF T

.

Aquı́, B está dado por el carcaj

◦2

◦
3

◦6

◦1 ◦4

◦5

ρwwooooooooooo

ν

ggOOOOOOOOOOO

σ
ggOOOOOOOOOOO

λ

wwooooooooooo

µ
oo

ligado porµσ = 0, µρ = 0, λσ = 0 y νρ = 0. El par de torsión(X ,Y ) está dado por

1

2
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2  1

3

2

3
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4

3

2

3

6

3

1

4

3

5

3

6

3

4  5  6
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6
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5. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE INCLINACÍON

La primera consecuencia importante del teorema de inclinación es la relación entre las
dimensiones globales del álgebra de partida y del álgebrade endomorfismos de un módulo
inclinante.

SeaC una subcategorı́a plena de una categorı́a de módulos. Notamos dpC al supremo de
las dimensiones proyectivas de los módulos deC .

Lema 5.1. Sean A uńalgebra yC una clase sin torsión demodA que contiene los proyec-
tivos. Entoncesdim.gl.A≤ 1+dpC .

Demostracíon. Para todoA-móduloM existe una sucesión exacta corta

0→ L → P→ M → 0

conP proyectivo. Pero entoncesP∈ C y, por lo tanto,L ∈ C . Luego

dpM ≤ 1+dpL ≤ 1+dpC .

2

Lema 5.2. Sean A uńalgebra y T un A-ḿodulo inclinante. Para todo M∈ T (T) se tiene
dpHomA(T,M) ≤ dpM.

Demostracíon. Por recurrencia sobren = dpM. Si n = 0 entoncesM es proyectivo. Como
M ∈ T (T), se tiene queM ∈ addT. En consecuencia, HomA(T,M) es proyectivo y no hay
nada que probar. Supongamosn≥ 1. Por (II.3.5), existe una sucesión exacta

0→ L → T0 → M → 0

conT0 ∈ addT y L ∈ T (T). Usando (II.3.6), deducimos una sucesión exacta

0→ HomA(T,L) → HomA(T,T0) → HomA(T,M) → 0.

SeaN unA-módulo arbitrario. El funtor HomA(−,N) aplicado a la primera de las sucesiones
precedentes da una sucesión exacta

ExtnA(T0,N) → ExtnA(L,N) → Extn+1
A (M,N) = 0

(puesn = dp M). Consideramos ahora dos casos. Sin = 1, consideremosN ∈ T (T). En
la sucesión precedente se tiene que Ext1

A(T0,N) = 0 y por lo tanto Ext1A(L,N) = 0. LuegoL
es Ext-proyectivo enT (T). Por (II.3.5),L ∈ add(T). En consecuencia HomA(T,L) es un
B-módulo proyectivo y la segunda sucesión exacta da dp HomA(T,M) ≤ 1.

Si n > 1, entonces dpT0 ≤ 1 implica que ExtnA(L,N) = 0 para todoA-móduloN, de donde
dpL ≤ n− 1. De la hipótesis de recurrencia resulta que dp HomA(T,L) ≤ n− 1 y de la
segunda sucesión exacta corta de arriba obtenemos entonces

dpHomA(T,M) ≤ 1+dpHomA(T,L) ≤ n.

2

Teorema 5.3.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces

|dim.gl.A−dim.gl.B| ≤ 1.
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Demostracíon. La clase sin torsiónY (T) en modB contiene los proyectivos (en virtud de
(II.1.2)(b)). SeaY ∈ Y (T). Por el teorema de inclinación hay un móduloM ∈ T (T) tal
queY ∼= HomA(T,M). Por (5.2), dpY ≤ dpM ≤ dim.gl.A. Por lo tanto dpY (T) ≤ dim.gl.A.
Resulta entonces de (5.1) que

dim.gl.B≤ 1+dim.gl.A.

ConsiderandoT como unBop-módulo inclinante se tiene también que

dim.gl.A≤ 1+dim.gl.B

porqueA∼= (EndBT)op, en virtud de (II.4.2). 2

Ejemplo 5.4. En el Ejemplo (II.4.8)(a)(i), tenemos dim.gl.A= 2 y dim.gl.B= 1. En el Ejem-
plo (II.4.8)(a)(ii), se tiene dim.gl.A= dim.gl.B= 2. Finalmente, en el Ejemplo (II.4.8)(b), se
tiene dim.gl.A= 1 y dim.gl.B = 2.

El cálculo de la dimensión global se realiza más sencillamente construyendo las resolu-
ciones proyectivas de los módulos simples. En efecto, un resultado de M. Auslander dice
que, para un álgebraA vale que

dim.gl.A = sup{dpS|SesunA−módulo simple}

(ver [AuRS](I.5.1) p.17 ó [A] (X.2.8) p. 282). A manera de ejemplo, calcularemos las
dimensiones proyectivas de losA-módulos simples para el álgebraA de (II.4.8)(a). Aquı́,A
está dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

α
oo

γ
��

β
oo

ligado porαβ = 0.
Se tienen las siguientes resoluciones proyectivas

0→ 1 → 1 → 0

0→ 1 → 2
1 → 2 → 0

0 // 1 // 2
1

## ##GGGGGG
// 3
2

// 3 // 0

2
-


;;wwwwww

y

0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4 → 0.

Por lo tanto, dp 1= 0, dp 2= 1 = dp 4, en tanto que dp 3= 2. Luego dim.gl.A= 2.

Por otro lado, el proceso de inclinación induce también unisomorfismo entre los grupos
de Grothendieck de las álgebras involucradas (ver (I.1))
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Teorema 5.5.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. La aplicacíon
f : K0(A) → K0(B) definida por M7→ dimHomA(T,M)−dimExt1A(T,M) es un isomorfismo
de grupos.

Demostracíon. Sea 0→ L → M → N → 0 una sucesión exacta corta deA-módulos. Se
deduce una sucesión exacta larga

0→ HomA(T,L) → HomA(T,M) → HomA(T,N) →

→ Ext1A(T,L) → Ext1A(T,M) → Ext1A(T,N) → 0.

Resulta entonces de la definición def y de las deK0(A) y K0(B), que f está bien definida
y es un homomorfismo de grupos.

SeaSunB-módulo simple. Como(X (T),Y (T)) es un par de torsión tenemos que, o bien
S∈X (T), o bienS∈Y (T). En el primer caso,S∼= HomA(T,S⊗BT) y Ext1A(T,S⊗BT) = 0.
En el segundo,S∼= Ext1A(T,TorB1(S,T)), mientras que HomA(T,TorB1(S,T)) = 0, en virtud
del teorema de inclinación. En ambos casos, dimS pertenece a la imagen def . Luego f
es sobreyectiva y por consiguiente el rango rgK0(A) de K0(A) es mayor o igual que el de
K0(B). ComoBT es también inclinante obtenemos que rgK0(B) ≥ rg K0(A). 2

El resultado más importante de esta sección, debido a Bongartz, es una consecuencia de
(5.5), y facilita mucho la tarea de determinar si un módulo dado es inclinante o no.

Corolario 5.6. Sea T= Tn1
1 ⊕Tn2

2 ⊕·· ·⊕Tnt
t con los Ti indescomponibles y tales que Ti ≇ Tj

para i 6= j. Entonces T es un A-ḿodulo inclinante si y śolo si T es inclinante parcial y verifica
(T3′) t = rgK0(A).

Demostracíon. Necesidad. SiT es inclinante, entonces es inclinante parcial y, además,t =
rg K0(B) (por (II.1.2)(b) y (5.5)). Pero entonces (5.5) implica (T3′).

Suficiencia. SiT es inclinante parcial, resulta de (II.3.2) que existe un módulo E tal
queT ⊕E es inclinante. En virtud de (T3′), el número de sumandos indescomponibles no
isomorfos deT ⊕E, que es igual al rango deK0(A), debe también coincidir cont. Por lo
tanto,E ∈ addT, de dondeT es inclinante. 2

El resultado siguiente, conocido comoLema de Skowrónski, puede verse como una genera-
lización de (5.6) y es de importancia capital por sus aplicaciones.

Corolario 5.7. Sea T= Tn1
1 ⊕Tn2

2 ⊕·· ·⊕Tnt
t con los Ti indescomponibles y tales que Ti ≇ Tj

para i 6= j. Si HomA(T,τT) = 0 (ó, dualmente,HomA(τ−1T,T) = 0), entonces t≤ rgK0(A).

Demostracíon. SeaI el anulador deT y B = A/I . Puede demostrarse (ver [AuRS], Ex-
ercise (II.5), p. 186-187) que el trasladado de Auslander-ReitenτBT de T en modB es un
A-submódulo del trasladadoτAT de T en modA. Por lo tanto HomA(T,τAT) = 0 implica
HomB(T,τBT) = 0. ComoTB es fiel, resulta de (II.2.7) que es inclinante parcial. En virtud
del Lema de Bongartz (II.3.2), existe unB-móduloE tal queT ⊕E es inclinante en modB.
Luegot no supera el número de sumandos indescomponibles no isomorfos deT ⊕E, que es
igual, por (5.6), al rango deK0(B). Como rgK0(B) ≤ rgK0(A), se deduce quet ≤ rgK0(A).
2
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Si, en particular,T es un módulo inclinante parcial, entonces el número de clases de
isomorfismo de sumandos indescomponibles deT no puede superar el rango deK0(A).

El lema siguiente, llamado ”lema de conexión”, dice qué ocurre en la ”frontera” entre
X (T) eY (T).

Lema 5.8. Sean A uńalgebra, T un A - ḿodulo inclinante y B= EndTA. Sean PA un
proyectivo indescomponible e IA un inyectivo indescomponible tales quesocI = P/radP.
Entonces

τ−1HomA(T, I) ∼= Ext1A(T,P) .

En particular, P∈ addT si y śolo siHomA(T, I) es un B - ḿodulo inyectivo.

Demostracíon. ComoT es un módulo inclinante, existe una sucesión exacta corta

0−→ P−→ T ′ f
−→ T ′′ −→ 0

conT ′, T ” ∈ addT. Aplicando HomA(−,T) obtenemos una resolución proyectiva delBop-
módulo HomA(P,T)

0−→ HomA
(

T ′′,T
)

−→ HomA
(

T ′,T
)

−→ HomA(P,T) −→ 0.

Por otra parte, existe un isomorfismo funtorial

HomA(T,T0)
∼=

−→ HomBop (HomA(T0,T) ,HomA(T,T))

dado poru 7−→ HomA(u,T) : en efecto, es un isomorfismo cuandoT0 = T y los funtores son
aditivos. Entonces el cuadrado conmutativo

HomBop (HomA(T ′,T) ,HomA(T,T))
∼= //

HomBop(HomA( f ,T),HomA(T,T))
��

HomA(T,T ′)

HomA(T, f )
��

HomBop (HomA(T ′′,T) ,HomA(T,T))
∼= // HomA(T,T′′)

y la sucesión exacta

0−→ HomA(T,P) −→ HomA
(

T,T′
) HomA(T, f )

−→ HomA
(

T,T′′
)

−→ Ext1A(T,P) −→ 0

muestran que
Ext1A(T,P) ∼= Coker HomA(T, f )

∼= Coker HomBop (HomA( f ,T) ,B)
∼= Tr HomA(P,T) .

Por (I.1.2), tenemos que HomA(P,T) ∼= DHomA(T, I), de donde

Ext1A(T,P) ∼= TrDHomA(T, I)

= τ−1HomA(T, I) .

El último enunciado sigue del hecho que un módulo proyectivo P está en addT si y sólo si
está enT (T) = GenT, si y sólo si Ext1A(T,P) = 0. �
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Corolario 5.9. Sean A uńalgebra, T un A - ḿodulo inclinante y B= EndTA. Sean I un A -
módulo inyectivo y M un A - ḿodulo arbitrario. Entonces, para cada i> 0, tenemos

ExtiB(HomA(T,M) ,HomA(T, I)) = 0.

Demostracíon. Sea

... Pt
ft

−→ ... −→ P1
f1

−→ P0
f0

−→ HomA(T,M) −→ 0

una resolución proyectiva de HomA(T,M) en modB, y ponemosKi = Im fi para cadai ≥ 0.
Como todos losB - módulos proyectivos están en la clase sin torsiónY (T), entoncesKi ∈
Y (T) para cadai. Ahora, empleando la fórmula de Auslander-Reiten y el lemade conexión
(II.5.8) tenemos

ExtiB(HomA(T,M) ,HomA(T, I)) ∼= Ext1B(Ki−1,HomA(T, I))

∼= D HomB

(

τ−1HomA(T, I) ,Ki−1
)

∼= D HomB

(

Ext1A(T,P) ,Ki−1
)

= 0
porqueKi−1∈Y (T) y Ext1A(T,P)∈X (T), como se deduce fácilmente aplicando HomA(T,−)
a la sucesión canónica paraM respecto del par de torsión(T ,F ). 2

Terminaremos esta sección con un teorema, debido a Hoshino, que permite determinar si
un par de torsión asociado a un módulo inclinante se escinde.

Lema 5.10. Sean A uńalgebra y T un A-ḿodulo inclinante. Si M∈ T (T) y N∈ F (T), se
tiene

Ext2A(M,N) ∼= Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)).

Demostracíon. Sea 0→ N → I → N′ → 0 una sucesión exacta corta , conI inyectivo. Como
N ∈ F (T), se deduce una sucesión exacta

0→ HomA(T, I)→ HomA(T,N′) → Ext1A(T,N) → 0.

El funtor HomB(HomA(T,M),−) induce una sucesión exacta

Ext1B(HomA(T,M),HomA(T, I))→ Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N′)) →

→ Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) → Ext2B(HomA(T,M),HomA(T, I)).

En virtud del Corolario 5.9, y comoI ∈ T (T), tenemos que

Ext1B(HomA(T,M),HomA(T, I)) = 0

y
Ext2B(HomA(T,M),HomA(T, I)) = 0.

Por lo tanto, comoN′ ∈ T (T),

Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) ∼=

Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N′)) ∼= Ext1A(M,N′) ∼= Ext2A(M,N).

2
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Teorema 5.11.Sean A uńalgebra y T un A-ḿodulo inclinante. Entonces
(a) (X (T),Y (T)) se escinde si y sólo sidi F (T) ≤ 1.
(B) (T (T),F (T)) se escinde si y sólo si dpX (T) ≤ 1.

Demostracíon. Probaremos (a). La prueba de (b) es similar.
Supongamos en efecto que el par(X (T),Y (T)) se escinde. En particular, Ext1

B(Y,X) = 0
para todoY ∈ Y (T) y X ∈ X (T) (en virtud de (II.2.9).

Sea entoncesN ∈ F (T). Consideramos una copresentación inyectiva minimal

0→ N
d0

−→ I0 d1

−→ I1

y pongamosL0 = Imd1 y L1 = Cokerd1. Se tiene entonces

Ext1A(L1,L0) ∼= Ext2A(L1,N) ∼= Ext1B(HomA(T,L1),Ext1A(T,N)) = 0,

dado que HomA(T,L1) ∈ Y (T) y Ext1A(T,N) ∈ X (T). Entonces la sucesión exacta corta

0→ L0 → I1 → L1 → 0

se parte. LuegoL0 es inyectivo. Por lo tanto diN ≤ 1.
Recı́procamente, supongamos diF (T) ≤ 1. SeanY ∈ Y (T) y X ∈ X (T). Entonces

existenM ∈T (T) y N∈F (T) tales queY ∼= HomA(T,M) y X ∼= Ext1A(T,N) (por el teorema
de inclinación). Se tiene entonces

Ext1B(Y,X) ∼= Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) ∼= Ext2A(M,N) = 0

dado que diN ≤ 1. En virtud de (II.2.9), el par(X (T),Y (T)) se escinde. 2

En particular, siT es un módulo inclinante sobre un álgebra hereditariaA, el par de torsión
(X (T),Y (T)) en modB siempre es escindido.
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