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CAPITULO III
ALGEBRAS INCLINADAS

1. ALGEBRAS INCLINADAS

De todas las clases de álgebras con las que se trabaja en teorı́a de representaciones, las
álgebras hereditarias son las que más se han estudiado (ver, por ejemplo, el capı́tulo VIII de
[AuRS]). Las álgebras inclinadas forman una clase muy cercana a éstas.

Definición. Un álgebra de artinA se diceinclinadasi existen un álgebra hereditariaH y un
módulo inclinanteTH tales queA∼= EndTH .

En el resto de estas notas supondremos, como en los capı́tulos anteriores, que las álgebras
consideradas son siempre básicas y conexas.

Como asumimos queA es básica, siT =⊕n
i=1Ti es una descomposición del módulo incli-

nanteT en sumandos directos indescomponibles, entoncesTi ≇ Tj parai 6= j. Esto sigue de
(II.1.2) (b).

Por ejemplo, toda álgebra hereditaria es trivialmente inclinada. Un ejemplo distinto es el
álgebraB del ejemplo (II.4.7) (b) dada por el carcaj
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ligado por la relaciónαβ = γδ .
Una primera consecuencia sencilla del teorema de inclinación es el lema siguiente.

Lema 1.1. Un álgebra A es inclinada si y sólo si existe un ḿodulo inclinante TA tal que
H = EndTA es hereditaria.

Demostracíon. Supongamos queA es inclinada. Entonces existen un álgebra hereditariaH
y un módulo inclinanteUH tales queA∼= EndUH . ComoH es hereditaria, diUH ≤ 1 por lo
queUH es coinclinante. En virtud (del dual) de (II.4.2),AU es unAop - módulo inclinante y
H ∼=( EndAU)op . Por consiguiente, el móduloTA = D(AU) es unA - módulo inclinante y
H ∼= EndD(AU)∼= EndTA . La recı́proca se prueba en forma análoga. 2

En particular, de (1.1) y de (II.4.3) sigue queH es conexa.
Ahora vamos a probar que el carcaj de un álgebra inclinada es acı́clico. Para ello utilizare-

mos el lema siguiente, debido a Happel y Ringel.

Lema 1.2. Sea H unálgebra hereditaria y T1, T2 dos H- ḿodulos indescomponibles tales
que Ext1H (T2,T1) = 0 . Entonces todo morfismo no nulo de T1 a T2 es un monomorfismo o
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un epimorfismo. En particular, si T es indescomponible yExt1H (T,T) = 0, entoncesEndTH
es un anillo de divisíon.

Demostracíon. Supongamos que el morfismof : T1−→T2 no es ni inyectivo ni sobreyectivo.
Sea f = gh su factorización canónica a través de Imf . Entonces la longitudl (M) de M =
Im f verifica l (M) < l (T1) y l (M) < l (T2) . La sucesión exacta corta

0−→ Ker h−→ T1
h
−→M −→ 0

induce una sucesión exacta

Ext1H(T2/M,T1)−→ Ext1H (T2/M,M)−→ Ext2H (T2/M,Ker h) = 0

puesto queH es hereditaria. Se deducen un diagrama conmutativo con filasexactas en modH
como sigue

0 −−−→ T1 −−−→ E −−−→ T2/M −−−→ 0

h





y





y

∥

∥

∥

0 −−−→ M −−−→ T2 −−−→ T2/M −−−→ 0
y la sucesión exacta corta

0−→ T1−→ E⊕M −→ T2−→ 0.

Como Ext1H (T2,T1) = 0 , esta última sucesión se parte. Comol (M) < l (T1) y l (M) <
l (T2), entonces del Teorema de Krull-Schmidt se deduce queM = 0 y, por ende,f = 0. 2

SeaA un álgebra de artin yM , N dosA - módulos indescomponibles. Uncaminoen indA
deM aN es una sucesión de morfismos no nulos

M = M0
f1
−→M1

f2
−→ ·· ·

ft
−→Mt = N

con cadaMi en indA. Diremos entonces queM es unpredecesordeN, y queN es unsucesor
de M. Un tal camino es llamado unciclo si M ∼= N y al menos uno de losfi no es un
isomorfismo. Un álgebra se dicetriangular si no existen ciclos de la forma

P0−→ P1−→ ...−→ Pt = P0

conP0, . . . ,Pt proyectivos. Esto equivale a decir que el carcaj deA es acı́clico (ver [AuRS],
pág. 69).

Corolario 1.3. Todaálgebra inclinada es triangular.

Demostracíon. SeaA un álgebra inclinada. Sabemos que existen un álgebra hereditaria
H y un módulo inclinanteTH tales queA∼= End TH . SeanT ′1, T ′2 y T ′3 sumandos indes-
componibles deT y f : T ′1 −→ T ′2 , g : T ′2 −→ T ′3 morfismos no nulos. No pueden ser si-
multáneamentef un epimorfismo propio yg un monomorfismo propio: en efecto, en tal
caso tendrı́amos queg f 6= 0 y queg f no es ni inyectivo ni sobreyectivo, lo cual contradice
(1.2).
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Supongamos queA no es triangular. Todo ciclo entre módulos indescomponibles proyec-
tivos induce, en virtud de (II.1.2), un ciclo

T0
f1
−→ T1

f2
−→ T2−→ ·· ·

ft
−→ Tt = T0

entre sumandos indescomponibles deT. La observación anterior implica que un ciclo no
puede contener un epimorfismo propio seguido de un monomorfismo propio. Luego, todos
los fi son epimorfismos o todos son monomorfismos. Por consiguiente, la composición
ft ... f1 es un epimorfismo o un monomorfismo y, por lo tanto, es un isomorfismo. En
cualquiera de los dos casos resulta que cadafi es un isomorfismo, una contradicción. 2

Las propiedades siguientes son consecuencia del teorema deinclinación.

Proposición 1.4. Sea H unálgebra hereditaria, TH un ḿodulo inclinante y A= End TH .
Entonces:

(a) El par de torsíon (X (T) ,Y (T)) enmodA se escinde.
(b) dim.gl.A≤ 2 y, para todo A - ḿodulo indescomponible M, se tiene quedpM ≤ 1 ó

diM ≤ 1.

Demostracíon. (a) Resulta de (II.5.9).
(b) La primera parte sigue de (II.5.3). SeaM un A - módulo indescomponible. Por (a),

tenemos dos casos. SiM ∈ Y (T) entonces existeM′ ∈ T (T) tal queM ∼= HomA(T,M′) y
entonces dpM = dp HomA(T,M′)≤ dpM′ ≤ 1 (aplicamos (II.5.2)). Si, por el contrario,M ∈
X (T) entonces, por (II.5.9), tenemosτ−1M ∈ X (T) mientras queAA ∈ Y (T) . Luego,
HomA

(

τ−1M,A
)

= 0 y por lo tanto diM ≤ 1. 2

Una consecuencia inmediata de (a) y de (II.4.6) es que, siH es hereditaria de repre-
sentación finita, entoncesA también es de representación finita. La recı́proca no vale, como
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5.SeaH dada por el carcaj
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Aquı́, H es hereditaria y de representación infinita (ver [AuRS] (VIII.5.4), pág. 293). Con-

sideremosT1 = 1, T2 =
4
3
1
, T3 =

4
2
1
, T4 = 4. Es claro que cada uno de estos módulos es

indescomponible. Para demostrar queT =⊕4
i=1Ti es inclinante, basta probar que

Ext1H(T,T) = 0 , ya queH es hereditaria con 4 simples no isomorfos. Para probar este
enunciado probamos primero queτT3

∼= τ−1T3
∼= 3. Para ello construimos una presentación

proyectiva minimal deT3
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0−→ P3 = 3
1

f
−→ P4 =

4
2 3
1 1
−→ T3 =

4
2
1
−→ 0 .

Aplicando el funtor de Nakayamaν = DHomA(−,A) a f , resulta que el núcleo deν f es
el núcleo del único morfismo no nulo (a menos de escalares) de I3 en I4 , por lo tanto

τT3 = Ker
(

4
3 −→ 4

)

= 3.

De manera análoga se prueba queτ−1T3
∼= 3. Por simetrı́a se tiene queτT2

∼= τ−1T2
∼= 2.

Luego, podemos deducir que

Ext1H (T4,T3)∼= DHomH
(

τ−1T3,T4
)

∼= DHomH (3,4) = 0

y

Ext1H (T3,T1)∼= DHomH (T1,τT3)∼= DHomH (1,3) = 0.

Por simetrı́a, Ext1H (T4,T2) = 0 y Ext1H (T2,T1) = 0 . Finalmente,

Ext1H (T3,T2)∼= DHomH (T2,τT3)∼= DHomH

(

4
3
1
,3

)

= 0,

y de manera análoga se prueba que Ext1
H (T2,T3) = 0 . Por lo tanto, Ext1H (T,T) = 0 y T es

un H - módulo inclinante.
El álgebra inclinadaA =EndTH está dada por el carcaj
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ligado por las relacionesαβ = 0 , γδ = 0 . Este álgebra es de representación finita y su
carcaj de Auslander-Reiten es
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en donde las lı́neas punteadas indican las sucesiones que casi se parten. Observamos que el
A - móduloUA = 2 3

1 ⊕3⊕2⊕ 4
2 3 es tal queH ∼= EndUA .
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2. MÓDULOS INCLINANTES CONVEXOS.

La definición de álgebra inclinada hace mención a un álgebra hereditaria y a un módulo
inclinante sobre ésta. Para verificar si un álgebra dada esinclinada, serı́a bueno saber cómo
construir el álgebra hereditaria y el módulo inclinante en cuestión. Este es el objetivo de esta
sección.

SeaA un álgebra de artin. Una subcategorı́aC de modA se dirácerrada por predecesores
(o por sucesores) si, para todoM ∈ indC , todo predecesor (o sucesor, respectivamente) de
M pertenece también aC . Ejemplos de tales subcategorı́as aparecen en el lema siguiente.

Lema 2.1.Sea(T ,F ) un par de torsíon en mod A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) (T ,F ) se escinde.
(b) F es cerrada por predecesores.
(c) T es cerrada por sucesores.

Demostracíon. Por dualidad, basta probar la equivalencia entre (a) y (b).Supongamos en-
tonces que(T ,F ) se escinde y seaM ∈F indescomponible. Para todoL ∈ indA, tenemos
que o bienL ∈T , o bienL ∈F . Si HomA(L,M) 6= 0, se debe tenerL ∈F . Por induccción
se prueba inmediatamente que todo predecesor deM pertenece aF . Por lo tanto, (a) im-
plica (b). La recı́proca resulta de (II.2.9) ya que, para todo móduloM indescomponible no
proyectivo,τM es un predecesor deM . 2

Un A - módulo inclinanteTA se diceseparantesi el par de torsión(T (TA) ,F (TA)) se
escinde. Ası́, (II.3.10)(c) implica que todo módulo inclinante APR es separante. Daremos
otro ejemplo, para lo cual recordaremos que un álgebraA es inclinada si y sólo si existe un
A - módulo inclinanteTA tal que EndTA es hereditaria (en virtud de (1.1)).

Lema 2.2.Sea A uńalgebra inclinada, y T un A - ḿodulo inclinante tal que H= EndTA es
hereditaria. Entonces TA es separante.

Demostracíon. Por (II.4.2), HT es inclinante y el par de torsión(X (HT) ,Y (HT)) se
escinde en modAop , por (1.4)(a). Además, por (II.4.4),T (TA) = DY (HT) y F (TA) =
DX (HT) . LuegoTA es separante. 2

Un conjuntoΣ de módulos indescomponibles de indA se diceconvexosi, para todoM,
N ∈ Σ y todo camino

M = M0
f1
−→M1

f2
−→ ·· ·

ft
−→Mt = N,

todos losMi pertenecen aΣ. Un A - móduloM se diceconvexosi el conjunto indM de los
sumandos directos indescomponibles deM es convexo.
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Lema 2.3.Un A - ḿodulo inclinante T es convexo si y sólo si

indT = {M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0} .

Adeḿas, en este caso, H= EndTA es hereditaria.

Demostracíon. Supongamos queT es convexo. SeaM ∈ indT (T) tal que HomA(M,T) 6= 0.
ComoM ∈GenT, existe un morfismo no nuloT ′−→M, conT ′ ∈ indT, de donde obtenemos
un caminoT ′ −→M −→ T ′′ conT ′, T ′′ ∈ indT. La convexidad deT implica queM ∈ indT.
Luego,

{M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0} ⊆ indT.

La otra inclusión es trivial.
Recı́procamente, supongamos que indT = {M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0}.

Comencemos probando queH =EndTA es hereditaria. SeaQH un H - módulo proyectivo
e Y un submódulo indescomponible deQ. Debemos probar queY es proyectivo. Como
QH es proyectivo, tenemos queQ ∈ Y (T) y, por lo tanto,Y ∈ Y (T). Por el teorema de
inclinación, existenT ′ ∈ addT y M ∈T (T) indescomponible tales queQ∼= HomA(T,T ′) e
Y∼= HomA(T,M). La inclusión HomA(T,M)∼=Y →֒Q∼= HomA(T,T′) induce, aplicando el
funtor−⊗H T, un morfismo no nuloM−→ T ′. Luego, HomA(M,T) 6= 0. ComoM ∈T (T),
nuestra hipótesis nos da queM ∈ indT. Por lo tanto,Y ∼= HomA(T,M) es proyectivo. Esto
establece queH es hereditaria.

Por (2.2),TA es separante. Consideremos entonces un camino

T ′ = M0−→M1−→ ·· · −→Mt = T ′′

en indA, con T ′, T ′′ ∈ indT. ComoT ′ ∈ T (TA) que es cerrada por sucesores por (2.1),
tenemos queMi ∈ T (T) para todoi. Como HomA(Mt−1,T ′′) 6= 0 y Mt−1 ∈ T (T), nuestra
hipótesis nos da queMt−1 ∈ indT. Por recurrencia podemos obtener queMi ∈ indT para
todo i. Luego,T es convexo. 2

Lema 2.4. Sea TA un ḿodulo inclinante. Cada una de las condiciones abajo indicadas
implica la siguiente:

(a)Para todo M∈ T (T), existe una sucesión exacta corta

0−→ T1−→ T0−→M −→ 0

con T0, T1 ∈ addT.
(b) Ext2A(M,N) = 0 para todo M, N ∈T (T).
(c) diM ≤ 1 para todo M∈T (T).
(d) HomA

(

τ−1M,T
)

= 0 para todo M∈T (T).

Demostracíon. (a) implica (b) SeanM, N ∈T (T). Aplicando HomA(−,N) a una sucesión
exacta corta

0−→ T1−→ T0−→M −→ 0

conT0, T1 ∈ addT, obtenemos la sucesión exacta

0 = Ext1A(T1,N)−→ Ext2A(M,N)−→ Ext2A(T0,N) = 0
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y, por lo tanto, Ext2A(M,N) = 0.

(b) implica (c) Sea 0−→ M
f 0

−→ I0 f 1

−→ I1 una copresentación inyectiva minimal deM.
EntoncesN0 =Coker f 0 y N1 =Coker f 1 están enT (T). La sucesión exacta corta

0−→M −→ I0−→N0−→ 0
induce una sucesión exacta

0 = Ext1A
(

N1, I0)−→ Ext1A
(

N1,N0)−→ Ext2A
(

N1,M
)

= 0

(el último término se anula por hipótesis). Por lo tanto,Ext1A
(

N1,N0
)

= 0. En particular, la
sucesión exacta corta

0−→ N0−→ I1−→ N1−→ 0

se parte. Luego,N0 es inyectivo.

(c) implica (d) SeaM ∈ T (T). La hipótesis diM ≤ 1 implica que HomA
(

τ−1M,T
)

∼=

DExt1A(T,M) = 0, por (I.2.7). 2

En virtud del teorema de inclinación (II.4.6), la condici´on (a) del lema precedente equivale
a dpY (T)≤ 1. Por lo tanto, aplicando (II.5.1) obtenemos que dim.gl.A≤ 2.

Observacíon 2.5. Es razonable preguntarse en qué casos se verifica la condición (a). Esto
ocurre, por ejemplo, cuandoA es un álgebra hereditaria. En efecto, supongamos queA lo
sea. SeaM ∈ T (T). Por (II.3.5) sabemos que existe una sucesión exacta corta

0−→ L−→ T0
f
−→M −→ 0

conL ∈ T (T), de la cual se obtiene una sucesión exacta de funtores

Ext1A(T0,−)−→ Ext1A(L,−)−→ Ext2A(M,−) = 0.

Como para todoN ∈T (T) se tiene que Ext1
A(T0,N) = 0, entonces Ext1

A(L,N) = 0, es decir,
L es Ext-proyectivo enT (T). Por (II.3.5),L ∈ addT, obteniéndose entonces la sucesión
buscada.

Deduciremos varias caracterizaciones de los módulos inclinantes convexos.

Proposición 2.6.Sea TA un ḿodulo inclinante. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) EndTA es hereditaria.
(b) TA es separante y, para todo M∈ T (T), existe una sucesión exacta corta

0−→ T1−→ T0−→M −→ 0
con T0, T1 ∈ addT.

(c) TA es separante yExt2A(M,N) = 0, para todoM,N ∈ T (T).
(d) TA es separante ydiM ≤ 1, para todoM ∈ T (T).
(e) TA es separante yHomA

(

τ−1M,T
)

= 0, para todoM ∈ T (T).
(f) indT = {M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0}.
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(g) TA es convexo.

Demostracíon. (a) implica (b) SeaM ∈T (T). Por (II.3.5), existe una sucesión exacta corta

0−→ L−→ T0−→M −→ 0

conT0 ∈ addT y L ∈T (T). SeaH = EndTA. La sucesión anterior induce, por (II.3.6), una
sucesión exacta corta en modH

0−→ HomA(T,L)−→HomA(T,T0)−→ HomA(T,M)−→ 0.

Como HomA(T,T0) es H - proyectivo yH es hereditaria, HomA(T,L) también esH -
proyectivo. Dado queL ∈ T (T), sabemos por (II.1.2) queL ∈ addT. FinalmenteTA es
separante, por (2.2).

(b) implica (c), (c) implica (d) y (d) implica (e) siguen de (2.4).

(e) implica (f) SeaM ∈ T (T) indescomponible tal que HomA(M,T) 6= 0. Por (II.3.5),
basta probar queM es Ext-proyectivo enT (T), esto es, por (II.3.9), queτM ∈ F (T).
Supongamos queτM /∈F (T). ComoT es separante, debe serτM 6= 0 y τM ∈T (T). Pero
entonces HomA(M,T) = HomA

(

τ−1(τM) ,T
)

= 0. Contradicción.
Por último, sigue de (2.3) que (f) y (g) son equivalentes y que implican (a). 2

Como consecuencia de la proposición anterior, destacamosla siguiente caracterización de
las álgebras inclinadas.

Teorema 2.7.Un álgebra de artin A es inclinada si y sólo si existe un A-ḿodulo inclinante
convexo.

Demostracíon. Si A es inclinada, existe, por (1.1), unA - módulo inclinanteTA tal que
H = EndTA es hereditaria. Por (2.6),TA es convexo. Recı́procamente, siTA es un módulo
inclinante convexo, por (2.3), EndTA es hereditaria. LuegoA es inclinada. 2

Ejemplo 2.8.Sea, como en el ejemplo (II.4.7) (a),A dada por el carcaj
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ligado por la relaciónαβ = 0.

(i) Sabemos queU = ⊕4
i=1Ui, conU1 =

4
2
1
, U2 = 4

2, U3 = 3 4
2 y U4 = 4, es unA - módulo

inclinante (ver (II.3.12) (a)) y que su álgebra de endomorfismos EndU es hereditaria (ver
(II.4.7) (a)). Además, es fácil ver queU es un módulo convexo. Esto resulta de la ubicación
de los sumandos directos indescomponibles deU en el carcaj de Auslander-Reiten deA. En
particular,A es inclinada.
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(ii) Sabemos también queV = ⊕4
i=1Vi , conV1 = 1, V2 =

4
2
1
, V3 = 3 4

2 y V4 = 4 es un

A - módulo inclinante (ver (II.3.12) (a)) y que su álgebra deendomorfismos EndV no es
hereditaria (ver (II.4.7) (a)). Además,V no es un módulo convexo. Por ejemplo, el camino

deV1 = 1 aV2 =
4
2
1

se factoriza por el indescomponible2
1 que no es un sumando directo de

V.
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3. MÓDULOS SINCEROS.

A fin de enunciar (y probar) nuestra segunda caracterización de las álgebras inclinadas,
vamos a necesitar la siguiente definición.

Definición. Un A - móduloM se dicesincerosi cadaA - módulo simple es un factor de
composición deM.

La siguiente es una caracterización inmediata de los módulos sinceros.

Lema 3.1.Sea M un A - ḿodulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M es sincero.
(b) Para todo A - ḿodulo proyectivo P6= 0 , se tiene queHomA(P,M) 6= 0.
(c) Para todo A - ḿodulo inyectivo I6= 0, se tiene queHomA(M, I) 6= 0.

Demostracíon. Es claro, a partir de (I.1.2), que para unA - módulo simpleS las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Ses un factor de composición deM.
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(ii) Si P(S) es la cubierta proyectiva deS, entonces HomA(P(S),M) 6= 0.
(iii) Si I(S) es la cápsula inyectiva deS, entonces HomA(M, I(S)) 6= 0. 2

Ası́, todo módulo fiel es sincero. La recı́proca no es verdadera. En efecto, siA es el álgebra
hereditaria con carcaj

◦
1

◦
2α

oo

entonces el módulo semisimpleM = 1⊕2 es sincero, pero no es fiel, ya queMα = 0.

Lema 3.2.Sean M un A - ḿodulo,

TM = add
{

N ∈ indA : existe M′ ∈ indM y un camino M′ N
}

y
FM = add(indA\TM) .

Entonces(TM,FM) es un par de torsión que se escinde.

Demostracíon. Es claro queTM es cerrada por sucesores. Por lo tanto,TM es cerrada
por imágenes epimórficas y por extensiones. Luego, es una clase de torsión. Entonces la
conclusión sigue de (2.1). 2

Definición. Un ganchoes un camino de indA de la forma

τX
f
−→Y

g
−→ X

con f y g irreducibles. SeaM unA-módulo. Se dice queningún camino entre dos sumandos
de M contiene un ganchosi, para todo camino de indA de la forma

L = M0
f1
−→M1

f2
−→ ·· ·

ft
−→Mt = M

conL, N ∈ indM, ninguno de los subcaminos

Mi−1
fi
−→Mi

fi+1
−−→Mi+1

es un gancho.

Lema 3.3.Sea M un A - ḿodulo sincero tal que ninǵun camino entre dos sumandos de M
contiene un gancho. Entonces el par de torsión (TM,FM) verifica:

(a)Para todo N∈TM, diN≤ 1.
(b) M es Ext-proyectivo enTM.
(c) DA∈TM.
(d) Todo ḿodulo Ext-proyectivo deTM es inclinante parcial.
(e) El número de clases de isomorfismo de módulosExt-proyectivos indescomponibles de

TM es menor o igual que el rango de K0(A).

Demostracíon. (a) SeaN ∈ TM indescomponible tal que diN > 1. Entonces existe unA -
módulo proyectivo indescomponibleP tal que HomA

(

τ−1N,P
)

6= 0. ComoM es sincero,
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existeM′′ ∈ indM tal que HomA(P,M′′) 6= 0. Además, comoN ∈ TM, existe un camino
M′ N, conM′ ∈ indM . De aquı́ se deduce la existencia de un camino con un gancho

M′ N−→ ∗ −→ τ−1N−→ P−→M′′

conM′,M′′ ∈ indM. Contradicción.
(b) SeaN ∈ TM un módulo indescomponible tal que Ext1

A(M,N) 6= 0. Como Ext1A(M,N)
∼= DHomA

(

τ−1N,M
)

, existe un morfismo no nuloτ−1N −→ M′′, conM′′ ∈ indM. Como
N ∈ TM, existe también un caminoM′  N, conM′ ∈ indM. Nuevamente obtenemos un
camino con un gancho

M′ N−→ ∗ −→ τ−1N M′′

conM′,M′′ ∈ indM. Esta contradicción prueba que Ext1
A(M,N) = 0 para todoN ∈TM.

(c) SeaI unA - módulo inyectivo indescomponible. ComoM es sincero, HomA(M, I) 6= 0.
Luego existe un morfismo no nuloM′ −→ I , conM′ ∈ indM. Por lo tanto,I ∈TM, de donde
DA∈TM.

(d) SeaT0 un Ext-proyectivo deTM. En particular, Ext1A(T0,T0) = 0. Por otro lado,
τT0 ∈FM (por (II.2.4)). ComoDA∈ TM, a partir de (c) tenemos que HomA(DA,τT0) = 0.
Luego, dpT0≤ 1.

(e) Resulta de (d) y de (II.5.7). 2

Resulta de (d) y (e) que la suma directa de un conjunto completo de representantes de
clases de isomorfismo deA - módulos indescomponibles Ext-proyectivos deTM es un módulo
inclinante parcial.

Lema 3.4.Sea M un A−módulo sincero tal que ninǵun camino entre dos ḿodulos deindM
contiene un gancho. Sea T la suma directa de un conjunto completo de ḿodulosExt-
proyectivos indescomponibles no isomorfos deTM. Entonces T es un ḿodulo inclinante
convexo y M∈ addT.

Demostracíon. SeanM y T como en el enunciado. Por la observación de más arriba,T es
un módulo inclinante parcial. Por (3.3)(b),M ∈ addT. Luego basta ver queT es inclinante y
convexo. Probaremos esto en cuatro etapas:

(1) SeaK −→ T ′ un morfismo irreducible, conK en indA y T ′ en indT . Entonces
(a) SiK ∈ TM entoncesK ∈ indT:
En efecto, basta probar queK es Ext-proyectivo enTM y para esto, por (II.2.4), es su-

ficiente mostrar queτK ∈FM . Si τK /∈FM, entoncesτK ∈ indTM ya que(TM,FM) se
escinde. Sabemos que existe un camino

M′ τK −→ ∗ −→ K −→ T ′

conM′ ∈ indM. Si T ′ es proyectivo, entonces, al serM sincero, tenemos HomA(T ′,M) 6= 0.
Luego, existe un camino con un gancho

M′ τK −→ ∗ −→ K −→ T ′ −→M′′
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con M′, M′′ en indM. Contradicción. Por lo tanto,T ′ no es proyectivo. Pero entonces, el
morfismo irreducibleK −→ T ′ induce un morfismo irreducibleτK −→ τT ′. Esto es absurdo,
porqueτK ∈TM y τT ′ ∈FM. Luego,τK ∈FM, lo que prueba (a).

(b) Si K ∈FM entoncesK ∈ add(τT):
Por nuestra hipótesisK no es inyectivo, y hay un morfismo irreducibleT ′ −→ τ−1K.

Luego,τ−1K ∈ TM. Comoτ
(

τ−1K
)

= K ∈ FM, resulta queτ−1K es Ext-proyectivo en
TM, o sea , está en addT. Esto es,K ∈ add(τT).

(2) T es un módulo inclinante:
Como ya dijimos,T es un módulo inclinante parcial. Entonces sólo nos resta probar (T3).

Sea

0−→ A
f
−→ E

g
−→ Td −→ 0

una sucesión de Bongartz paraT (ver (II.3.3)). Queremos probar queE ∈ addT. Como
(TM,FM) se escinde, podemos escribirE = X⊕Y, conX ∈ TM eY ∈FM.

A continuación probaremos queY = 0. Supongamos queY 6= 0. SiY es proyectivo, la
sinceridad deM implica que HomA(Y,M) 6= 0, de donde HomA(Y,T) 6= 0 puesM ∈ addT
(por (3.3) (b)). SiY no es proyectivo entonces la restricción aY del morfismogde la sucesión
precedente es no nula. En cualquier caso resulta que HomA(Y,T) 6= 0. Por otro lado,T⊕E
es inclinante, luego

HomA(Y,τT)∼= DExt1A(T,Y) = 0.

Seav1 :Y−→ T1 un morfismo no nulo, conT1∈ indT. Vamos a construir en forma recursiva,
para todoi ≥ 2, morfismosvi : Y −→ Ti y morfismos irreduciblesui−1 : Ti −→ Ti−1 con los
Ti ∈ indT, tales queu1u2...ui−1vi 6= 0. Supongamos quevi ,u1, ...,ui−1 han sido construidos.
Para construirvi+1, ui consideramos el morfismo minimal que casi se parte a derecha que
termina enTi , al que escribimos en la forma[ fi ,gi] : Ki⊕Li −→ Ti , conKi ∈TM y Li ∈FM.
ComoY ∈ FM y Ti ∈ TM, el morfismovi : Y −→ Ti no es una retracción, por lo que se
factoriza a través del morfismo[ fi ,gi] : Ki⊕Li −→ Ti . Por (1) sabemos queKi ∈ addT y Li ∈
add(τT), de donde HomA(Y,Li) = 0, por lo observado arriba. Como HomA(Y,Li) = 0, vi se
factoriza porfi : Ki −→ Ti . Comou1u2...ui−1vi 6= 0, hay un sumando directoTi+1 de Ki y
morfismosui : Ti+1−→ Ti , vi+1 : Y −→ Ti+1 tales queu1u2...ui−1uivi+1 6= 0. Esto termina la
construcción.

Como, para todoi, tenemos queu1u2...ui−1 6= 0, obtenemos una contradicción, ya que to-
dos estos morfismos se encuentran en rad(EndT), que es un ideal nilpotente. Ası́ concluimos
queY = 0.

Hemos probado que la sucesión de Bongartz es de la forma

0−→ A−→ X −→ Td −→ 0

conX ∈TM. SeaN∈TM. Aplicando el funtor HomA(−,N), obtenemos una sucesión exacta

0 = Ext1A(Td,N)−→ Ext1A(X,N)−→ Ext1A(A,N) = 0

Por lo tanto, Ext1A(X,N) = 0 y X es Ext-proyectivo enTM. Luego,X ∈ addT y esto prueba
queT es inclinante.

(3) TM = T (T) y FM = F (T):
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SeaN ∈TM. ComoT es Ext-proyectivo enTM, Ext1A(T,N) = 0. Por lo tanto,N ∈T (T).
Recı́procamente, seaN indescomponible enT (T). Entonces HomA(T,N) 6= 0, de donde
N ∈ TM. Ası́ probamos queTM = T (T). En consecuencia,FM = F (T).

(4) Por último,T es un módulo inclinante convexo:
En efecto, de (2) y (3) sigue queT es un módulo inclinante separante. Por otro lado, de

(3.3) (a), tenemos que diN≤ 1 para todoN ∈T (T). En virtud de (2.6),T es convexo. 2

A continuación presentamos el teorema principal de esta sección.

Teorema 3.5.Un álgebra A es inclinada si y sólo si existe un A - ḿodulo sincero M tal que
ningún camino entre dos sumandos de M contiene un gancho.

Demostracíon. La suficiencia de la condición sigue de (3.4) y de (2.7).
Recı́procamente, supongamos queA es inclinada. Por (2.7), existe unA-módulo inclinante

convexoT. ComoT es inclinante, es fiel y, por lo tanto, sincero. Supongamos que existe un
camino que contiene un gancho

T ′ τL−→ ∗ −→ L T ′′

conT ′, T ′′ en indT. La convexidad deT implica queL, τL ∈ indT. Pero Ext1A(L,τL) 6= 0,
lo que contradice que Ext1

A(T,T) = 0. LuegoM = T satisface lo deseado. 2

El corolario que sigue es una consecuencia interesante del teorema anterior. UnA - módulo
indescomponible se dicedirigido si no existe ningún ciclo

M = M0−→M1−→ ·· · −→Mt = M

en indA.

Corolario 3.6. Sea A uńalgebra que admite un ḿodulo indescomponible sincero y dirigido.
Entonces A es inclinada.

Demostracíon. SeaM0
f1
−→M1−→ ·· ·

ft
−→Mt un camino en indA, conM0,Mt ∈ indM. Como

M es indescomponible, entoncesM0 = Mt
∼= M. ComoM es dirigido, fi es un isomorfismo,

para todoi. Luego el camino no contiene ganchos. Ahora el enunciado sigue de (3.5). 2

La recı́proca de este corolario es falsa. En efecto, el álgebraA del ejemplo (2.8) es incli-
nada, pero no existe unA-módulo indescomponible sincero.

Demostraremos un resultado que muestra la importancia de las álgebras inclinadas: si
M es unA - módulo indescomponible dirigido arbitrario, entonces existe un álgebra in-
clinadaB tal queM es unB - módulo. Ası́, para estudiar la estructura de los módulos
indescomponibles dirigidos sobre un álgebra arbitraria,es suficiente estudiar los módulos
indescomponibles dirigidos sobre las álgebras inclinadas. A fin de probar esto, necesitamos
la siguiente definición.
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SeaM unA - módulo indescomponible. Elproyectivo PM que soporta a Mes por definición
la suma directaPM = ⊕Px de un conjunto completo de representantes de clases de isomor-
fismo deA - módulos proyectivos indescomponiblesPx tales que HomA(Px,M) 6= 0. El
soporte de Mes el álgebra SuppM = EndPM. Ası́,M es un módulo indescomponible sincero
si y sólo si SuppM ∼= A.

Corolario 3.7. Sea A uńalgebra de artin y M un ḿodulo indescomponible dirigido. En-
tonces B= SuppM es unálgebra inclinada.

Demostracíon. En virtud de la definición de soporte,M es unB - módulo indescomponible
y sincero. Por otra parte, un ciclo en indB induce un ciclo en indA. El enunciado resulta
entonces de (3.6). 2

En el caso considerado, el soporte es además convexo. Decimos, en efecto, que SuppM es
convexo en Asi, para toda sucesión

P0−→ P1−→ ·· · −→ Pt

de morfismos no nulos entre indescomponibles proyectivos, conP0,Pt ∈ addPM, tenemos que
Pi ∈ addPM para todoi. La demostración siguiente está inspirada en la hecha porBongartz
para álgebras sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Para demostrar este resultado utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.8. (a) Sea P
f
−→ Q

g
−→ X un camino enindA, con P,Q proyectivosy g f = 0.

Entonces existe un camino en indA de la forma P/radP−→U −→ X.

(b) Dualmente, sea X
f
−→ I

g
−→ J un camino enindA, con I,J inyectivos y g f= 0.

Entonces existe un camino enindA de la forma X−→V −→ socJ.

Demostracíon. Demostraremos la parte (a). La parte (b) se deduce por dualidad.
SeanS= P/radP y U = Q/ f (radP). En el diagrama de abajo, Ker(q f) = f−1 f (radP) =

radP+ Ker f = radP = Kerp. Luego el morfismof induce un monomorfismof : S−→U.
Además el móduloU es indescomponible, por ser imagen epimórfica no nula del proyectivo
indescomponibleQ. Por último, Kerq= f (radP)⊆ Kerg, de donde el morfismog se factori-
za a través del epimorfismo canónicoq, como se indica en el diagrama. Esto completa la
demostración.

P
f
−→Q

g
−→ X

p ↓ q ↓ ‖
S99K

f
U 99K

g
X

2

Proposición 3.9. Sea M un A−módulo indescomponible dirigido. Entonces B= SuppM es
convexo en A.

Demostracíon. Supongamos que SuppM no es convexo enA. Entonces existe un camino
P0−→ P1−→ ...−→ Pt , cont ≥ 2, P0,Pt ∈ indPM, y P1, ...,Pt−1 proyectivos que no están en
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indPM. Consideremos un tal camino con longitudt mı́nima. SeaSi = Pi/radPi , con 1≤ i ≤ t.
EntoncesPi−1 ≇ Pi. Dado que HomA(Pi−1,Si) = 0, podemos aplicar (3.8)(a) a cada uno de
los caminosPi−1−→ Pi −→ Si para deducir que existe un camino

(1) S1−→U2−→ S2−→ ...−→ St−1.

Como, por hipótesis,Pt está en SuppM y Pt−1 no está en SuppM, existe un caminoPt−1−→
Pt −→M con composición nula. Aplicando (3.8)(a) a este camino, seobtiene un camino

(2) St−1−→Ut −→M.

Ahora vamos a usar la equivalencia de Nakayama entre proyectivos e inyectivos para aplicar
(3.8) nuevamente. SeaIi = ν(Pi). ComoP0 ∈ indPM, P1 /∈ indPM, y HomA(Pi,M) = 0 si y
sólo si HomA(M, Ii) = 0, hay un camino de la formaM −→ I0−→ I1 con composición nula.
Deducimos, usando (3.8)(b), la existencia de un camino

(3) M −→U1−→ S1.

Concatenando los caminos(1),(2) y (3) obtenemos un caminoM−→U1−→S1−→U2−→
S2 −→ ... −→ St−1 −→Ut −→M. Como el móduloM es dirigido, todos los morfismos de
este camino deben ser isomorfismos. LuegoM ∼= S1. Pero esto es un absurdo, ya que por
hipótesis, HomA(P1,M) = 0. 2

Ejemplo 3.10
(a) SeaA dada por el carcaj
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El módulo indescomponible proyectivo
6

5 4
3 2
1

es sincero y dirigido. Por lo tanto,A es incli-

nada.
(b) Para que un álgebra sea inclinada no es suficiente que haya un módulo indescom-

ponible sincero. En efecto, seaA dada por el carcaj

◦1 ◦3

◦
2

γ
oo

β

zztttttttt α
ddJJJJJJJJ

ligado por la relaciónαβ = 0. EntoncesΓ(modA) es

1
3 2
2 1 3

3
2 1

3 2
1

3
1

2
1

3
2

765401232
...

...
765401232
...

...

$$JJJJJJJ ::ttttt $$JJJJJ
::ttttttt

$$JJ
JJ

JJ
J ::ttttttt

::tttttttt
$$JJJJJJ ::tttttt $$JJ

JJ
JJJ

J

::ttttttt $$JJ
JJJJJ

donde identificamos las dos copias del simple 2. Aquı́ tenemos varios módulos indescom-
ponibles sinceros, pero todos están sobre ciclos. Sin embargo, A no es inclinada, pues
dp3

1 = 2 = di 3
1, y (1.4) (b) afirma que los módulos indescomponibles de dimensión proyec-

tiva 2 sobre un álgebra inclinada tienen dimensión inyectiva menor o igual que uno.

En cambio, es fácil ver que el soporte del módulo indescomponible dirigido2
1 es el álgebra

dada por el carcaj

1
◦

β
←−

2
◦

mientras que el del módulo indescomponible dirigido3
2 es el álgebra cuyo carcaj es

2
◦

α
←−

3
◦

y estas dos álgebras son inclinadas, ya que son hereditarias.

4. RODAJAS Y RODAJAS COMPLETAS.

Si queremos verificar si un álgebra dada es inclinada debemos, de un modo u otro, re-
conocer el álgebra hereditaria de la cual ella es originaria. Ejemplos simples muestran que
esta información está codificada en el carcaj de Auslander-Reiten. Para explicar la idea,
retomamos un ejemplo visto anteriormente.
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Ejemplo 4.1.SeaA dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

β
oo

α
oo

γ
��

ligado por la relaciónαβ = 0. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

1

2

1

4

2

1

2

4

2

3

2

3  4

  2

4

3

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

.

Ya vimos (en (2.8)) que el móduloU = ⊕4
i=1Ui , conU1 =

4
2
1
, U2 = 4

2, U3 = 3 4
2 y U4 = 4

es inclinante convexo, y que el álgebraH = EndUA es el álgebra hereditaria de carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

oooooo .

Sabemos queU es unHop - módulo inclinante y el carcaj deHop reproduce exactamente
el subcarcaj pleno

4
2
1
−→ 4

2 −→
3 4
2 −→ 4

deΓ(modA). En otros términos, mirarΓ(modA) permite “recuperar” el álgebra hereditaria
H tal queA es el anillo de endomorfismos de unH-módulo inclinante. En efecto, por (II.4.2)
sabemos queA∼= (EndHU)op∼= EndDUH .

Notamos que, mirando el carcaj de Auslander-Reiten deH, podemos también hallar un
módulo inclinanteT tal queA∼= EndTH . Para ello buscamosH-módulos tales que el sub-
grafo del carcaj de Auslander-Reiten determinado por ellos“reproduzca” el carcaj deAop:
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2
1

1T1= 4

3
2

4
3

3
2
1

T2=
4
3
24

3
2
1

T4=

2 3T3=

$$JJJJ
JJ

JJ ::tttttttt

$$JJ
JJ

JJ
JJ ::tttttttt $$JJ

JJ
JJ

JJ ::tttttttt

$$J
JJ

JJJ
JJ ::tttttttt

::tttttttt $$JJ
JJ

JJJ
J ::tttttttt $$JJJ
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J

Tenemos unH - módulo inclinanteT =⊕4
i=1Ti (conT1 = 1, T2 =

3
2
1
, T3 = 3 y T4 =

4
3
2
1
) tal que

A∼= EndTH .

A partir de este ejemplo, llegamos a dos conjuntos diferentes de axiomas, que son el objeto
de esta sección y de la sección siguiente.

Definición. Un conjunto finitoS ⊆ indA es unarodaja en modA si satisface los axiomas
siguientes:

(S1) ⊕U∈S U es unA - módulo sincero.
(S2) S es un conjunto convexo en indA.
(S3) Si 0−→ L −→M −→ N−→ 0 es una sucesión que casi se parte entonces a lo sumo

uno de los módulosL y N está enS .
El conjuntoS se llamarodaja completasi, además de los axiomas anteriores, satisface la

condición:
(S′3) Si 0−→ L −→ M −→ N −→ 0 es una sucesión que casi se parte y un sumando

indescomponible deM está enS entoncesL ∈S ó N ∈S .

Es fácil ver que en el ejemplo precedente, el conjunto
{

4
2
1
, 4

2, 3 4
2 ,4

}

es una rodaja com-

pleta. Por otra parte,
{

4
2
1
, 4

2, 3 4
2

}

es una rodaja, pero no es completa, como lo muestra la

sucesión que casi se parte

0−→ 3
2 −→

3 4
2 −→ 4 −→ 0 .

Lema 4.2.Sea T un A - ḿodulo inclinante convexo. EntoncesindT es una rodaja completa
enmodA.

Demostracíon. Verifiquemos los axiomas de la definición de rodaja completa.
(S1) T es sincero por ser inclinante.
(S2) Decir queT es convexo es decir que indT lo es.
(S3) Sea 0−→ τX −→ E−→ X −→ 0 una sucesión que casi se parte en modA. Suponga-

mos queτX y X están en indT. Entonces Ext1A(X,τX) 6= 0 contradice que Ext1
A(T,T) = 0.
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(S′3) Sea 0−→ τX −→ E⊕T0−→ X −→ 0 una sucesión que casi se parte conT0 ∈ indT.
En virtud de (2.6),T es separante. ComoT0 ∈ addT y HomA(T0,X) 6= 0, tenemos que
X ∈ T (T). Supongamos queX /∈ indT. ComoT es inclinante,τX /∈F (T), por (II.3.9).
Por lo tanto,τX ∈T (T). Finalmente, de HomA(τX,T0) 6= 0 y (2.3), resulta queτX ∈ indT.
2

Necesitaremos también el lema siguiente.

Lema 4.3.Sea M un A - ḿodulo convexo. Entonces:
(a) rad∞A(M,M) = 0.
(b) Si, adeḿas,EndM es conexo, el subcarcaj pleno deΓ(modA) definido porindM es

conexo.
Demostracíon. (a) Seam un número natural tal que radm(EndM) = 0. Basta ver que

rad∞
A(X,Y) = 0 siempre queX,Y ∈ indM. Consideremos un caminoX = Xm

fm
−→ Xm−1→

·· ·
f1
−→ X0 = Y, con cadaXi ∈ indA y cada fi ∈ radA(Xi,Xi−1). Por la convexidad deM,

tenemos queXi ∈ indM para cadai. Como radm(EndM) = 0, resulta quef1 . . . fm = 0, lo que
prueba que rad∞A(X,Y) = 0.

(b) SeanX,Y dos sumandos indescomponibles deM tales que HomA(X,Y) 6= 0. Por (a) y
(I.3.4), existe un camino

X = X0
f1
−→ X1→ ·· ·

ft
−→ Xt = Y

de morfismos irreducibles con cadaXi ∈ indA. Por la convexidad deM, tenemos queXi ∈
indM para cadai, de lo que resulta el enunciado. 2

En lo que sigue notaremos|S | al cardinal del conjuntoS .

Nuestro próximo teorema muestra la relación entre las nociones de rodaja completa y de
módulo inclinante convexo.

Teorema 4.4.SeaS una rodaja enmodA y M = ⊕U∈S U. Entonces existe una rodaja
completaS ′⊇S . Adeḿas, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es un ḿodulo inclinante convexo.
(b) S es una rodaja completa.
(c) |S |= rgK0(A).

Demostracíon. Supongamos primero que existe un camino que contiene un ganchoM′ 
τX −→ ∗ −→ X  M′′, con M′,M′′ ∈ S . Por (S2), tenemos queX,τX ∈ S . Pero esto
contradice (S3). LuegoM satisface las hipótesis del Lema (3.4). Por lo tantoT =

⊕

{X ∈
indA : X es Ext-proyectivo deTM} es un módulo inclinante convexo, y existeN tal que
T = M⊕N. Luego|S | = |indM| ≤ |indT| = rgK0(A), y la igualdad vale si y sólo siM =
T. De aquı́ se desprende inmediatamente la equivalencia de (a)y (c), y también el primer
enunciado del teorema, ya queS ⊆ indT, que es una rodaja completa por (4.2). El mismo
(4.2) muestra que (a) implica (b).

Sólo resta probar que (b) implica (a), y para ello basta ver queM = T. Supongamos en-
tonces queS es una rodaja completa, y seaT ′ ∈ indT. ComoT ′ ∈ TM, existe un camino
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M′ = T0
f1
−→ T1−→ ·· ·

ft
−→ Tt = T ′

con M′ ∈ S ⊆ indT. ComoT es convexo, entoncesTi ∈ indT para todoi . Claramente,
basta probar queT1 ∈S . ComoT es inclinante y entonces conexo (ver (II.4.3)), por (4.3)
podemos suponer que en el camino precedente los morfismos sonirreducibles. Vamos a
considerar dos casos:

Caso 1:T1 es proyectivo. ComoM es sincero, existeM′′ ∈S tal que HomA(T1,M′′) 6= 0.
A partir del caminoM′→ T1→M′′ y de la convexidad deS , obtenemosT1 ∈S .

Caso 2:T1 no es proyectivo. Entonces existe una sucesión que casi se parte 0→ τT1→
M′⊕E→ T1→ 0. ComoτT1 /∈ indT, entoncesτT1 /∈S y, por (S′3), tenemos queT1 ∈S ,
como querı́amos. 2

Corolario 4.5. SeaS una rodaja en modA, y sea M=
⊕

U∈S
U. Entonces|S | ≤ rgK0(A),

existe una componente deΓ(modA) que contiene aS , M es un ḿodulo inclinante parcial y
rad∞

A(M,M) = 0.

Demostracíon. Se deduce inmediatamente de (4.3) y (4.4). 2

El corolario siguiente justifica el nombre de rodaja completa.

Corolario 4.6. SiS ′ es una rodaja enmodA que contiene una rodaja completaS , entonces
S ′ = S .

Demostracíon. A partir de (4.4), tenemos que|S | = rgK0(A) y |S ′| ≤ rgK0(A). Entonces
el corolario sigue de las desigualdades

rgK0(A) = |S | ≤
∣

∣S
′
∣

∣≤ rgK0(A) .

2

Deducimos también la recı́proca de (4.2).

Corolario 4.7. Un A - ḿodulo T es inclinante convexo si y solamente siindT es una rodaja
completa enmodA. En particular, una rodaja completa induce un subcarcaj conexo de
Γ(modA).

Demostracíon. Este corolario resulta de (4.2), (4.3) y (4.4). 2

La consecuencia más interesante es una nueva caracterización de las álgebras inclinadas.

Teorema 4.8.Sea A uńalgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a)A es unálgebra inclinada.
(b) Existe una rodaja completa enmodA.
(c) Existe una rodaja enmodA.
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Demostracíon. (a) implica (b) SiA es inclinada, existe un módulo inclinante convexoT.
Pero entonces, por (4.2), indT es una rodaja completa en modA.

(b) implica (c) Esta implicación es trivial.
(c) implica (a) De (4.4) resulta que existe unA-módulo inclinante convexo. 2

Finalmente, el resultado siguiente muestra cómo construir (todas) las rodajas completas.

Teorema 4.9. (a) Sea H unálgebra hereditaria, TH un ḿodulo inclinante y A= EndTH .
Entoncesind(HomH (T,DH)) es una rodaja completa enmodA.

(b) Rećıprocamente, sea A uńalgebra yS una rodaja completa enmodA. Entonces
M =⊕U∈S U es un ḿodulo inclinante convexo, H= EndM es hereditaria, TH = D(HM) es
inclinante yS = ind(HomH (T,DH)).

Demostracíon. (a) SeaMA = D(AT). ComoTH es co-inclinante,AT también lo es. Luego,
MA es inclinante. ComoH ∼= EndMA es hereditaria, el móduloMA es inclinante convexo,
por (2.6). Por lo tanto, en virtud de (4.2), indM es una rodaja completa en modA. Por otro
ladoMA = D(AT)∼= D(AT⊗H H)∼= HomH (T,DH). Ası́ queda demostrado (a).

(b) Resta probar que, recı́procamente, toda rodaja completa en modA es de la forma vista
en (a). SeaS una tal rodaja. Por (4.2),M = ⊕U∈S U es inclinante convexo. De (2.6),
obtenemos queH = EndMA es hereditaria yHM es inclinante, luego, co-inclinante. Por lo
tanto,TH = D(HM) es inclinante. En virtud de (II.4.2), tenemosA∼= EndTH . Pero entonces

⊕U∈S U = MA
∼= D(AT)∼= HomH (T,DH)

Esto prueba queS es de la forma requerida. 2

Ejemplo 4.10. En general, la categorı́a de módulos de un álgebra inclinada contiene varias
rodajas completas. Por ejemplo, el álgebra dada por el carcaj

◦ ◦

◦ ◦

◦

◦

ddJJJJJJJJ zztttttttt ddJJJJJJJJ

ddJJJJJJJJ zztttttttt

zztttttttt ddJJJJJJJJ

con todas las relaciones de conmutatividad posibles, tieneel carcaj de Auslander-Reiten
siguiente (ver el ejemplo (3.8) (a))
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ff
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f

f

ff
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f
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f

f

f

f

f

f

f

f

f

f f

f

f

f

f f

f ffff f f f

.

La región indicada contiene varias rodajas completas que realizan todas las orientaciones
posibles del diagrama de DynkinE6.

◦ ◦ ◦ .◦ ◦

◦

Por lo tanto, para cada orientación de este grafo, existe unmódulo inclinante sobre el álgebra
de caminos del carcaj resultante cuya álgebra de endomorfismos es isomorfa aA.

5. LAS SECCIONES: EL CRITERIO DEL IU Y SKOWROŃSKI.

Si bien la existencia de rodajas es un criterio muy satisfactorio cuando queremos saber si
un álgebra de representación finita es inclinada o no, estecriterio es más difı́cil de aplicar a
álgebras de representación infinita. En efecto, esta verificación presupone un buen conoci-
miento de la categorı́a de módulos. Sin embargo, el Corolario (4.5) nos dice que en realidad
basta conocer localmente el carcaj de Auslander-Reiten. Por ello, en esta sección estudia-
remos subcarcajes especiales deΓ(modA) con el objeto de obtener un criterio más fácil de
aplicar. Este criterio fue obtenido simultánea e independientemente por Liu y Skowroński.

En lo que sigue del capı́tulo,Γ designa una componente deΓ(modA).

Definición. SeaΓ una componente deΓ(modA). Unaseccíon Σ deΓ es un subcarcaj pleno
que satisface los axiomas siguientes:

(σ1) Σ es acı́clico.
(σ2) Para cada puntox deΓ, existe exactamente unn∈ Z tal queτnx∈ Σ0.
(σ3) Σ es convexo enΓ: si x = x0 −→ x1 −→ ·· · −→ xt = y es un camino enΓ con

x,y∈ Σ0, entoncesxi ∈ Σ0 para todoi.

Notemos que la noción de sección es puramente combinatoria. Observemos que la noción
de convexidad en (σ3) es diferente de la definida en la sección 2: en efecto, se trata aquı́ de
caminos enΓ, es decir de caminos formados por morfismos irreducibles, y no por morfismos
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arbitrarios. Es claro que si un conjuntoΣ ⊆ Γ es convexo (en el sentido de la sección 2),
entonces es convexo enΓ, pero la recı́proca es falsa en general.

Por ejemplo, la rodaja completa del ejemplo (4.1) es una sección.

Lema 5.1. SeaΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon deΓ. Supongamos
que x→ y es una flecha enΓ.

a) Si x∈ Σ0, entonces o bien y∈ Σ0 , o bienτy∈ Σ0.
b) Si y∈ Σ0, entonces o bien x∈ Σ0, o bienτ−1x∈ Σ0.

Demostracíon. Probemos (a), ya que (b) es dual. Por(σ2), existe un enterom tal que
τmy∈ Σ0. Si m≤ 0, entonces existe un caminox−→ y−→ ∗ −→ τ−1y−→ ...−→ τmy en
Γ. Comox,τmy∈ Σ0, entonces por la convexidad(σ3), tenemos quey∈ Σ0. Luego,(σ2) nos
dam= 0. De la misma manera, sim> 0 tenemos queτy∈ Σ0. 2

Lema 5.2. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon deΓ tal que
HomA(U,τV) = 0 para todo U, V ∈ Σ0. Entonces

(a) |Σ0| ≤ rg K0(A).
(b) rad∞

A (U,V) = 0 para todo U, V ∈ Σ0.
(c) HomA

(

τ−1U,V
)

= 0 para todo U, V ∈ Σ0.

Demostracíon. (a) Esto sigue del lema de Skowroński (II.5.7).
(b) SeanU , V ∈ Σ0 tales que rad∞A (U,V) 6= 0. Por el lema (I.3.5), existe, para cadai ≥ 0,

un camino de morfismos irreducibles entre módulos indescomponibles

Vi −→Vi−1−→ ·· · −→V1−→V0 = V

tal que rad∞A (U,Vi) 6= 0. ComoΣ es finita y acı́clica, existei0 ≥ 1 tal queVi0−1 ∈ Σ0 pero
Vi0 /∈ Σ0. Por el Lema (5.1), tenemosτ−1Vi0 ∈ Σ0. Pero entonces HomA

(

U,τ
(

τ−1Vi0

))

=
HomA(U,Vi0) 6= 0 contradice la hipótesis.

(c) SeanU0, V0 ∈ Σ0 tales que HomA
(

τ−1U0,V0
)

6= 0. Entonces no existe un camino de
morfismos irreduciblesτ−1U0 V0: en efecto, si existiera un tal camino, entonces habrı́a
un camino compuestoU0 −→ ∗ −→ τ−1U0 V0 en Γ, y la convexidad deΣ en Γ darı́a
τ−1U0 ∈ Σ0, una contradicción. Entonces rad∞

A

(

τ−1U0,V0
)

6= 0. ComoΣ es finita y acı́clica,
podemos suponer queU0 no tiene predecesor directoW ∈ Σ0 tal que rad∞A

(

τ−1W,V0
)

6= 0.
Por otra parte, observando que el morfismo minimal que casi separte a derechaE−→ τ−1U0
es sobreyectivo, tenemos que rad∞

A (W0,V0) 6= 0, para algún sumando indescomponibleW0 de
E. Como existe una flechaU0−→W0 enΓ, resulta del Lema (5.1) que uno de los módulos
W0, τW0 pertenece aΣ0. Por nuestra hipótesis sobreU0, tenemos queτW0 /∈ Σ0. Entonces
W0 ∈ Σ0 y esto contradice (b). 2

El lema siguiente es dual de (5.2).

Lema 5.3. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon deΓ tal que
HomA

(

τ−1U,V
)

= 0 para todo U, V ∈ Σ0. Entonces
(a) |Σ0| ≤ rg K0(A).
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(b) rad∞
A (U,V) = 0 para todo U, V ∈ Σ0.

(c) HomA(U,τV) = 0 para todo U, V ∈ Σ0. �

Una primera consecuencia evidente es el corolario siguiente.

Corolario 5.4. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA), Σ una seccíon de Γ y
T =

⊕

U∈Σ0
U . EntoncesHomA(T,τT) = 0 si y śolo siHomA

(

τ−1T,T
)

= 0 . �

Un subcarcaj plenoΣ deΓ se dicefiel si su anulador AnnΣ =
⋂

M∈Σ0

Ann M =

{a∈ A : Ma = 0 para todoM ∈ Σ0} es el ideal nulo.

Lema 5.5.SeaΓ una componente deΓ(modA) y Σ un subcarcaj finito y aćıclico deΓ.
(a) Si, para todo M∈ Σ0 y morfismo irreducible M−→ N, tenemos que N∈ Σ0 o τN ∈

Σ0, entonces todo morfismo no nulo M−→U, con M∈ Σ0 y U /∈ Σ0 indescomponible, se
factoriza poradd

(

τ−1Σ
)

.
(b) Si, para todo M∈ Σ0 y morfismo irreducible L−→M, tenemos que L∈ Σ0 o τ−1L ∈

Σ0, entonces todo morfismo no nulo U−→ M, con M∈ Σ0 y U /∈ Σ0 indescomponible, se
factoriza poradd(τΣ).

Demostracíon. Es suficiente probar (b), ya que (a) es dual. Seaf : U −→ M como en
el enunciado. Vamos a proceder por recurrencia, puesto queΣ es acı́clico. Supongamos
primero queM es una fuente deΣ, y seag : E−→M el morfismo minimal que casi se parte a
derecha. ComoM es una fuente deΣ, ningún sumando directo deE pertenece aΣ0. En virtud
de la hipótesis,E ∈ add(τΣ). Como f se factoriza porg, hemos terminado. Supongamos
ahora queM no es una fuente y que el enunciado se verifica para todo predecesor propio
M′ de M sobreΣ. Seag : E −→ M el morfismo minimal que casi se parte a derecha. Por
hipótesis,E = E′⊕E′′, dondeE′ ∈ add(τΣ), mientras que todos los sumandos directos de
E′′ pertenecen aΣ0 y son predecesores deM. Entoncesf se factoriza porg = [g′ g′′] : E′⊕

E′′ −→M, o sea, existeh =
[

h′
h′′

]

: U −→ E′⊕E′′ tal que f = gh= g′h′+g′′h′′. Finalmente,

por la recurrencia,h′′ se factoriza por add(τΣ). 2

Lema 5.6. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon fiel deΓ tal que
HomA(U,τV) = 0 para todo U, V ∈ Σ0. Entonces T=

⊕

U
U∈Σ0

es un ḿodulo inclinante con-

vexo.

Demostracíon. Por (II.2.7),T es un módulo inclinante parcial. Además, sigue de (II.1.7)
que una addT - aproximación a izquierdaf : A−→ Td es inyectiva. Entonces tenemos una
sucesión exacta

0−→ A
f
−→ Td g

−→ X −→ 0.

Afirmamos queT⊕X es inclinante. Como dpT ≤ 1 y A es proyectivo, tenemos que dpX≤ 1.
Entonces dp(T⊕X)≤ 1.

Aplicando el funtor HomA(−,T), obtenemos una sucesión exacta
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· · · −→ HomA(Td,T)
HomA( f ,T)
−→ HomA(A,T)−→ Ext1A(X,T)−→ Ext1A(Td,T) = 0.

Por (II.1.7), HomA( f ,T) es sobreyectivo. Por lo tanto, Ext1
A(X,T) = 0. Aplicando suce-

sivamente HomA(X,−) y HomA(T,−) a la misma sucesión exacta, se tiene

0 = Ext1A(X,Td)−→ Ext1A(X,X)−→ Ext2A(X,A) = 0

y
0 = Ext1A(T,Td)−→ Ext1A(T,X)−→ Ext2A(T,A) = 0

dado que dp(T⊕X) ≤ 1. Entonces Ext1
A(X,X) = 0 y Ext1A(T,X) = 0. Por consiguiente,

Ext1A(T⊕X,T⊕X) = 0 y T⊕X es inclinante.
Para probar queT es un módulo inclinante, es suficiente mostrar queX ∈ addT. Si esto

no ocurre, existeU ∈ indX tal queU /∈ addT. Como HomA(T,U) 6= 0, existe un sumando
indescomponibleT0 de T tal que HomA(T0,U) 6= 0. ComoΣ es finita y acı́clica, podemos
suponer queT0 no tiene sucesor directoT ′0 ∈ Σ0 tal que HomA

(

T ′0,U
)

6= 0. ComoU /∈ Σ0,
tenemos que rad(T0,U) 6= 0. Considerando el morfismo minimal que casi se parte a izquierda
empezando enT0, existe una flechaT0−→V enΓ tal que HomA(V,U) 6= 0. Por (5.1),V ∈ Σ0
o τV ∈ Σ0. Por nuestra hipótesis sobreT0, tenemos queV /∈ Σ0, pero

Ext1A(U,τV)∼= DHomA
(

τ
(

τ−1V
)

,U
)

= DHomA(V,U) 6= 0

contradice que Ext1
A(X,T) = 0. Esto prueba queT es inclinante.

Finalmente, para probar queT es convexo, hay que probar queH = EndTA es hereditaria
(ver (2.6)). SeanP unH - módulo proyectivo indescomponible, yf : Y −→ P un monomor-
fismo conY indescomponible. Tenemos que probar queY es proyectivo. ComoY 6= 0, existe
un morfismo no nulof ′ : Q−→ Y, conQ proyectivo indescomponible. ComoP y Q son
proyectivos, tenemos queP, Q ∈ Y (T). LuegoY ∈ Y (T), puesY es submódulo deP.
Entonces existen morfismosg : M −→ T0 y g′ : T1−→M, conT0, T1 ∈ addT y M ∈ T (T),
tales queP = HomA(T,T0), Q = HomA(T,T1), Y = HomA(T,M), f = HomA(T,g) y f ′ =
HomA(T,g′). Como f es un monomorfismo, tenemos quef f ′ 6= 0. Entoncesgg′ 6= 0. Si al-
guno de los morfismosg, g′ estuviera en el radical infinito de modA, entonces rad∞A (T1,T0) 6=
0, lo que contradice (5.2)(b). Entonces existen caminos enΓ deT1 aM y deM aT0. La con-
vexidad deΣ enΓ implica queM ∈ addT, de dondeY es proyectivo. 2

Ahora estamos preparados para probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.7.SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ un subcarcaj pleno y convexo
de Γ. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) Σ es una sección fiel tal queHomA(U,τV) = 0, para todo U,V ∈ Σ0.
(b) Σ es una sección fiel tal queHomA

(

τ−1U,V
)

= 0, para todo U,V ∈ Σ0.
(c) T =

⊕

U∈Σ0
U es un ḿodulo inclinante convexo.

Demostracíon. Por (5.4), (a) y (b) son equivalentes y, por (5.6), tenemos que (a) implica (c).
Entonces basta probar que (c) implica (a).
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Supongamos queT es un módulo inclinante convexo. En particular, es fiel. Porlo tanto,
Σ es fiel. Además, HomA(T,τT) ∼= DExt1A(T,T) = 0. Finalmente,Σ0 = indT es convexo
en indA, luego a fortiori convexo enΓ. Por (2.6), EndT es hereditaria. Luego EndT es
triangular yΣ es acı́clico. Nos resta probar (σ2).

Comenzamos por verificar queΣ corta a cadaτ - órbita deΓ. Para ello basta ver que,
si M ∈ Σ0 y L ∈ Γ pertenecen a dos órbitas vecinas, entoncesΣ corta a la órbita deL.
Supongamos que existe un morfismo irreducibleτnM −→ L o L −→ τnM, para un cierto
n∈Z. Renombrando si es necesario aL, podemos suponer que|n| es mı́nimo para la familia
de morfismos irreducibles que conectan un módulo de la órbita deM con uno de la órbita de
L. Consideramos tres casos :

Caso 1. n < 0. En este caso no existe morfismo irreducibleL→ τnM, porque de lo
contrario también tendrı́amos unoτn+1M→ L, contra la minimalidad de|n|. Luego tenemos
un morfismo irreducibleτnM → L. Análogamente,L debe ser proyectivo, ya que de lo
contrario tendrı́amos un morfismo irreducibleτn+1M → τL, contra la minimalidad de|n|.
Entonces, por la sinceridad deT, existe un morfismo no nuloL→M′, conM′ ∈ Σ0. Luego
tenemos un camino en indA: M→·· ·→ τnM→ L→M′, de dondeL∈Σ0, por la convexidad.

Caso 2.n > 0. Este caso es dual del anterior.
Caso 3.n = 0. Tenemos un morfismo irreducibleM→ L ó L→ M. En el primer caso,

L∈T (T). SiL es proyectivo, entoncesL∈ Σ0. Suponemos entonces queL no es proyectivo.
Si τL ∈T (T), de (2.3) obtenemos queτL ∈ Σ0 y, si τL /∈T (T), resulta queτL ∈F (T), de
dondeL ∈ Σ0. De modo que en el primer caso, o bienL ∈ Σ0, o bienτL ∈ Σ0. En el segundo
caso tenemos un morfismo irreducibleL→M. Si L es inyectivo, entoncesL ∈ T (T) y, por
(2.3), L ∈ Σ0. Por último, siL no es inyectivo, hay un morfismoM → τ−1L y usando el
primer caso concluimos que, o bienτ−1L ∈ Σ0, o bienL = τ(τ−1L) ∈ Σ0.

Esto termina la demostración de queΣ corta a cadaτ-órbita deΓ. A continuación pro-
baremos que la corta una sola vez: siM y τmM (con m > 0) pertenecen ambos aΣ0, del
caminoτmM→ ·· · → τM→ ∗→M deducimos queτM ∈ Σ0, porqueT es convexo. Pero
Ext1A(M,τM) 6= 0, lo que contradice la hipótesis queT es inclinante. Ası́, hemos probado
queΣ verifica las condiciones de (a). 2

La primera consecuencia de este teorema es el criterio de Liu-Skowroński.

Corolario 5.8. Sea A uńalgebra de artin. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a)A es inclinada.
(b) Γ(modA) contiene una sección fielΣ tal queHomA(U,τV) = 0 para todo U,V ∈ Σ0.
(c) Γ(modA) contiene una sección fielΣ tal queHomA(τ−1U,V) = 0 para todo U,V ∈ Σ0.

Demostracíon. ComoA es inclinada, por (2.7) existe un módulo inclinante convexo y por
(II.4.3) sabemos que EndTA es conexo. Resulta entonces de (4.3) que el subcarcaj pleno de
Γ(modA) determinado por indT es conexo y por lo tanto está contenido en una componente
conexa deΓ(modA). El resultado es entonces consecuencia de (5.7). 2

El resultado siguiente es menos inmediato.
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Corolario 5.9. Un conjuntoΣ0 ⊆ indA es una rodaja completa enmodA si y śolo si el
subcarcajΣ determinado porΣ0 es una sección tal que:

(a) HomA(U,τV) = 0 para todo U,V ∈ Σ0.
(b) dpU ≤ 1 para todo U∈ Σ0.
(c) diU ≤ 1 para todo U∈ Σ0.

Demostracíon. SeaΣ0 una rodaja completa en modA. Por (II.4.4),T =
⊕

u∈Σ0
U es un

módulo inclinante convexo, cuyo anillo de endomorfismos esconexo (ver (II.4.3)). En par-
ticular, por (4.3)(b),Σ está contenida en una componente conexaΓ de Γ(modA). Ası́, de
(5.7) deducimos (a) y (b). Por dualidad,T es también co-inclinante, por lo que obtenemos
también (c).

Recı́procamente, seaΣ una sección enΓ que satisface (a), (b) y (c). Por (5.2),Σ es finita,
de dondeT es un módulo finitamente generado. Como Ext1

A(T,T) ∼= DHomA(T,τT) = 0,
tenemos queT es inclinante parcial. Luego, existeE tal queT⊕E es inclinante. Supong-
amos queE /∈ addT. Como End(T⊕E) es conexo (por (II.4.3)), existe un sumando directo
E′ deE que no está en addT tal que HomA(T,E′) 6= 0 ó HomA(E′,T) 6= 0. Por (5.5) ten-
emos que HomA

(

τ−1T,E′
)

6= 0 ó HomA(E′,τT) 6= 0. En el primer caso, Ext1
A(E′,T) 6= 0

(ya que diT ≤ 1) y, en el segundo caso, Ext1
A(T,E′) 6= 0 (ya que dpT ≤ 1). Esto contradice

la hipótesis queT⊕E es inclinante. Por lo tanto,E ∈ addT y T es fiel. Entonces, a partir de
(5.3), obtenemos queΣ0 es una rodaja completa. 2

Mucho trabajo ha sido dedicado al estudio de las componentesdel carcaj de Auslander-
Reiten de un álgebra inclinada. Aunque actualmente se conocen buenas caracterizaciones,
este estudio se sitúa fuera del marco de esta monografı́a. Nos limitaremos a algunas obser-
vaciones. Para comenzar, damos una definición.

SeaA un álgebra inclinada. Llamamoscomponente de conexión deΓ(modA) a una com-
ponente que contiene rodajas completas. A partir de (4.7) tenemos queΓ(modA) contiene al
menos una componente de conexión.

Proposición 5.10. Sean A uńalgebra inclinada, n= rg K0(A), Σ una rodaja completa en
modA y Γ la componente deΓ(modA) que contiene aΣ. Entonces:

(a) Γ es aćıclica y tiene exactamente nτ-órbitas.
(b) rad∞

A(X,Y) = 0 para todo X,Y ∈ Γ.
(c) Si T =

⊕

U∈ΣU y Γ′ 6= Γ es otra componente deΓ(modA), existen dos casos posibles:
(i) Γ′ ⊆T (T) y entoncesΓ′ no contiene proyectivos.
(ii) Γ′ ⊆F (T) y entoncesΓ′ no contiene inyectivos.

Demostracíon. (a) Supongamos por el absurdo que existe un ciclo de morfismos irreducibles
M0−→M1−→ ·· · −→Mt = M0 enΓ. ComoΣ es una sección (ver (5.9)), para cadai existe
ni ∈ Z tal queτni Mi ∈ Σ. Podemos suponer que existeni tal queni ≥ 0 y j tal quen j ≤ 0.
En efecto, sini > 0 para todoi, consideramosm= mini ni y aplicamosτ−m a todo el ciclo.
De la misma manera, sini < 0 para todoi, escribimosm′ = maxi ni y aplicamosτ−m′ . Esto
establece nuestra afirmación.

Por lo tanto, tenemos dos caminos de morfismos irreduciblesτni Mi Mi y M j  τn j M j .
Componiendo, obtenemos un camino de morfismos irreducibles
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τni Mi Mi −→Mi+1−→ ·· · −→M0−→M1−→ ·· · −→M j  τn j M j .
Comoτni Mi ∈ Σ y τn j M j ∈ Σ, por la convexidad tenemos que todos losMi están enΣ, y
esto contradice queΣ es acı́clica, por ser una sección. Esto prueba queΓ es acı́clica. Por
otro lado, por (4.4),|Σ|= n, y como la secciónΣ corta a cadaτ-órbita exactamente una vez,
resulta inmediatamente queΣ tiene exactamenten τ-órbitas.

(b) SeanX,Y ∈ Γ tales que rad∞A(X,Y) 6= 0. Por (I.3.5), existe un camino infinito de
morfismos irreducibles

X = X0→ X1→ ·· · → Xi → ·· ·

tales que rad∞A(Xi,Y) 6= 0 para cadai. Veamos que existep≥ 0 tal queXp es sucesor deΣ en
Γ. ComoΓ tiene sólon τ-órbitas, una de ellas contiene aXi para infinitos valoresik del ı́ndice
i. ComoΣ corta a cadaτ-órbita, existeM en Σ y números enterostk tales queXik = τ tkM.
Por (a),Γ es acı́clica. Luego la sucesión(tk) es estrictamente decreciente y entonces existe
m tal quetm < 0. Pero entoncesp = im satisface lo deseado. Ahora bien, rad∞

A(Xp,Y) 6= 0
implica que existe un camino infinito de morfismos irreducibles

· · · →Yj → ·· · →Y1→Y0 = Y

tal que rad∞A(Xp,Yj) 6= 0 para cadaj. Ahora se deduce igual que antes que existeq≥ 0 tal
queYq es predecesor deΣ enΓ.

Tenemos ası́ un caminoZ0 → Z1 → ·· · → Zi = Xp → Yq = U0 → ·· · → Us en indA,
con Z0,Us ∈ Σ. Por la convexidad deΣ en indA, deducimos queXp,Yq ∈ Σ, de donde
rad∞

A(Xp,Yq) = 0, por (4.3). Esto contradice que rad∞
A(Xp,Yj) 6= 0 para cadaj, probando

(b).
(c) Supongamos queM ∈ Γ′. ComoT es separante, tenemos dos casos:M ∈ T (T) ó

M ∈F (T). Supongamos queM ∈T (T). Entonces, probaremos queΓ′ ⊆T (T).
Si Γ′ * T (T), existeN ∈ Γ′ tal queN ∈ F (T). Como la componenteΓ′ es conexa,

podemos suponer que existe un morfismo irreducibleM−→N ó N−→M. ComoN∈F (T)
y M ∈T (T), tenemos un morfismo irreducibleN→M. Por otra parte,M ∈ Γ′ no pertenece
aΣ⊆ Γ y entoncesM no es Ext-proyectivo enT (T). Pero tenemos un morfismo irreducible
τM→ N y esto es absurdo, porqueN ∈F (T). Ası́,Γ′ ∈ T (T).

La segunda parte de (i) a saber, queΓ′ no contiene proyectivos, resulta del hecho que los
únicos proyectivos deT (T) pertenecen aΣ y, por lo tanto, aΓ. Hemos probado queΓ′
verifica (i).

Finalmente, siM ∈F (T), se prueba análogamente queΓ′ verifica (ii). 2

Este enunciado dice que cada componente de conexiónΓ “separa” a la categorı́a de
módulos del álgebra inclinadaA de la manera siguiente.
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Σ

Γ

donde los morfismos van de izquierda a derecha,Γ es acı́clica, toda componenteΓ′ contenida
enT (T) está “a la derecha” deΓ, y todos sus módulos son generados porT. De la misma
manera toda componenteΓ′′ contenida enF (T) está “a la izquierda” deΓ, y todos sus
módulos son cogenerados porΓ.

Ejemplo 5.11.(a) SeaA dada por el carcaj
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◦
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◦
3

oo
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oo
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y tal que rad2A = 0 (esto quiere decir que la composición de dos flechas cualesquiera es
nula). El carcaj de Auslander-ReitenΓ(modA) está dado por
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Γ

La componente centralΓ, que contiene a 2, es una componente de conexión (y, de hecho, la
única componente de conexión), puesto que ella contiene ala rodaja completa

{

2 2
1 ,2, 3

2 2

}

.
Las componentes que preceden aΓ son la componente postproyectiva, que contiene a 1, y
una familia de tubos estables: estos son en efecto las componentes postproyectiva y regular
del álgebra de Kronecker

◦
1

◦
2

oo
oo

(ver [AuRS], pág. 302). Dualmente, las componentes que siguen aΓ son tubos estables y
una componente preinyectiva que son las componentes preinyectiva y regular del álgebra de
Kronecker

◦
2

◦
3

oo
oo

(en efecto, esto sigue del hecho queA es de radical cuadrado nulo, ver [AuRS], pág. 344).

(b) El ejemplo anterior muestra porqué suponer que una componente contiene una sección
no es suficiente para concluir que la componente es de conexi´on. En efecto, la componente
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postproyectiva contiene una sección
{

1, 2
1 1

}

, pero ésta no es fiel, ya que el proyectivo3
2 2

no es cogenerado por ella. Por lo tanto, la componente no es deconexión.

6. ÁLGEBRAS DE ENDOMORFISMOS DE ḾODULOS INCLINANTES PARCIALES.

Vamos a concluir este trabajo con un teorema, de Happel, que dice que siT es un módulo
inclinante parcial sobre un álgebra hereditaria, entonces EndT es un álgebra inclinada.

Lema 6.1.Sea H uńalgebra hereditaria y T un H - ḿodulo inclinante parcial. Entonces T
es inclinante si y śolo si, para todo H - ḿodulo M 6= 0 tal queExt1H (M,M) = 0, se tiene que
HomH (M,T) 6= 0 ó Ext1H (M,T) 6= 0.

Demostracíon. SeaT un H - módulo inclinante. Por la observación (2.5), existe una
sucesión exacta corta

0−→ T1−→ T0−→ DH −→ 0

con T0,T1 ∈ addT, ya queDH ∈ T (T). Aplicando el funtor HomH (M,−) a la sucesión
anterior obtenemos

0→ HomH (M,T1)→ HomH (M,T0)→ HomH (M,DH)→ Ext1H (M,T1)→ Ext1H (M,T0)→ 0.

Luego, HomH (M,T) = 0 y Ext1H (M,T) = 0 implican HomH (M,DH) = 0 y, por consi-
guiente,M = 0. Esto prueba la necesidad.

Para probar la suficiencia, seaT un módulo inclinante parcial que verifica la propiedad
enunciada. Para mostrar queT es inclinante, vamos a probar que una addT- aproximación a
izquierdaf : HH −→ T0 (conT0 ∈ addT ) es inyectiva y, luego, que el conúcleoC = Cokerf
pertenece a addT.

Si aplicamos el funtor HomH (−,T) a las sucesiones exactas cortas

0−→ Ker f −→ H
f
−→ Im f −→ 0 y 0−→ Im f −→ T0−→C−→ 0

obtenemos, respectivamente, las sucesiones exactas

0−→ HomH (Im f ,T)
HomH( f ,T)
−→ HomH (H,T)−→ HomH (Kerf ,T)−→

−→ Ext1H (Im f ,T)−→ Ext1H (H,T) = 0−→ Ext1H (Kerf ,T)−→ 0

y
0−→ HomH (C,T)−→ HomH (T0,T)−→HomH (Im f ,T)−→

−→ Ext1H (C,T)−→ Ext1H (T0,T) = 0−→ Ext1H (Im f ,T)−→ 0,

ya queH es hereditaria. En particular, Ext1
H (Ker f ,T) = 0 y Ext1H (Im f ,T) = 0.

Como HomH ( f ,T) es sobreyectivo, yf es una addT - aproximación a izquierda, también
tenemos que HomH (Ker f ,T)= 0. Además, aplicando el funtor HomH (−,Ker f ) a la sucesión

0−→Ker f −→H
f
−→ Im f −→ 0 obtenemos en forma análoga que Ext1

H (Ker f ,Ker f ) = 0.
Por hipótesis, Kerf = 0, y f es inyectiva.
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Entonces tenemos la sucesión exacta corta

0−→ H
f
−→ T0

g
−→C−→ 0.

Aplicando HomH (T,−), obtenemos un epimorfismo

0 = Ext1H (T,T0)−→ Ext1H (T,C)−→ 0

de donde Ext1H (T,C) = 0. Aplicando HomH (−,T) a la misma sucesión, se obtiene una
sucesión exacta

0→HomH (C,T)→ HomH (T0,T)
HomH( f ,T)
−→ HomH (H,T)−→ Ext1H (C,T)−→ 0.

Como HomH ( f ,T) es sobreyectivo, Ext1
H (C,T) = 0. Por último, HomH (C,−) aplicado a

la misma sucesión exacta corta nos da un epimorfismo

0 = Ext1H (C,T0)−→ Ext1H (C,C)−→ 0

de donde Ext1H (C,C) = 0. Luego, Ext1H (T⊕C,T⊕C) = 0 y T⊕C es un módulo inclinante.
Para probar queT es inclinante nos resta mostrar queC∈ addT. Supongamos queC 6= 0.

Como Ext1H (C,T) = 0, de nuestra hipótesis resulta que HomH (C,T) 6= 0. Seah : C−→ T1
(conT1 ∈ addT ) una addT-aproximación a izquierda. Aplicando el funtor HomH (−,T) a
las sucesiones exactas cortas

0−→ Kerh−→C
h
−→ Imh−→ 0

y
0−→ Imh−→ T1−→ Cokerh−→ 0

obtenemos las sucesiones exactas

0−→ HomH (Cokerh,T)−→HomH (T1,T)−→HomH (Imh,T)−→

−→ Ext1H (Cokerh,T)−→ Ext1H (T1,T) = 0−→ Ext1H (Imh,T)−→ 0

y

0−→HomH (Imh,T)
HomH(h,T)
−→ HomH (C,T)−→ HomH (Kerh,T)−→

−→ Ext1H (Imh,T)−→ Ext1H (C,T) = 0−→ Ext1H (Kerh,T)−→ 0.

En particular, Ext1H (Imh,T) = 0 y Ext1H (Kerh,T) = 0. Como HomH (h,T) es sobreyec-
tivo, tenemos que HomH (Kerh,T) = 0. Finalmente, aplicando HomH (Kerh,−) a la primera
sucesión de más arriba, obtenemos una sucesión exacta

0−→ HomH (Kerh,Kerh)−→ HomH (Kerh,C)
HomH (Kerh,h)
−→ HomH (Kerh, Imh)−→

−→ Ext1H (Kerh,Kerh)−→ Ext1H (Kerh,C)−→ Ext1H (Kerh, Imh)−→ 0.

La inclusion Imh→T1 induce un monomorfismo HomH(Kerh, Imh)→HomH(Kerh,T1) =
0, entonces HomH(Kerh, Imh) = 0 y tenemos un monomorfismo

0−→ Ext1H (Kerh,Kerh)−→ Ext1H (Kerh,C) .
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Por otro lado, HomH (−,C) aplicado a la primera sucesión nos da un epimorfismo

0 = Ext1H (C,C)−→ Ext1H (Kerh,C)−→ 0.

Por lo tanto, Ext1H (Kerh,C) = 0. Luego, Ext1H (Kerh,Kerh) = 0. Por nuestra hipótesis,
Kerh = 0. Entoncesh es inyectiva y tenemos una sucesión exacta

0−→C
h
−→ T1−→ Cokerh−→ 0. (∗)

Aplicando HomH (−,T) a (∗), se tiene una sucesión exacta

HomH (T1,T)
HomH(h,T)
−→ HomH (C,T)−→ Ext1H (Cokerh,T)−→ Ext1H (T1,T) = 0.

Como HomH (h,T) es sobreyectivo, resulta que Ext1
H (Cokerh,T) = 0. Luego, aplicando

HomH (Cokerh,−) a la sucesión exacta corta

0−→ H
f
−→ T0

g
−→C−→ 0

obtenemos un epimorfismo

0 = Ext1H (Cokerh,T0)−→ Ext1H (Cokerh,C)−→ 0,

de donde Ext1H (Cokerh,C) = 0. Por lo tanto, la sucesión(∗) se parte yC ∈ addT. Esto
termina la demostración del lema. 2

Probaremos el principal resultado de esta sección por recurrencia. La noción clave es la
categorı́a perpendicular definida por Geigle y Lenzing.

Definición. SeaA un álgebra de artin yT un A - módulo inclinante parcial. Lacategoŕıa
perpendicular T⊥ deT es la subcategorı́a plena de modA cuya clase de objetos es

T⊥ =
{

X ∈ modA : HomA(T,X) = 0 y Ext1A(T,X) = 0
}

.

En la notación de la sección (II.2), tenemos

T⊥ = T1(T)∩F0(T).

Hay una caracterización de módulos inclinantes en términos de la categorı́a perpendicular.

Proposición 6.2. Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces T es inclinante si y sólo si
T⊥ = 0.

Demostracíon. SeaT un módulo inclinante. Entonces, por (II.3.5) tenemosT0(T) = T1(T).
Por lo tantoT⊥ = T1(T)∩F0(T) = T0(T)∩F0(T) = 0.

Recı́procamente, seaT un módulo inclinante parcial tal queT⊥ = 0. Para probar queT es
inclinante, basta probar queT0(T) = T1(T) (ver (II.3.5)). Como ya sabemos queT0(T)⊆
T1(T) (por (II.2.5)), tenemos que probar que cadaX ∈ T1(T) pertenece aT0(T) = GenT.
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Podemos suponer queX 6= 0. ComoX ∈ T1(T) y, por hipótesis,T1(T)∩F0(T) = 0, tene-
mos queX /∈F0(T) y entonces HomA(T,X) 6= 0. Seaf0 : T0→ X una addT-aproximación
a derecha, conT0 ∈ addT. Tenemos una sucesión exacta

T0
f
−→ X→C→ 0

conC = Cokerf . SeaN = Im f y f = ip la factorización canónica def . En particular,N está
generado porT0, de dondeN ∈ T0(T). Ası́, aplicando el funtor HomA(T,−) a la sucesión
exacta corta

0→ N
i
−→ X→C→ 0

conseguimos primero Ext1
A(T,C) = 0 (porqueX ∈ T1(T) ) y segundo una sucesión exacta

corta
0→ HomA(T,N)→ HomA(T,X)→ HomA(T,C)→ 0.

Ahora, seag : T→ X un morfismo. Comof : T0→ X es una addT- aproximación a derecha,
existeh : T → T0 tal queg = f h = (ip)h = i(ph). Entonces HomA(T, i) es un epimorfismo
y HomA(T,C) = 0. Esto muestra queC ∈ T⊥ y entoncesC = 0. Por lo tantoX ∈ GenT =
T0(T) y luegoT es inclinante. 2

Ejemplo 6.3.SeaA el álgebra de caminos del carcaj

◦
1

◦
2

◦3

◦4.

oo zztttttttt

ddJJJJJJJJ

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por
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.

Si T = 3
2, es fácil ver queT es un módulo inclinante parcial indescomponible. Los

módulos indescomponibles deT⊥ son aquéllos que están sombreados. En efecto, es in-
mediato que, paraX ∈ indA, se tiene

HomA(T,X) 6= 0 si y sólo siX ∈
{

3
2, 3 4

2 ,3
}
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y

Ext1A(T,X) 6= 0 si y sólo siX ∈
{

1, 2
1,

4
2
1

}

(lo que puede verse usando el isomorfismo Ext1
A(T,X) ∼= DHomA(X,τT), válido porque

dpT ≤ 1).

Lema 6.4.Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces la categorı́a perpendicular T⊥ es
una subcategorı́a abeliana demodA, cerrada por extensiones.

Demostracíon. Para probar queT⊥ es una subcategorı́a abeliana de modA, es suficiente
mostrar que, para todo morfismof : X −→ Y en modA, conX,Y ∈ T⊥, los módulosK =
Ker f , J = Im f y C = Cokerf están enT⊥.

Se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas

0−→ K −→ X −→ J−→ 0 y 0−→ J−→Y −→C−→ 0.

Puesto que dpT ≤ 1, al aplicar el funtor HomA(T,−) obtenemos las sucesiones exactas

0−→HomA(T,K)−→ HomA(T,X)−→ HomA(T,J)−→

−→ Ext1A(T,K)−→ Ext1A(T,X)−→ Ext1A(T,J)−→ 0

y

0−→ HomA(T,J)−→ HomA(T,Y)−→ HomA(T,C)−→

−→ Ext1A(T,J)−→ Ext1A(T,Y)−→ Ext1A(T,C)−→ 0

ComoX,Y∈ T⊥, de la primera sucesión exacta obtenemos: HomA(T,K) = 0 y Ext1A(T,J) =

0, y de la segunda: HomA(T,J) = 0 y Ext1A(T,C) = 0. Luego,J ∈ T⊥, Ext1A(T,K) = 0 (de
dondeK ∈ T⊥) y, por último, HomA(T,C) = 0 (de dondeC∈ T⊥).

Finalmente, si

0−→ X −→Y −→ Z−→ 0

es una sucesión exacta corta conX,Z ∈ T⊥, se prueba de la misma manera queY ∈ T⊥. 2

Ahora vamos a presentar un teorema de reducción, debido a Geigle y Lenzing.

Teorema 6.5.Sea A uńalgebra de artin y M un A - ḿodulo tal que:
(a) dpM ≤ 1,
(b) Ext1A(M,M) = 0,
(c) HomA(M,A) = 0, y
(d) EndM es un anillo de divisíon.
Entonces existe uńalgebra A′ tal que M⊥ ∼= modA′. Adeḿas, dim.gl.A′ ≤ dim.gl.A y

rgK0(A′) = rgK0(A)−1.
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Demostracíon. Como HomA(M,A) = 0, entoncesM no es proyectivo. Luego 06= τM ∼=
HomA(A,τM) ∼= DExt1A(M,A), ya que dpM ≤ 1. Por hipótesis, el móduloM es inclinante
parcial. Entonces consideramos una sucesión de Bongartz (II.3.3)

0−→ A−→ E −→Md −→ 0,

donded es la longitud de Ext1
A(M,A) como EndM - módulo. Sabemos que el morfismo

inducido HomA
(

M,Md
)

−→ Ext1A(M,A) es sobreyectivo. Ahora bien, como los EndM -
módulos Ext1A(M,A) y HomA

(

M,Md
)

tienen la misma longitud, dicho morfismo es, en-
tonces, un isomorfismo. Luego, a partir de la sucesión exacta

0 = HomA(M,A)−→ HomA(M,E)−→ HomA(M,Md)−→

−→ Ext1A(M,A)−→ Ext1A(M,E)−→ Ext1A(M,Md) = 0

se obtiene que HomA(M,E) = 0 y Ext1A(M,E) = 0. Por lo tanto,E ∈M⊥.
SeaX ∈M⊥. Si aplicamos HomA(−,X) a la sucesión de Bongartz, obtenemos

0 = Ext1A(Md,X)−→ Ext1A(E,X)−→ Ext1A(A,X) = 0.

Luego, Ext1A(E,X) = 0 y el objetoE es proyectivo enM⊥: en efecto, si 0→ X → Y→
Z→ 0 es una sucesión exacta, conX ∈M⊥, aplicando el funtor HomA(E,−) obtenemos un
epimorfismo HomA(E,Y)→ HomA(E,Z).

Por otra parte, todo objetoX ∈ M⊥ está generado porE. En efecto,E⊕M es incli-
nante y Ext1A(E⊕M,X) = 0, de dondeX es de torsión, esto es,X ∈ Gen(E⊕M). Como
HomA(M,X) = 0, deducimos queX ∈ GenE.

EscribamosA′= EndE. Por (II.1.5), el funtor HomA(E,−) : M⊥−→modA′ es una equiv-
alencia de categorı́as que transforma addE en losA′-módulos proyectivos y preserva suce-
siones exactas (ver (6.4)). Entonces las resoluciones proyectivas en modA′ se corresponden
con las sucesiones exactas

Et
ft
−→ ·· · −→ E1

f1
−→ E0

f0
−→ X −→ 0,

con cadaEi ∈ addE. Ahora veamos que dim.gl.A′ ≤ n = dim.gl.A. Por lo dicho más arriba,
basta ver que si

0−→ Kn−→En−1
fn−1
−→ ·· · −→ E1

f1
−→ E0

f0
−→ X −→ 0

es una sucesión exacta conX ∈M⊥ y cadaEi ∈ addE , entoncesKn ∈ addE.
Para probarlo, consideramos una tal sucesión y notamos Imfi = Ki . EntoncesK0 = X y

para cadai con 0≤ i ≤ n tenemos una sucesión exacta

0−→ Ki+1−→ Ei −→ Ki −→ 0

enM⊥.

SeaY un A - módulo arbitrario. Como dpE ≤ 1, aplicando el funtor HomA(−,Y), para cada
j ≥ 2 obtenemos un isomorfismo

ExtjA(Ki+1,Y)∼= Extj+1
A (Ki ,Y)
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y una sucesión exacta a derecha

Ext1A(Ei ,Y)−→ Ext1A(Ki+1,Y)−→ Ext2A(Ki ,Y)−→ 0.

Tenemos varias consecuencias:

(1) dpKn≤ 1. En efecto, ya que dim.gl.A= n, para todoY tenemos que

Ext2A(Kn,Y)∼= Ext3A(Kn−1,Y)∼= ... ∼= Extn+1
A (K1,Y) = 0.

(2) Si Ext1A(E,Y) = 0, la sucesión exacta a derecha da un isomorfismo

Ext1A(Ki+1,Y)∼= Ext2A(Ki ,Y) ,

de donde
Ext1A(Kn,Y)∼= Ext2A(Kn−1,Y)∼= ... ∼= Extn+1

A (K0,Y) = 0.

En particular, Ext1A(Kn,Kn) = Ext1A(Kn,E) = Ext1A(Kn,M) = 0.

Como, por otro lado,Kn ∈M⊥, resulta Ext1A(M,Kn) = 0. Además, Ext1A(E,Kn) = 0 pues
E es Ext-proyectivo enM⊥. Probamos ası́ que Ext1

A(E⊕M⊕Kn,E⊕M⊕Kn) = 0 y que
dpKn≤ 1. Por consiguiente,E⊕M⊕Kn es un módulo inclinante parcial. Puesto queE⊕M
es un módulo inclinante,Kn ∈ add(E⊕M). Como HomA(M,Kn) = 0 , tenemos queKn ∈
addE, lo que prueba que dim.gl.A′ ≤ dim.gl.A.

Finalmente, por (d),M es indescomponible y comoM⊕E es inclinante, resulta queE tiene
rgK0(A)−1 sumandos indescomponibles no isomorfos. Luego, rgK0(A′) = rgK0(A)−1. 2

Existe un caso particular del teorema que es importante: siA es hereditaria, entoncesA′

también lo es.

Ejemplo 6.6. Recordemos el ejemplo (6.3). Es fácil ver que, en este caso,T⊥ ∼= modA′,
dondeA′ es el álgebra de caminos de carcaj

◦←− ◦ −→ ◦ .

En efecto, el complemento de Bongartz deT = 3
2 es (salvo multiplicidad)E =

3
2
1
⊕2⊕

3 4
2 2
1

y EndE ∼= A′.

A continuación llegamos al resultado anunciado que implica que siA es un álgebra incli-
nada yees un idempotente deA, entonceseAees inclinada.

Teorema 6.7.Sea H uńalgebra hereditaria y T un H - ḿodulo inclinante parcial. Entonces
A = EndTH es unálgebra inclinada.

Demostracíon. Si el número de clases de isomorfismo de sumandos indescomponibles deT
es igual al rango deK0(H), entoncesT es unH - módulo inclinante y no hay nada que probar.
Si no es éste el caso, podemos disminuir el rango. Supongamos que|indT| < rgK0(H).
EntoncesT no es inclinante. Por (6.1) existe unH - módulo indescomponibleX tal que
Ext1H (X,X) = 0, Ext1H (X,T) = 0 y HomH (X,T) = 0. Entonces, de (1.2) resulta que EndX
es un anillo de división.
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Si X es proyectivo, entonces existe un idempotente primitivoe∈ H tal queX = eH. Sea
H ′ = H/HeH . Entonces losH ′-módulos coinciden con losH-módulosM tales queMe=
HomH(eH,M) = 0. ComoeH es proyectivo, esto muestra que losH ′-módulos son exacta-
mente los objetos de(eH)⊥. Por otra parte,H ′ es hereditaria. Además,Te∼= HomH (eH,T)=
HomH (X,T) = 0, de modo queT es unH ′ -módulo. Por otra parte, rgK0(H ′) = rgK0(H)−
1.

Si X no es proyectivo, entonces HomH (X,H) = 0 y podemos considerar la categorı́a per-
pendicularX⊥. Por (6.5) existe un álgebra hereditariaH ′ tal que rgK0(H ′) = rgK0(H)−1 y
X⊥ ∼= modH ′. Además,T ∈ X⊥ y entoncesT puede ser considerado como unH ′ - módulo
inclinante parcial. En efecto, sabemos que toda sucesión 0→ T→ E→ T→ 0 se parte. En
particular, toda tal sucesión enX⊥ se parte. Entonces, considerando aT comoH ′-módulo,
tenemos que Ext1

H ′(T,T) = 0. ComoH ′ es hereditaria,T es inclinante parcial sobreH ′.
Ası́, en cada caso, hemos disminuido el rango del grupo de Grothendieck. Reiterando estas

operaciones, terminamos obteniendo un álgebra hereditaria C tal quergK0(C) = |indT| y,
además, EndTC

∼= EndTH . Esto finaliza la demostración. 2

Ejemplo 6.8. El teorema (6.7) suministra una técnica poderosa para verificar cuándo un
álgebra no es inclinada. En efecto, es suficiente hallar un idempotenteedel álgebraA tal que
eAeno sea inclinada. Entonces seguirá del teorema queA tampoco lo es.

Sea entoncesA dada por el carcaj

◦
1

ε
←− ◦

2

δ
←− ◦

3

γ
←− ◦

4

β
←− ◦

5

α
←− ◦

6

con las relacionesαβ = 0, δε = 0. Consideremose= e1 +e2 +e5 +e6. EntoncesB = eAe
está dada por el carcaj

◦
1

ν
←− ◦

2

µ
←− ◦

5

λ
←− ◦

6

con las relacionesλ µ = 0, µν = 0. EntoncesB no es inclinada. En efecto, la dimensión
proyectiva del módulo simple en6 es igual a3, ya que tenemos la resolución proyectiva

0−→ 1 −→ 2
1 −→

5
2 −→

6
5 −→ 6 −→ 0

Por lo tanto, dim.gl.B≥ 3 (de hecho es fácil verificar que dim.gl.B = 3). Por (1.4) (a),B no
es inclinada. Luego,A tampoco lo es.
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