CAPITULO Ill
ALGEBRAS INCLINADAS

1. ALGEBRAS INCLINADAS

De todas las clases de algebras con las que se trabaja en teoria de representaciones, las
algebras hereditarias son las que mas se han estudiado (ver, por ejemplo, el capitulo VIII de
[AURS]). Las algebras inclinadas forman una clase muy cercana a éstas.

Definicion. Un algebra de arti\ se diceinclinadasi existen un algebra hereditatiay un
modulo inclinantely tales queA = End Ty.

En el resto de estas notas supondremos, como en los capitulos anteriores, que las algebras
consideradas son siempre basicas y conexas.

Como asumimos qu es basica, ST = @ ;T es una descomposicion del moédulo incli-
nanteT en sumandos directos indescomponibles, entoficgsT; parai # j. Esto sigue de
(11.1.2) (b).

Por ejemplo, toda algebra hereditaria es trivialmente inclinada. Un ejemplo distinto es el
algebraB del ejemplo (11.4.7) (b) dada por el carcaj

2

(@)
Aﬁ/ \
1o o4
@)
ligado por la relaciom 3 = yo .
Una primera consecuencia sencilla del teorema de inclinacion es el lema siguiente.

Lema 1.1. Un algebra A es inclinada si y&do si existe un mdulo inclinante X tal que
H = EndTx es hereditaria.

Demostradbn. Supongamos qu& es inclinada. Entonces existen un algebra hereditéria
y un modulo inclinant&Jy tales queA = EndUy. ComoH es hereditaria, diy < 1 por lo
gueUy es coinclinante. En virtud (del dual) de (11.4.2)) es unA°P - modulo inclinante y
H =( End AU )°P . Por consiguiente, el modulfy = D (aU) es unA - modulo inclinante y
H = EndD (aU) = EndTa . La reciproca se prueba en forma analoga. a

En particular, de (1.1) y de (11.4.3) sigue gdees conexa.
Ahora vamos a probar que el carcaj de un algebra inclinada es aciclico. Para ello utilizare-
mos el lema siguiente, debido a Happel y Ringel.

Lema 1.2. Sea H unalgebra hereditariay T, T» dos H- ndbdulos indescomponibles tales
que Ext}, (T, T1) = 0. Entonces todo morfismo no nulo dedl T, es un monomorfismo o
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un epimorfismo. En particular, si T es indescomponibExg, (T,T) = 0, entonce€nd Ty
es un anillo de divigin.

Demostradbn. Supongamos que el morfismho Ty — T, no es ni inyectivo ni sobreyectivo.
Seaf = gh su factorizacion canonica a través deflnEntonces la longituti(M) deM =
Im f verifical (M) <I(Tp) y I (M) <1(T,) . La sucesion exacta corta

O—>Kerh—>T1L>M—>O

induce una sucesion exacta

Exth (T2/M, T1) — Ext (To/M,M) — Ext3 (To/M,Kerh) =0

puesto quéd es hereditaria. Se deducen un diagrama conmutativo coefigasas en madd
como sigue

0 Ty E /M —— 0
I |
0 M T /M —— 0

y la sucesibn exacta corta
0O—T—E®eM —T, — 0.

Como Ex}, (T, T1) = 0, esta (ltima sucesion se parte. Cohidl) <1 (Ty) y | (M) <
I (T,), entonces del Teorema de Krull-Schmidt se deduceMjue0 y, por endef =0. O

SeaA un algebra de artin M , N dosA - modulos indescomponibles. daminoen indA
deM aN es una sucesion de morfismos no nulos

M:MOLMll LMt:N

con cadavi; en indA. Diremos entonces qué es unpredecesodeN, y queN es unsucesor
de M. Un tal camino es llamado uciclo si M = N y al menos uno de lo$ no es un
isomorfismo. Un algebra se dit@angular si no existen ciclos de la forma

Ph—PL—..—R=R

conPy,...,R proyectivos. Esto equivale a decir que el carcapdes aciclico (ver [AuURS],
pag. 69).

Corolario 1.3. Todaalgebra inclinada es triangular.

Demostraddn. SeaA un algebra inclinada. Sabemos que existen un algebraiteaia

H y un moédulo inclinantély tales queA= End Ty . SeanT;, T, y T3 sumandos indes-
componiblesd& y f: T/ — T, , g: T, — T3 morfismos no nulos. No pueden ser si-
multaneamentd un epimorfismo propio yy un monomorfismo propio: en efecto, en tal
caso tendriamos quef # 0 y quegf no es ni inyectivo ni sobreyectivo, lo cual contradice
(1.2).
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Supongamos qu& no es triangular. Todo ciclo entre médulos indescompesiployec-
tivos induce, en virtud de (11.1.2), un ciclo

f f f
To—T—>Th— - —T=Tp

entre sumandos indescomponiblesTdelLa observacion anterior implica que un ciclo no
puede contener un epimorfismo propio seguido de un monomarfisopio. Luego, todos
los fi son epimorfismos o0 todos son monomorfismos. Por consiguiEntmposicion
fi...f1 es un epimorfismo o un monomorfismo y, por lo tanto, es un isgnow. En
cualquiera de los dos casos resulta que dada un isomorfismo, una contradiccion. O

Las propiedades siguientes son consecuencia del teoremaidacion.

Proposicion 1.4. Sea H unalgebra hereditaria, {f un nbdulo inclinante y A= End Ty.
Entonces:

(a) El par de torsbn (2" (T),# (T)) enmodA se escinde.

(b) dim.glA < 2y, para todo A - rodulo indescomponible M, se tiene qiygM < 1 6
diM < 1.

Demostraddbn. (a) Resulta de (11.5.9).

(b) La primera parte sigue de (11.5.3). Sklaun A - modulo indescomponible. Por (a),
tenemos dos casos. Bic # (T) entonces exist¥’ € .7 (T) tal queM = Homa (T,M') y
entonces digl = dp Homa (T,M’) < dpM’ < 1 (aplicamos (11.5.2)). Si, por el contraribl €
2 (T) entonces, por (11.5.9), tenemas'M € 2" (T) mientras queés € % (T) . Luego,
Homa (17!M,A) =0y por lo tanto dl < 1. O

Una consecuencia inmediata de (a) y de (11.4.6) es quel eg hereditaria de repre-
sentacion finita, entoncéstambién es de representacion finita. La reciproca nq valao
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5. SeaH dada por el carcaj
O
/ 2\
1o o4
O .
Aqui, H es hereditaria y de representacion infinita (ver [AuRS)I(¥14), pag. 293). Con-

. 4 4 :
sideremosl; = 1, To = % T3 = % T4 = 4. Es claro que cada uno de estos modulos es

indescomponible. Para demostrar que: @i4:1Ti es inclinante, basta probar que

Ext}(T,T) =0, ya queH es hereditaria con 4 simples no isomorfos. Para probar este
enunciado probamos primero qu = 1~ 1T3 = 3. Para ello construimos una presentacion
proyectiva minimal dé3
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f 4 4
0—>P3:?—>P4:% %%T?):%_A)_

Aplicando el funtor de Nakayama= DHoma (—,A) a f, resulta que el nicleo def es
el nicleo del inico morfismo no nulo (a menos de escalaegg)ahl, , por lo tanto

TT3=Ker(§ —4) =3.

De manera analoga se prueba quéTs; 2 3. Por simetria se tiene qua, = 11T, = 2,
Luego, podemos deducir que

Exty (Ta, T3) = DHomy (17173, T4) = DHomy (3,4) =0

Ext (Ts, T1) = DHomy (T1. 1Tg) = DHomy (1,3) = 0.

Por simetria, Ext (Ty, T2) = 0y Ext} (T2, T1) = 0 . Finalmente,

EXtﬁ (T3, T2) = DHomy (T, TT3) = DHoMy (%,3) =0,

y de manera analoga se prueba que EXs, T3) = 0 . Por lo tanto, EXf (T,T) =0y T es
unH - moédulo inclinante.
El algebra inclinad®& =End Ty esta dada por el carcaj

ligado por las relacioneg3 =0, yd = 0 . Este algebra es de representacion finita y su
carcaj de Auslander-Reiten es

en donde las lineas punteadas indican las sucesionesgjse garten. Observamos que el
A-moduloUp = 23332 5% es tal queH =~ EndUa .
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2. MODULOS INCLINANTES CONVEXOS

La definicion de algebra inclinada hace mencion a untalgbereditaria y a un modulo
inclinante sobre ésta. Para verificar si un algebra dad#zksada, seria bueno saber como
construir el algebra hereditaria y el médulo inclinamecaestion. Este es el objetivo de esta
seccion.

SeaA un algebra de artin. Una subcateg&fiae modA se diracerrada por predecesores
(o por sucesorassi, para toddM € ind%’, todo predecesor (0 sucesor, respectivamente) de
M pertenece también@. Ejemplos de tales subcategorias aparecen en el lemarsigui

Lema 2.1.Sea(.7,.%) un par de torsbn en mod A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(@) (7,%) se escinde.

(b) .7 es cerrada por predecesores.

(c) .7 es cerrada por sucesores.

Demostraddn. Por dualidad, basta probar la equivalencia entre (a) y3bjpongamos en-
tonces qué.7,.%) se escinde y sdd <€ .7 indescomponible. Para todoc indA, tenemos
que o bierL € .7, o bienL € .#. SiHomx (L,M) # 0, se debe tendre .%. Por inducccion
se prueba inmediatamente que todo predeces gertenece & . Por lo tanto, (a) im-
plica (b). La reciproca resulta de (11.2.9) ya que, paratowduloM indescomponible no
proyectivo,TM es un predecesor dé . O

Un A - modulo inclinanteTp se diceseparantesi el par de torsion.7 (Ta),# (Ta)) se
escinde. Asi, (11.3.10)(c) implica que todo modulo inelhte APR es separante. Daremos
otro ejemplo, para lo cual recordaremos que un algAlea inclinada si y soélo si existe un
A - modulo inclinant€l tal que EndTa es hereditaria (en virtud de (1.1)).

Lema 2.2.Sea A uralgebrainclinada, y T un A - 6dulo inclinante tal que H= EndTp es
hereditaria. Entoncesales separante.

Demostraddn. Por (11.4.2),4T es inclinante y el par de torsion2” (HT),% (HT)) se
escinde en mo&PP, por (1.4)(a). Ademas, por (11.4.4)Y7 (Ta) =DZ (WT)y F (Ta) =
DZ (HT) . LuegoTy es separante. O

Un conjuntoZz de modulos indescomponibles de Ande diceconvexosi, para todaV,
N € 2 y todo camino

M:MOLMli LMt:N,

todos losM; pertenecen a. Un A - moduloM se diceconvexasi el conjunto ind! de los
sumandos directos indescomponiblediies convexo.
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Lema 2.3.Un A - nbdulo inclinante T es convexo si §ls si
indT ={M €indA:M € .7 (T)y Homy (M, T) # 0}.
Adends, en este caso, H EndTxp es hereditaria.

Demostraddn. Supongamos quE es convexo. Seld € ind.7 (T) tal que Hom (M, T) # 0.
ComoM € GerT, existe un morfismo no nul® — M, conT’ € indT, de donde obtenemos
un caminol’ — M — T” conT’, T” € indT. La convexidad d& implica queM < indT.
Luego,

{MeindA:M e .7(T)yHomy (M, T) # 0} CindT.
La otra inclusion es trivial.

Reciprocamente, supongamos queTird {M € indA: M € .7 (T) y Homy (M, T) # 0}.
Comencemos probando qtle=End Tp es hereditaria. Se@y un H - modulo proyectivo
e Y un submodulo indescomponible @@ Debemos probar qué es proyectivo. Como
Qu es proyectivo, tenemos quge % (T) y, por lo tanto,Y € ' (T). Por el teorema de
inclinacion, existeM’ € addl y M € .7 (T) indescomponible tales q@@= Homa (T,T’) e
Y =2 Homa (T,M). Lainclusion Hom (T,M) 2Y — Q= Homa (T, T’) induce, aplicando el
funtor — @y T, un morfismo no nuldd — T’. Luego, Hom (M, T) #0. ComoM € .7 (T),
nuestra hipotesis nos da ghee indT. Por lo tantoY = Homa (T, M) es proyectivo. Esto
establece quEl es hereditaria.

Por (2.2),Ta es separante. Consideremos entonces un camino

T=My—M;— -+ —M=T"
en indd, conT’, T” € indT. ComoT’ € .7 (Ta) que es cerrada por sucesores por (2.1),
tenemos qué/; € .7 (T) para todd. Como Hom (My_1,T”) 20y M;_1 € 7 (T), nuestra
hipotesis nos da quil;_1 € indT. Por recurrencia podemos obtener dWiec indT para
todoi. Luego,T es convexo. O

Lema 2.4. Sea 'k un nmbdulo inclinante. Cada una de las condiciones abajo indasad
implica la siguiente:
(a) Para todo Me .7 (T), existe una sucesn exacta corta

0—T1—Tp—M—0
con T, T € addr.
(b) Ex& (M,N) = 0 paratodo M N € 7 (T).
(c) diM < 1 paratodo Me 7 (T).
(d) Homa (T7*M,T) = 0 para todo Me .7 (T).

Demostraddn. (a) implica (b) SeaMm, N € 7 (T). Aplicando Hom, (—,N) a una sucesion
exacta corta
0O—T—Tpo—M—0

conTy, T1 € addrl, obtenemos la sucesion exacta
0 = Extx (Ty,N) — Ext& (M,N) — Ext4 (To,N) =0
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y, por lo tanto, Ext (M,N) = 0.

L £0 1 . . .
(b) implica (c) Sea 0— M — 19 — |1 una copresentacion inyectiva minimal be
EntoncesN® =Coker f®y N =Coker f! estan en7 (T). La sucesion exacta corta

0—M-—I12—N°—0
induce una sucesion exacta
0= Extg (N*,19) — Extg (N*,N%) — Ex§ (N, M) =0

(el Gltimo término se anula por hipotesis). Por lo tarrt; (N*,N°) = 0. En particular, la
sucesion exacta corta
0—N— 1t —N'—0
se parte. Luegd\? es inyectivo.
(c) implica (d) Seavl € 7 (T). La hipobtesis dl < 1 implica que Horm (7M, T)
DEXxt} (T,M) =0, por (1.2.7).

O R

En virtud del teorema de inclinacion (11.4.6), la condici(a) del lema precedente equivale
adp? (T) < 1. Por lo tanto, aplicando (11.5.1) obtenemos que dimA.¢l.2.

Observacbn 2.5. Es razonable preguntarse en qué casos se verifica la cam¢#&i Esto
ocurre, por ejemplo, cuanddes un algebra hereditaria. En efecto, supongamosidae
sea. Sed € 7 (T). Por (11.3.5) sabemos que existe una sucesion exacta corta

0O—L—Tp L M—0
conL € .7(T), de la cual se obtiene una sucesion exacta de funtores

Extx (T, —) — Exta (L, —) — ExtZ (M, —) =0.
Como para tod® € .7 (T) se tiene que Ext(To,N) = 0, entonces Ext(L,N) = 0, es decir,
L es Ext-proyectivo erZ (T). Por (11.3.5),L € addT, obteniéndose entonces la sucesion
buscada.

Deduciremos varias caracterizaciones de los modulosariks convexos.

Proposicion 2.6.Sea |k un nbdulo inclinante. Las condiciones siguientes son equitate
() EndTx es hereditaria.
(b) Ta es separante y, para todo .7 (T), existe una sucesn exacta corta

0—T1—Tp—M—0
con T, T; € addr.
(c) Ta es separante £xt (M,N) = 0, para toddV,N € 7 (T).
(d) Ta es separante gliM < 1, para todaVl € .7 (T).
(e) Ta es separante floma (171M,T) = 0, para todM € .7 (T).
(f) indT ={M €indA:M e 7 (T) y Homy (M, T) # 0}.
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(9) Ta es convexo.

Demostraddbn. (a) implica (b) Sed € .7 (T). Por (11.3.5), existe una sucesion exacta corta
O—L—Tp—M—0

conToeaddlr yL € (T). SeaH = EndTa. La sucesion anterior induce, por (11.3.6), una
sucesion exacta corta en ntbd

00— HomA(T,L) — Homp (T,To) — HomA(T,M) — 0.

Como Hom\ (T, Tp) es H - proyectivo yH es hereditaria, Hog(T,L) también eH -
proyectivo. Dado qué € 7 (T), sabemos por (I.1.2) que € addl'. FinalmenteTa es
separante, por (2.2).

(b) implica (c), (c) implica (d) y (d) implica (e) siguen de42.

(e) implica (f) SeaM € .7 (T) indescomponible tal que HonM, T) # 0. Por (11.3.5),
basta probar qu# es Ext-proyectivo en (T), esto es, por (11.3.9), queM € .7 (T).
Supongamos queM ¢ .% (T). ComoT es separante, debe sl 20y T™M € .7 (T). Pero
entonces Hom(M, T) = Homa (71 (TM), T) = 0. Contradiccion.

Por ultimo, sigue de (2.3) que (f) y (g) son equivalentes igoplican (a). O

Como consecuencia de la proposicion anterior, destacknsgguiente caracterizacion de
las algebras inclinadas.

Teorema 2.7.Un algebra de artin A es inclinada si Yok si existe un A-@dulo inclinante
convexo.

Demostraddn. Si A es inclinada, existe, por (1.1), ua- modulo inclinanteTa tal que
H = EndTa es hereditaria. Por (2.6Ja s convexo. Reciprocamente,Tsies un moédulo
inclinante convexo, por (2.3), EAd es hereditaria. Luegh es inclinada. O

Ejemplo 2.8. Sea, como en el ejemplo (11.4.7) (& dada por el carcaj

04
y

O O (e)

1B 2 a 3

ligado por la relacior 3 = 0.

(i) Sabemos quel = @ ,U;, conU; = ‘2‘, U =4,Us= 3%y Us =4, es unA- modulo
inclinante (ver (11.3.12) (a)) y que su alglebra de endomsportis Endl es hereditaria (ver
(1.4.7) (a)). Ademas, es facil ver glie es un modulo convexo. Esto resulta de la ubicacion

de los sumandos directos indescomponibleld @ el carcaj de Auslander-Reiten AeEn
particular,A es inclinada.
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3
1 2/2\324
\2/ 4" — 3
1 p 2
2
1

.. ., 4
(i) Sabemos también que = @i“zl\/i, conVi =1, Vo =2, V3 = 324 y V4 =4 es un

A - modulo inclinante (ver (11.3.12) (a)) y que su algebraatelomorfismos End no es
hereditaria (ver (11.4.7) (a)). Ademag,no es un modulo convexo. Por ejemplo, el camino

4 . : . .
devVi=1aV, = % se factoriza por el mdescomponl@eque no es un sumando directo de
V.

7 /3\ 34 ‘
1 2
.\2/ \A4/i 5
1 ? 2
2
1

3. MODULOS SINCEROS

A fin de enunciar (y probar) nuestra segunda caracteriaaigolas algebras inclinadas,
vamos a necesitar la siguiente definicion.

Definicion. Un A - méduloM se dicesincerosi cadaA - modulo simple es un factor de
composicion dév.

La siguiente es una caracterizacion inmediata de los foédinceros.

Lema 3.1.Sea M un A - radulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(&) M es sincero.
(b) Para todo A - nddulo proyectivo B£ 0, se tiene quéloma (P, M) # 0.
(c) Paratodo A - nddulo inyectivo £ 0, se tiene queHoma (M, 1) # 0.

Demostradbn. Es claro, a partir de (1.1.2), que paraAn modulo simpleSlas siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Ses un factor de composicion d&
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(if) Si P(S) es la cubierta proyectiva d& entonces Hom(P(S),M) # 0.
(iii) Si 1(S) es la capsula inyectiva d& entonces Hom(M, I (S)) # 0. O

Asi, todo modulo fiel es sincero. La reciproca no es vexgadEn efecto, ghes el algebra
hereditaria con carcaj

17 a2
entonces el modulo semisimpe= 14 2 es sincero, pero no es fiel, ya qier = 0.
Lema 3.2.Sean M un A - iddulo,
v = add{N € indA: existe M € indM y un camino M~ N}

y
Fm = add(indA\ Jv).
Entonces %, %m) €s un par de toréin que se escinde.

Demostradbn. Es claro queZy es cerrada por sucesores. Por lo tanif, es cerrada
por imagenes epimorficas y por extensiones. Luego, eslasa de torsion. Entonces la
conclusion sigue de (2.1). 0

Definicion. Un ganchoes un camino de irde la forma
XLy 2 x

conf y girreducibles. Sed un A-modulo. Se dice queingin camino entre dos sumandos
de M contiene un ganclg, para todo camino de idde la forma

conL, N € indM, ninguno de los subcaminos

fi fira
Mi_1 — Mj — Mi;1

es un gancho.

Lema 3.3.Sea M un A - radulo sincero tal que nirigh camino entre dos sumandos de M
contiene un gancho. Entonces el par de tongi. 7y, %u ) verifica:

(a) Paratodo Ne 9, diN < 1.

(b) M es Ext-proyectivo e#jy.

(c) DA € .

(d) Todo nddulo Ext-proyectivo desy es inclinante parcial.

(e) El numero de clases de isomorfismo dedulosExt-proyectivos indescomponibles de
Im es menor o igual que el rango de ().

Demostraddbn. (a) Sea\ € 9 indescomponible tal que Mi> 1. Entonces existe uA -
modulo proyectivo indescomponibketal que Hon;\(rlN,P) # 0. ComoM es sincero,
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existeM” € indM tal que Hom (P,M") # 0. Ademas, com® € 9, existe un camino
M’ ~~ N, conM’ € indM . De aqui se deduce la existencia de un camino con un gancho

M ~sN— % — T IN—P— M

conM’,M” € indM. Contradiccion.
(b) SeaN € Fu un modulo indescomponible tal que ExM,N) £ 0. Como Exk (M, N)
=~ DHom, (T_lN,M), existe un morfismo no nulo~IN — M”, conM” € indM. Como
N € I, existe también un camind’ ~~ N, conM’ € indM. Nuevamente obtenemos un
camino con un gancho

M ~s N — % — T IN ~ M”

conM’,M” € indM. Esta contradiccion prueba que £, N) = 0 para toddN € .

(c) Sed unA- modulo inyectivo indescomponible. Corives sincero, Hom(M, 1) # 0.
Luego existe un morfismo no nuM — I, conM’ € indM. Por lo tanto) € %y, de donde
DA € Y.

(d) SeaTp un Ext-proyectivo de%y. En particular, E)ﬁ(To,To) = 0. Por otro lado,
TTo € Zm (por (11.2.4)). ComaDA € Y, a partir de (c) tenemos que HafbA, tTp) = 0.
Luego, ddp < 1.

(e) Resulta de (d) y de (11.5.7). O

Resulta de (d) y (e) que la suma directa de un conjunto compketrepresentantes de
clases de isomorfismo @e- modulos indescomponibles Ext-proyectivos#g es un modulo
inclinante parcial.

Lema 3.4.Sea M un A-mbdulo sincero tal que nirigh camino entre dos dadulos dendM

contiene un gancho. Sea T la suma directa de un conjunto edonde nddulos Ext-

proyectivos indescomponibles no isomorfos4g Entonces T es un@dulo inclinante
convexo y Me addr .

Demostradbn. SeanM y T como en el enunciad@or la observacion de mas arriags
un moédulo inclinante parcial. Por (3.3)(IW, € addrl. Luego basta ver quE es inclinante y
convexo. Probaremos esto en cuatro etapas:

(1) SeaK — T’ un morfismo irreducible, co en indAy T’ en indl . Entonces

(@) SiK € 9 entonce«K € indT:

En efecto, basta probar qliees Ext-proyectivo erfy y para esto, por (1.2.4), es su-
ficiente mostrar queK € %y . Si K ¢ 7y, entoncesK € ind%y ya que(Ju,#m) se
escinde. Sabemos que existe un camino

M s TK — % — K—T’

conM’ € indM. Si T’ es proyectivo, entonces, al 9drsincero, tenemos HogfiT’,M) # 0.
Luego, existe un camino con un gancho

MK — %« —K—T — M
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conM’, M” en ind\. Contradiccion. Por lo tantd,” no es proyectivo. Pero entonces, el
morfismo irreduciblé — T’ induce un morfismo irreducibleK — 1T’. Esto es absurdo,
porquetK € Iy y 1T’ € #\m. Luego,TK € Fy, lo que prueba (a).

(b) SiK € Z\ entonceK € add 1T):

Por nuestra hipotesi€ no es inyectivo, y hay un morfismo irreduciblé — 17K.
Luego, 771K € Zy. Comot (171K) =K € Fy, resulta quer 1K es Ext-proyectivo en
I\, 0 sea, esta en alldEsto esK € add 1T).

(2) T es un modulo inclinante:

Como ya dijimosT es un modulo inclinante parcial. Entonces so6lo nos rastagp (T3).
Sea

0—ALE 9 T 0

una sucesion de Bongartz para(ver (11.3.3)). Queremos probar qlec addl. Como
(Im,Fm) se escinde, podemos escriBie= XY, conX € Jy eY € Fn.

A continuacion probaremos qué= 0. Supongamos qué # 0. SiY es proyectivo, la
sinceridad deM implica que Hom (Y,M) # 0, de donde Hom(Y,T) # O puesM € addr
(por (3.3) (b)). S¥ no es proyectivo entonces la restricciovi del morfismag de la sucesion
precedente es no nula. En cualquier caso resulta que\¥6im) # 0. Por otro ladoT © E
es inclinante, luego

Homa (Y, TT) = DExt; (T,Y) = 0.

Seav; : Y — T; un morfismo no nulo, com; € indT. Vamos a construir en forma recursiva,
para toda > 2, morfismosy; : Y — T; y morfismos irreducibles;_; : T — Ti_1 con los

T; € indT, tales quauius...ui_1v; # 0. Supongamos que, us, ..., Ui_1 han sido construidos.
Para construiv;, 1, Ui consideramos el morfismo minimal que casi se parte a deragha q
termina enl;, al que escribimos en la form§,g] : Ki®Lj — T, conK; € Iu y Li € Fm.
ComoY € #y y Ti € 9u, el morfismoy; : Y — T, no es una retraccion, por lo que se
factoriza a través del morfismd, gi] : Ki & L; — T;. Por (1) sabemos qu§ € addl y L; €
add1T), de donde Hom(Y,L;) = 0O, por lo observado arriba. Como Hg(Y,L;) =0, V; se
factoriza porf; : Ki — T;. ComoujUs...u;i_1V; # 0, hay un sumando direcif, ;1 deK; y
morfismosy; : T g — Tj, Vir1 Y — Ty tales queugus...ui_1U;vi 1 # 0. ESto termina la
construccion.

Como, para todo tenemos qua;u,...u;_1 # 0, obtenemos una contradiccion, ya que to-
dos estos morfismos se encuentran efEadT ), que es un ideal nilpotente. Asi concluimos
queY = 0.

Hemos probado que la sucesion de Bongartz es de la forma

0—A—X—T9 >0
conX € . SeaN € 9. Aplicando el funtor Hom (—, N), obtenemos una sucesion exacta
0= Extx(T9 N) — Ext (X,N) — Extx (A,N) =0

Por lo tanto, E>§k(x, N) =0y X es Ext-proyectivo ey. Luego,X € addr y esto prueba
queT es inclinante.
@ m=T(T)yIm=7(T):
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SeaN € . ComoT es Ext-proyectivo ey, Extx (T,N) = 0. Por lo tantoN € .7 (T).
Reciprocamente, séindescomponible et/ (T). Entonces Hom(T,N) # 0, de donde
N € Ju. Asi probamos quéiy = .7 (T). En consecuenciagZy = .7 (T).

(4) Por tltimo,T es un modulo inclinante convexo:

En efecto, de (2) y (3) sigue qudees un modulo inclinante separante. Por otro lado, de
(3.3) (a), tenemos queNi< 1 para toddN € .7 (T). En virtud de (2.6)T es convexo. O

A continuacion presentamos el teorema principal de estacse

Teorema 3.5.Un algebra A es inclinada si yado si existe un A - @dulo sincero M tal que
ningin camino entre dos sumandos de M contiene un gancho

Demostradbn. La suficiencia de la condicion sigue de (3.4) y de (2.7).

Reciprocamente, supongamos éwes inclinada. Por (2.7), existe éamodulo inclinante
convexol. ComoT es inclinante, es fiel y, por lo tanto, sincero. Supongamesegiste un
camino que contiene un gancho

T ~stL— % —L~T"

conT’, T” enindT. La convexidad d& implica queL, TL € indT. Pero Ex} (L, TL) # O,
lo que contradice que Ej&((T,T) = 0. LuegoM = T satisface lo deseado. O

El corolario que sigue es una consecuencia interesanteatehha anterior. UA - modulo
indescomponible se diakrigido si no existe ningln ciclo

M=Mg—M; — --- — M =M
en indA.

Corolario 3.6. Sea A uralgebra que admite un @dulo indescomponible sincero y dirigido.
Entonces A es inclinada.

Demostracbn. SeaVg f—1> My — - L M; un camino en ind, conMg, M; € indM. Como
M es indescomponible, entondds = M; = M. ComoM es dirigido, f; es un isomorfismo,
para todd. Luego el camino no contiene ganchos. Ahora el enunciadeslg (3.5). O

La reciproca de este corolario es falsa. En efecto, ebédgedel ejemplo (2.8) es incli-
nada, pero no existe tlsmodulo indescomponible sincero.

Demostraremos un resultado que muestra la importanciasdaldabras inclinadas: si
M es unA - modulo indescomponible dirigido arbitrario, entoncesst un algebra in-
clinadaB tal queM es unB - modulo. Asi, para estudiar la estructura de los modulos
indescomponibles dirigidos sobre un algebra arbitrasasuficiente estudiar los modulos
indescomponibles dirigidos sobre las algebras inclina8din de probar esto, necesitamos
la siguiente definicion.
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SeaM unA - mbdulo indescomponible. Broyectivo gy que soporta a Mes por definicion
la suma directd = ©P de un conjunto completo de representantes de clases derisomo
fismo deA - mobdulos proyectivos indescomponiblBstales que Hom(P,M) # 0. El
soporte de Mes el algebra Supp = EndPy. Asi,M es un modulo indescomponible sincero
siy sblo si Supm = A

Corolario 3.7. Sea A uralgebra de artin y M un @dulo indescomponible dirigido. En-
tonces B= SuppM es unalgebra inclinada.

Demostradbn. En virtud de la definicion de soporté, es unB - médulo indescomponible
y sincero. Por otra parte, un ciclo en Bithduce un ciclo en ind. El enunciado resulta
entonces de (3.6). 0

En el caso considerado, el soporte es ademas convexo. @e@mefecto, que Subbes
convexo en Ai, para toda sucesion

Pbh—PL— -+ —R

de morfismos no nulos entre indescomponibles proyectiooh; B € addiy, tenemos que
R € addAy para toda. La demostracion siguiente esta inspirada en la hechBqogartz
para algebras sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Para demostrar este resultado utilizaremos el siguiemiz. le

Lema 3.8. (a) Sea PL Q 9, X un camino erindA, con PQ proyectivosy gf = 0.
Entonces existe un camino en indA de la formieaeP — U — X.

(b) Dualmente, sea xf—> | %5 J un camino erindA, con I,J inyectivos y gf= 0.
Entonces existe un camino grA de la forma X— V — sodl.

Demostraddn. Demostraremos la parte (a). La parte (b) se deduce podddali
SeanS=P/radP y U = Q/f(radP). En el diagrama de abajo, Keyf) = f ~1f (radP) =

radP + Kerf = radP = Kerp. Luego el morfismof induce un monomorfismé : S— U.

Ademas el modulty es indescomponible, por ser imagen epimorfica no nula dgkptivo

indescomponibl€. Por Gltimo, Keg = f(radP) C Kerg, de donde el morfismg se factori-

za a través del epimorfismo canonigocomo se indica en el diagrama. Esto completa la

demostracion.

P09 x
pl ql |

S-»U--X
T g

O

Proposicion 3.9. Sea M un A-modulo indescomponible dirigido. Entonces=-BSuppM es
convexo en A

Demostraddn. Supongamos que Sujdpno es convexo eA. Entonces existe un camino
Pp— PL—...— R, cont> 2, Py,R €indRy, y Pi,...,R_1 proyectivos que no estan en
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indRy. Consideremos un tal camino con longitudinima. Se& = R /rad?, con 1<i <t.
Entonced?_1 2 B. Dado que HomR(P_1,S) = 0, podemos aplicar (3.8)(a) a cada uno de
los camino$}_1 — B — § para deducir que existe un camino

(1) S—U—S—...—S_1.

Como, por hipbtesig} esta en Sugd y B_1 no esta en Supy, existe un camin®_1 —
R — M con composicion nula. Aplicando (3.8)(a) a este caminojdene un camino

(2) S.1— U — M.

Ahora vamos a usar la equivalencia de Nakayama entre proygetinyectivos para aplicar
(3.8) nuevamente. Sda= v(R). ComoR, € indRy, P; ¢ indRy, y Homa(R,M) =0 siy
so6lo si Hom\(M, ;) = 0, hay un camino de la formd — Ig — |1 con composicion nula.
Deducimos, usando (3.8)(b), la existencia de un camino

@) M—U —S.

Concatenando los camin@b), (2) y (3) obtenemos un camind —U; — § — U, —
S —..— S 1 — U — M. Como el mdduldV es dirigido, todos los morfismos de
este camino deben ser isomorfismos. Lubbé& S;. Pero esto es un absurdo, ya que por

hipotesis, Hom(P,M) = 0. O
Ejemplo 3.10
(a) SeaA dada por el carcaj
02
N
N N
N

ligado por todas las relaciones de conmutatividad posilElesalculo de” (modA) muestra
gue éste es aciclico
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6
El médulo indescomponible proyecti\z"@“2 es sincero y dirigido. Por lo tantd es incli-
1

nada.
(b) Para que un algebra sea inclinada no es suficiente gueuraynodulo indescom-
ponible sincero. En efecto, séalada por el carcaj

2
S
W

ligado por la relaciom 3 = 0. Entonce$ (modA) es

2 3
1/1\32/2\3
\3/21\32/

@/21\i/1\@

donde identificamos las dos copias del simple 2. Aqui teserados modulos indescom-
ponibles sinceros, pero todos estan sobre ciclos. Sin gmbA no es inclinada, pues
dp% =2=di % y (1.4) (b) afirma que los modulos indescomponibles de dgid® proyec-
tiva 2 sobre un algebra inclinada tienen dimension inyachenor o igual que uno.

En cambio, es facil ver que el soporte del modulo indesawrifyte dirigido? es el algebra
dada por el carcaj

1 B 2
O <«<— O

mientras que el del médulo indescomponible diriggjes el algebra cuyo carcaj es

2 o 3
O <«— O

y estas dos algebras son inclinadas, ya que son hereslitaria

4. RODAJAS Y RODAJAS COMPLETAS

Si queremos verificar si un algebra dada es inclinada debedsoun modo u otro, re-
conocer el algebra hereditaria de la cual ella es origandjemplos simples muestran que
esta informacion esta codificada en el carcaj de AuslaRdden. Para explicar la idea,
retomamos un ejemplo visto anteriormente.
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Ejemplo 4.1. SeaA dada por el carcaj

Ya vimos (en (2.8)) que el mbduld = @ U, conU; = %, Up=4%,Us=3yUs=4
es inclinante convexo, y que el algeltta= EndUx es el algebra hereditaria de carcaj

o
N©O
wo
O

Sabemos qud es unH°P - modulo inclinante y el carcaj dd°P reproduce exactamente
el subcarcaj pleno

2—)‘21—> > — 4

del (modA). En otros términos, mirdr (modA) permite “recuperar” el algebra hereditaria
H tal queA es el anillo de endomorfismos de Hamodulo inclinante. En efecto, por (11.4.2)
sabemos quA = (EndyU )°P = EndDUy.

Notamos que, mirando el carcaj de Auslander-Reitefrl dpodemos también hallar un
modulo inclinanteTl tal queA = EndTy. Para ello buscamdd-modulos tales que el sub-
grafo del carcaj de Auslander-Reiten determinado por &lggoduzca” el carcaj da°P:
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4

Tenemos uid - modulo inclinantel = er‘ZlTi (conTy=1,T, = % T3=3yT= g) tal que
1

A= EndTy.

A partir de este ejemplo, llegamos a dos conjuntos difesageaxiomas, que son el objeto
de esta seccion y de la seccion siguiente.

Definicion. Un conjunto finito.” C indA es unarodajaen mod si satisface los axiomas
siguientes:

(S1) Bye.~U es unA - modulo sincero.

(S2) - es un conjunto convexo en iAd

(S3) Si0— L — M — N — 0 es una sucesion que casi se parte entonces a lo sumo
uno de los modulok y N esta en?.

El conjunto.” se llamarodaja completasi, ademas de los axiomas anteriores, satisface la
condicion:

(S;) Si0— L — M — N — 0 es una sucesion que casi se parte y un sumando
indescomponible d& esta ens entonced € ¥ 6N € .7

Es facil ver que en el ejemplo precedente, el conjt{r%o‘z‘, 324 ,4} es una rodaja com-

4 .
pleta. Por otra parte{%, 3 324 } es una rodaja, pero no es completa, como lo muestra la
sucesion que casi se parte

0%3%324—>4—>0.

Lema 4.2.Sea T un A - iddulo inclinante convexo. EntonceslT es una rodaja completa
enmodA.

Demostraddbn. Verifiguemos los axiomas de la definicion de rodaja comaplet

(S1) T es sincero por ser inclinante.

(S) Decir queT es convexo es decir que ifido es.

(S3) Sea 0— X — E — X — 0 una sucesibn que casi se parte en md@lponga-
mos querX y X estan en in@. Entonces Ext(X, 7X) # 0 contradice que EX(T,T) = 0.
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(S;) Sea 0— X — E @ Top — X — 0 una sucesion que casi se parte Tog indT.
En virtud de (2.6),T es separante. Coniy € addl y Homa (Tp, X) # 0, tenemos que
X e 7(T). Supongamos qu¥ ¢ indT. ComoT es inclinanterX ¢ .% (T), por (11.3.9).
Por lo tantogrX € 7 (T). Finalmente, de Hog(17X, Tp) # 0y (2.3), resulta queX € indT.
O

Necesitaremos también el lema siguiente.

Lema 4.3.Sea M un A - radulo convexo. Entonces:

(a) rady(M,M) = 0.

(b) Si, aderas, EndM es conexo, el subcarcaj pleno 8émodA) definido porindM es
conexo.
Demostraddn. (a) Seam un numero natural tal que rd¢EndM) = 0. Basta ver que

rady (X,Y) = 0 siempre queX,Y € indM. Consideremos un camind = Xn m, Xm-1 —

N Xo =Y, con cadaX; € indAy cadaf; € rada(X,X_1). Por la convexidad d#,
tenemos qu; € indM para cada. Como rad'(EndM) = 0, resulta qud; ... f, =0, lo que
prueba que rgfi X,Y) = 0.

(b) SeanX,Y dos sumandos indescomponiblesMi¢ales que Homg(X,Y) # 0. Por (a) y
(1.3.4), existe un camino

x:)(OLxl_)...i)xt:Y

de morfismos irreducibles con caac indA. Por la convexidad d#l, tenemos que; €
indM para cada, de lo que resulta el enunciado. O

En lo que sigue notarem@s”| al cardinal del conjunto”.

Nuestro probximo teorema muestra la relacion entre lagones de rodaja completa 'y de
modulo inclinante convexo.

Teorema 4.4.Sea.” una rodaja enmodAy M= @y ~U. Entonces existe una rodaja
completay’D .. Adenas, las siguientes condiciones son equivalentes:

(&) M es un nddulo inclinante convexo.

(b) . es unarodaja completa.

(€) |.7] = rgKo (A).

Demostracdbn. Supongamos primero que existe un camino que contiene whgdf ~
X — x — X ~ M’, conM’,M" € .. Por (), tenemos que&, X € .¥. Pero esto
contradice (). LuegoM satisface las hipotesis del Lema (3.4). Por lo tahte H{X €
indA : X es Ext-proyectivo deZu} es un modulo inclinante convexo, y exidtetal que
T =Ma®N. Luego|.”| = |[indM| < |indT| = rgKo(A), y la igualdad vale siy solo W =
T. De aqui se desprende inmediatamente la equivalencia ge(¢)y también el primer
enunciado del teorema, ya qu€ C indT, que es una rodaja completa por (4.2). El mismo
(4.2) muestra que (a) implica (b).

Solo resta probar que (b) implica (a), y para ello basta uer\j = T. Supongamos en-
tonces que” es una rodaja completa, y s€ac indT. ComoT’ € 9y, existe un camino
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M/:TOLT1_> i)'rt:'r/

conM’ € . CindT. ComoT es convexo, entoncés € indT para todo . Claramente,
basta probar qué; € .. ComoT es inclinante y entonces conexo (ver (11.4.3)), por (4.3)
podemos suponer que en el camino precedente los morfismageuncibles. Vamos a
considerar dos casos:

Caso 1:T; es proyectivo. ComM es sincero, exist®l” € .7 tal que Hom(Ty,M”) #£ 0.
A partir del caminaVl’ — T; — M” y de la convexidad d& , obtenemod; € ..

Caso 2:T; no es proyectivo. Entonces existe una sucesion que casire(p— 1T, —
M'&E — Ty — 0. ComorT; ¢ indT, entonceg Ty ¢ .7y, por ($), tenemos qué; € .7,
como queriamos. O

Corolario 4.5. Sea.” una rodaja en modAy sea M= @ U. Entonces.”| < rgKo(A),
UesS
existe una componente @émodA) que contiene &, M es un mdulo inclinante parcial y

rady (M,M) = 0.
Demostraddn. Se deduce inmediatamente de (4.3) y (4.4). O

El corolario siguiente justifica el nombre de rodaja conglet

Corolario 4.6.Si.’ es unarodaja emodA que contiene una rodaja completé, entonces
S =

Demostraddn. A partir de (4.4), tenemos que&”’| = rgKo (A) v |-’ < rgKo (A). Entonces
el corolario sigue de las desigualdades

rgko (A) = |.7] < || <rgKo (A).

Deducimos también la reciproca de (4.2).

Corolario 4.7.Un A - nbdulo T es inclinante convexo si y solament&di es una rodaja
completa ermodA.  En particular, una rodaja completa induce un subcarcaj cande
I (modA).

Demostradbn. Este corolario resulta de (4.2), (4.3) y (4.4). O

La consecuencia mas interesante es una nueva caradtaridadas algebras inclinadas.

Teorema 4.8.Sea A uraélgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es unalgebra inclinada.
(b) Existe una rodaja completa enodA.
(c) Existe una rodaja emodA.
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Demostraddbn. (a) implica (b) SiA es inclinada, existe un modulo inclinante convdxo
Pero entonces, por (4.2), ihdes una rodaja completa en n#ad

(b) implica (c) Esta implicacion es trivial.

(c) implica (a) De (4.4) resulta que existe Aamodulo inclinante convexo. O

Finalmente, el resultado siguiente muestra como comgtaglas) las rodajas completas.

Teorema 4.9. (a) Sea H unalgebra hereditaria, § un nbdulo inclinante y A= EndTy.
Entoncesnd(Homy (T,DH)) es una rodaja completa enodA.

(b) Redprocamente, sea A ualgebra y.# una rodaja completa emodA. Entonces
M = @ye.~U es un nddulo inclinante convexo, B EndM es hereditaria, §f =D (4M) es
inclinante y.# = ind(Homy (T,DH)).

Demostraddn. (a) SeaMa =D (aT). ComoTy es co-inclinante, T también lo es. Luego,
Ma es inclinante. Coméd = EndMp es hereditaria, el modull, es inclinante convexo,
por (2.6). Por lo tanto, en virtud de (4.2), Mdes una rodaja completa en nfodPor otro
ladoMa =D (AT) = D (AT ®4 H) = Homy (T,DH). Asi queda demostrado (a).

(b) Resta probar que, reciprocamente, toda rodaja coangtetnod es de la forma vista
en (a). Sea¥ una tal rodaja. Por (4.2M = @&yc~U es inclinante convexo. De (2.6),
obtenemos quel = EndMa es hereditaria yM es inclinante, luego, co-inclinante. Por lo
tanto, Ty = D (4M) es inclinante. En virtud de (11.4.2), tenemAs= EndTy. Pero entonces

@Ueyu =Mp= D(AT) = Homy (T,DH)
Esto prueba que” es de la forma requerida. O

Ejemplo 4.10. En general, la categoria de modulos de un algebra irddicantiene varias
rodajas completas. Por ejemplo, el algebra dada por edjcarc

e
I

/NS

L
e

con todas las relaciones de conmutatividad posibles, #tmarcaj de Auslander-Reiten
siguiente (ver el ejemplo (3.8) (a))
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VAVASAVAN VAN
NV VAVAVA VSV
A VAVAVAN

La regibn |nd|cada contiene varias rodajas completas egiezan todas las orientaciones
posibles del diagrama de DynKiiy.

O O O

Por lo tanto, para cada orientacion de este grafo, existeddulo inclinante sobre el algebra
de caminos del carcaj resultante cuya algebra de endomosdiss isomorfa A.

5. LAS SECCIONES: EL CRITERIO DELIU Y SKOWRONSKI.

Si bien la existencia de rodajas es un criterio muy satisfecctuando queremos saber si
un algebra de representacion finita es inclinada o no,ceiséeio es mas dificil de aplicar a
algebras de representacion infinita. En efecto, estéicamion presupone un buen conoci-
miento de la categoria de modulos. Sin embargo, el Caoaldus) nos dice que en realidad
basta conocer localmente el carcaj de Auslander-ReitenelRgp en esta seccion estudia-
remos subcarcajes especialed dmodA) con el objeto de obtener un criterio mas facil de
aplicar. Este criterio fue obtenido simultanea e indeartdmente por Liu y Skowrohski.

En lo que sigue del capituld,designa una componente démodA).

Definicion. Seal” una componente de(modA). Unaseccdn X del” es un subcarcaj pleno
gue satisface los axiomas siguientes:

(01) Z es aciclico.

(0») Para cada puntodel’, existe exactamente ume Z tal quet™x € 3.

(03) Z es convexo e Six=Xg— X — --- — X =Yy €S un camino efl con
X,y € 2o, entonces; € 2 para todd.

Notemos que la nocion de seccion es puramente combiaapiservemos que la nocibn
de convexidad endi) es diferente de la definida en la seccibn 2: en efecto, sedrui de
caminos erf, es decir de caminos formados por morfismos irreducibles,pon morfismos
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arbitrarios. Es claro que si un conjunfioC I' es convexo (en el sentido de la seccion 2),
entonces es convexo €npero la reciproca es falsa en general.
Por ejemplo, la rodaja completa del ejemplo (4.1) es unad®cc

Lema 5.1. Seal" una componente conexa BémodA) y 3 una secdn del". Supongamos
gue x— Yy es una flecha eh.

a) Si xe %o, entonces o bieng 2y, 0 bienty € 3.

b) Siye Zp, entonces o bien & Zp, 0 bient1x € 2.

Demostracbn. Probemos (a), ya que (b) es dual. Rop), existe un enteren tal que
™y € 3. Sim< 0, entonces existe un camife—y — x — T 1y — ... — Ty en
. Comox, ™y € Z, entonces por la convexidéds), tenemos qug € y. Luego,(o2) nos
dam= 0. De la misma manera, 81> 0 tenemos quey € . O

Lema 5.2. Seanl" una componente conexa igmodA) y >~ una secdn del tal que
Homp (U, V) =0 paratodo UV € %y. Entonces

(a) |Zo| < rg Ko (A).

(b)rady (U,V) =0paratodo U,V € >,.

(c) Homa (171U,V) = O paratodo U,V € 5.

Demostradbn. (a) Esto sigue del lema de Skowronski (11.5.7).
(b) SearlJ,V € 2 tales que rafl(U,V) # 0. Por el lema (1.3.5), existe, para cada O,
un camino de morfismos irreducibles entre modulos indepoaibles

Vi—Viog— - — V1 — VW=V
tal que ra@ (U,V;) # 0. Comoz es finita y aciclica, existey > 1 tal queV,,_1 € > pero
Vi, ¢ Zo. Por el Lema (5.1), tenemas Vi, € Zo. Pero entonces Hom{U, 7 (171V,,)) =
Homa (U, V,) # O contradice la hipotesis.

(c) SearlJg, Vg € 2 tales que Hom(r‘luo,vo) =# 0. Entonces no existe un camino de
morfismos irreducibles U ~ Vp: en efecto, si existiera un tal camino, entonces habria
un camino compuestdy — x — T 1Ug ~» Vg enT, y la convexidad d& en [ daria
T-1Up € 3o, una contradiccion. Entonces gaa—luo,vo) =# 0. Comoz es finita y aciclica,
podemos suponer quik no tiene predecesor directd € > tal que raf (rlw,vo) #0.
Por otra parte, observando que el morfismo minimal que casirse a derechE — 1 1Uq
es sobreyectivo, tenemos quefadp, Vo) # 0, para algin sumando indescomponibfede
E. Como existe una flecHdg — Wp enT, resulta del Lema (5.1) que uno de los mbdulos
Wp, TWp pertenece &y. Por nuestra hipotesis soldg, tenemos queWp ¢ . Entonces
Wp € 2oy esto contradice (b). O

El lema siguiente es dual de (5.2).

Lema 5.3. Seanl’ una componente conexa @iémodA) y ~ una secdn del tal que
Homa (771U,V) = O paratodo U,V € Z,. Entonces
(@) [Zo| < rg Ko (A).
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(b) radz (U,V) =0 paratodo U,V € Zo.
(c) Homa (U, 1V) =0 paratodo U V € . O

Una primera consecuencia evidente es el corolario sigaient

Corolario 5.4. Seanl” una componente conexa dé(modA), ~ una secdn de I y
T =@yes,U. EntoncedHoma (T, 7T) = 0siy Dlo siHoma (71T, T) =0. O

Un subcarcaj plena del se dicefiel si su anulador AnZ = () AnnM =
MeZg

{a€ A:Ma=0 paratoddv € 2y} es el ideal nulo.

Lema 5.5.Seal” una componente de(modA) y X un subcarcaj finito y dclico derl .

(a) Si, para todo Me %y y morfismo irreducible M— N, tenemos que N 2g 0 TN €
>, entonces todo morfismo no nulo-M- U, con M€ %y y U ¢ Xy indescomponible, se
factoriza poradd(1~1%).

(b) Si, para todo Me %, y morfismo irreducible — M, tenemos que E Zpo0 171 €
29, entonces todo morfismo no nulo-4d- M, con Me 2y y U ¢ Xy indescomponible, se
factoriza poradd 7).

Demostradbn. Es suficiente probar (b), ya que (a) es dual. $edJ — M como en

el enunciado. Vamos a proceder por recurrencia, puest@ggaciclico. Supongamos
primero queM es una fuente dg, y seag : E — M el morfismo minimal que casi se parte a
derecha. ComM es una fuente dg, ninglin sumando directo depertenece &y. En virtud

de la hipotesisk € add1Z). Comof se factoriza pog, hemos terminado. Supongamos
ahora queM no es una fuente y que el enunciado se verifica para todo @satepropio

M’ deM sobreZ. Seag: E — M el morfismo minimal que casi se parte a derecha. Por
hipotesisE = E' ©E”, dondeE’ € add 1), mientras que todos los sumandos directos de
E” pertenecen &y y son predecesores t. Entoncest se factoriza pog=[g' g"] : E'®

E” — M, o sea, existb = [Q] U — E'@E" tal quef = gh= ¢’ +g¢"h". Finalmente,
por la recurrencidy’ se factoriza por addZ). O

Lema 5.6. Seanl” una componente conexa @émodA) y ~ una secdn fiel del” tal que

Hompa (U, V) = 0 paratodo U V € Zy. Entonces T= & U es un nddulo inclinante con-
Uey
vexo.

Demostraddn. Por (11.2.7),T es un modulo inclinante parcial. Ademas, sigue de (1).1.7
que una add - aproximacion a izquierdé : A — T9 es inyectiva. Entonces tenemos una
sucesion exacta

0—sA— T4 9 x_ .0

Afirmamos quel X esinclinante. Como dp< 1y Aes proyectivo, tenemos queXigc 1.
Entonces dfil ¢ X) <1.
Aplicando el funtor Hom (—, T), obtenemos una sucesion exacta
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f
.« — Homa(T%,T) "D Homg (A, T) — Exth (X, T) — Exty(T9,T) =0.
Por (11.1.7), Hom (f,T) es sobreyectivo. Por lo tanto, ExiX, T) = 0. Aplicando suce-
sivamente Homm(X, —) y Homa (T, —) a la misma sucesion exacta, se tiene

0= Exti(X,T9) — Extx (X, X) — Exta (X,A) =0

y

0= Exty(T,T9) — Extx (T,X) — Ex% (T,A) =0
dado que dfif ©X) < 1. Entonces Ext(X,X) =0y Ext (T,X) = 0. Por consiguiente,
Exti(T@X, TeX)=0yT®X esinclinante.

Para probar qu& es un modulo inclinante, es suficiente mostrar ue addl . Si esto
no ocurre, exist&) € indX tal queU ¢ addl. Como Hom, (T,U) # 0, existe un sumando
indescomponiblég de T tal que Hom (Tp,U) # 0. ComoX es finita y aciclica, podemos
suponer quéy no tiene sucesor direc € g tal que Hom (TO’,U) # 0. ComoU ¢ X,
tenemos que rddy,U ) # 0. Considerando el morfismo minimal que casi se parte a imdpiie
empezando efy, existe una flechd — V enl tal que Hom (V,U) # 0. Por (5.1)V € 2
0 1V € Xp. Por nuestra hipotesis sobfg tenemos qu¥ ¢ X, pero

Exts (U, V) = DHoma (7 (17V),U) = DHoma (V,U) #0

contradice que E*t(X,T) = 0. Esto prueba que es inclinante.

Finalmente, para probar qlees convexo, hay que probar gde= EndTp es hereditaria
(ver (2.6)). Sea® unH - modulo proyectivo indescomponible,fy. Y — P un monomor-
fismo conY indescomponible. Tenemos que probar {uwes proyectivo. Comy¥ +# 0, existe
un morfismo no nuld’ : Q — Y, conQ proyectivo indescomponible. Confy Q son
proyectivos, tenemos qu Q € # (T). LuegoY € # (T), puesY es submodulo d@.
Entonces existen morfismgs M — Toy g : T1 — M, conTp, Ty € addl y M € .7 (T),
tales queP = Homa (T, Tp), Q = HOomA (T, T1), Y = Homa (T,M), f = Homa(T,g) y f' =
Homa (T,d’). Comof es un monomorfismo, tenemos g # 0. Entoncegd # 0. Si al-
guno de los morfismag, g’ estuviera en el radical infinito de magentonces ral(Ty, To) #
0, lo que contradice (5.2)(b). Entonces existen caminds@sT; aM y deM aTy. La con-
vexidad dex enl” implica queM € addrl, de dondeY es proyectivo. O

Ahora estamos preparados para probar el resultado primig@sta seccion.

Teorema 5.7.Searl” una componente conexa BémodA) y = un subcarcaj pleno y convexo
de I'. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) Z es una sec6in fiel tal queHomy (U, V) = 0, para todo UV € 2.

(b) £ es una secon fiel tal queHoma (172U, V) = 0, para todo UV € .

(©) T = @yes,U es un mdulo inclinante convexo.

Demostraddbn. Por (5.4), (a) y (b) son equivalentesy, por (5.6), tenenuas(g) implica (c).
Entonces basta probar que (c) implica (a).
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Supongamos gqu€ es un modulo inclinante convexo. En particular, es fiel. IBaéanto,
> es fiel. Ademas, Hog(T,1T) = DEXxt; (T,T) = 0. Finalmente, = indT es convexo
en indA, luego a fortiori convexo ef. Por (2.6), End es hereditaria. Luego Efdes
triangular yZ es aciclico. Nos resta probar,).

Comenzamos por verificar quecorta a cada - orbita del". Para ello basta ver que,
siM e 3y yLerl pertenecen a dos orbitas vecinas, entoricesrta a la oOrbita dé..
Supongamos que existe un morfismo irreducili®!l — L o L — 1"M, para un cierto
n € Z. Renombrando si es necesarib,gpodemos suponer qui@ es minimo para la familia
de morfismos irreducibles que conectan un modulo de lasodeiV con uno de la orbita de
L. Consideramos tres casos :

Caso 1. n < 0. En este caso no existe morfismo irreducible- T"M, porque de lo
contrario también tendriamos unt™M — L, contra la minimalidad d@|. Luego tenemos
un morfismo irreducibla™"™ — L. Analogamentel debe ser proyectivo, ya que de lo
contrario tendriamos un morfismo irreducilaf& M — L, contra la minimalidad dén|.
Entonces, por la sinceridad de existe un morfismo no nulb — M’, conM’ € Z,. Luego
tenemos un camino eniAdM — --- — "M — L — M’, de dondé. € Z, por la convexidad.

Caso 2n > 0. Este caso es dual del anterior.

Caso 3.n= 0. Tenemos un morfismo irreducitié — L 6 L — M. En el primer caso,
Le 7 (T). SiL es proyectivo, entoncésc Xy. Suponemos entonces quao es proyectivo.
SitLe 7(T), de (2.3) obtenemos qué € Xy, sitL ¢ 7 (T), resultaqual € % (T), de
dondelL € 3. De modo que en el primer caso, 0 blea %y, 0 bientL € Zy. En el segundo
caso tenemos un morfismo irreducible- M. SiL es inyectivo, entoncdse 7 (T) y, por
(2.3),L € 3o. Por (ltimo, siL no es inyectivo, hay un morfismid — 7~1L y usando el
primer caso concluimos que, o bien'L € 3, o bienL = 1(17L) € 3.

Esto termina la demostracion de queorta a cada-6rbita del". A continuacion pro-
baremos que la corta una sola vezMsly 7™M (conm > 0) pertenecen ambosX, del
caminot™ — --- — T™M — x — M deducimos queM € %y, porqueT es convexo. Pero
Ext}\(M, ™) # 0, lo que contradice la hipotesis qiiees inclinante. Asi, hemos probado
gueZ verifica las condiciones de (a). 0

La primera consecuencia de este teorema es el criterio d8kawronski.

Corolario 5.8. Sea A uralgebra de artin. Las condiciones siguientes son equivaten
() A es inclinada.
(b) F'(modA) contiene una secon fielZ tal queHoma(U, 7V) = 0 para todo UV € 2.
(c) I(modA) contiene una secdi fielZ tal queHoma(11U,V) = 0 para todo UV € 3.

Demostraddbn. ComoA es inclinada, por (2.7) existe un modulo inclinante covgyor
(11.4.3) sabemos que EAd es conexo. Resulta entonces de (4.3) que el subcarcaj péeno d
I"(modA) determinado por intl es conexo y por lo tanto esta contenido en una componente
conexa dd (modA). El resultado es entonces consecuencia de (5.7). O

El resultado siguiente es menos inmediato.
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Corolario 5.9. Un conjuntoZy C indA es una rodaja completa emodA si y lo si el
subcarcajz determinado po&g es una secéin tal que:

(@) Homy (U, 1V) =0 paratodo UV € %,.

(b) dgJ < 1paratodoUe .

(c) diu < 1paratodoUe 2.

Demostraddn. SeaZ una rodaja completa en mad Por (11.4.4),T = Pye5,U es un
modulo inclinante convexo, cuyo anillo de endomorfismosaggexo (ver (11.4.3)). En par-
ticular, por (4.3)(b).X esta contenida en una componente corfexte I'(modA). Asi, de
(5.7) deducimos (a) y (b). Por dualidad,es también co-inclinante, por lo que obtenemos
también (c).

Reciprocamente, s@auna seccion ef que satisface (a), (b) y (c). Por (5.2)es finita,
de dondeT es un modulo finitamente generado. ComoXEkiT) = DHoma(T,TT) =0,
tenemos qud es inclinante parcial. Luego, exidketal queT @ E es inclinante. Supong-
amos quée ¢ addl. Como EndT & E) es conexo (por (11.4.3)), existe un sumando directo
E’ deE que no esta en addtal que Hom (T,E’) #0 6 Homa (E',T) # 0. Por (5.5) ten-
emos que Hom(T 'T,E’) £0 6 Homn (E',TT) # 0. En el primer caso, EX{E/,T) #0
(yaque dir < 1)y, en el segundo caso, ﬁ){ﬂ', E’) £ 0 (ya que dp < 1). Esto contradice
la hipotesis qud @ E es inclinante. Por lo tant&, € addl' y T es fiel. Entonces, a partir de
(5.3), obtenemos quEy es una rodaja completa. O

Mucho trabajo ha sido dedicado al estudio de las componéetesarcaj de Auslander-
Reiten de un algebra inclinada. Aunque actualmente seceonouenas caracterizaciones,
este estudio se sitla fuera del marco de esta monogradslirNitaremos a algunas obser-
vaciones. Para comenzar, damos una definicion.

SeaA un algebra inclinada. Llamamaesmponente de conéxi del" (modA) a una com-
ponente que contiene rodajas completas. A partir de (hémes qué (modA) contiene al
menos una componente de conexion.

Proposicion 5.10. Sean A urélgebra inclinada, n=rg Ko(A), Z una rodaja completa en
modA y I la componente dE(modA) que contiene &. Entonces:
()T es agclica y tiene exactamentemorbitas
(b) rady(X,Y) =Oparatodo XY €.
(€)SIT=&ysU yI' #T es otra componente d§modA), existen dos casos posibles:
(i) ' € 7(T) y entonce$’ no contiene proyectivos.
(i) I’ € #(T) y entonce$’ no contiene inyectivos.

Demostraddbn. (a) Supongamos por el absurdo que existe un ciclo de modisneducibles
Mg — M1 — --- — M; = Mg enl". ComoZ es una seccion (ver (5.9)), para caeaiste
ni € Z tal quet"M; € Z. Podemos suponer que exisigal quen; > 0y j tal quen; < 0.
En efecto, sh; > 0 para todad, consideramos = min; n; y aplicamosr—™ a todo el ciclo.
De la misma manera, gj < 0 para todad, escribimosn = max n; y aplicamosr*”f. Esto
establece nuestra afirmacion.

Por lo tanto, tenemos dos caminos de morfismos irreducibib ~» M; y Mj ~» T M;.
Componiendo, obtenemos un camino de morfismos irreducibles
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T""Mj ~» Mj — Mjz1 — -+ — Mg — M1 — -+ — Mj ~ T"iM;.
Comot"M; € 2 y t"iM; € Z, por la convexidad tenemos que todos Msestan erx, y
esto contradice quE es aciclica, por ser una seccion. Esto pruebalgas aciclica. Por
otro lado, por (4.4)|| = n, y como la secciox corta a cada-o6rbita exactamente una vez,
resulta inmediatamente qldiene exactamente r-Orbitas.

(b) SeanX,Y €T tales que rafl(X,Y) # 0. Por (1.3.5), existe un camino infinito de
morfismos irreducibles

X=Xg—X ==X — -

tales que rafl(X;,Y) # 0 para cada Veamos que existe > 0 tal queX, es sucesor d& en

. Comol tiene solan 1-6rbitas, una de ellas contien&igpara infinitos valorek del indice

i. ComoX corta a cada-orbita, existeM en X y nUmeros enterok tales quex, = T%M.

Por (a),l" es aciclica. Luego la sucesifip) es estrictamente decreciente y entonces existe
m tal quety < 0. Pero entoncep = i satisface lo deseado. Ahora bien, 2&Xp,Y) # 0
implica que existe un camino infinito de morfismos irreduesbl

tal que raff(Xp,Yj) # 0 para cadg. Ahora se deduce igual que antes que exjste0 tal
queYq es predecesor deenl .

Tenemos asi un caminfy — Z3 — --- — Z = Xp — Yg=Ug — --- — Us en indA,
con Zp,Us € Z. Por la convexidad d& en indA, deducimos queXp,Yq € Z, de donde
rady (Xp,Yq) = 0, por (4.3). Esto contradice que [, Yj) # 0 para cadg, probando
(b).

(c) Supongamos que! € I'. ComoT es separante, tenemos dos caddss .7 (T) 0
M € .7 (T). Supongamos que € .7 (T). Entonces, probaremos qiieC .7 (T).

Sir'¢ 7(T), existeN € I’ tal queN € .Z (T). Como la componentE’ es conexa,
podemos suponer que existe un morfismo irredudible—~ N 6N — M. ComoN € .7 (T)

y M e 7 (T), tenemos un morfismo irreducikie— M. Por otra parteM € ' no pertenece
aX CTI yentonceM no es Ext-proyectivo el¥ (T ). Pero tenemos un morfismo irreducible
™™ — Ny esto es absurdo, porqiec .#(T). Asi,I" € 7(T).

La segunda parte de (i) a saber, dui@o contiene proyectivos, resulta del hecho que los
Unicos proyectivos de7 (T) pertenecen & vy, por lo tanto, a”. Hemos probado quE’
verifica (i).

Finalmente, sM € .% (T), se prueba analogamente dueverifica (ii). O

Este enunciado dice que cada componente de condXxitsepara” a la categoria de
modulos del algebra inclinadade la manera siguiente.
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donde los morfismos van de izquierda a dereEhes aciclica, toda componeritecontenida
en.7 (T) esta “a la derecha” de, y todos sus modulos son generados pobDe la misma
manera toda componenfé¢ contenida en% (T) esta “a la izquierda” d€, y todos sus
modulos son cogenerados par

Ejemplo 5.11.(a) SeaA dada por el carcaj

@) O (¢}

1 2 3
y tal que radA = 0 (esto quiere decir que la composicion de dos flechas auatea es
nula). El carcaj de Auslander-Reit€rfmodA) esta dado por

e A sAr L BE

....... P

2

La componente centrfl que contiene a,2s una componente de conexion (y, de hecho, la

(nica componente de conexion), puesto que ella contiémeoalaja completd 22,2, 3, }.
Las componentes que precedeh son la componente postproyectiva, que contiene a 1, y
una familia de tubos estables: estos son en efecto las ca@nfgsnpostproyectiva y regular
del algebra de Kronecker

o=——o

1 2
(ver [AURS], pag. 302). Dualmente, las componentes qugesi@l” son tubos estables y
una componente preinyectiva que son las componentes potiveyy regular del algebra de
Kronecker

o=—o0
2 3

(en efecto, esto sigue del hecho dues de radical cuadrado nulo, ver [AURS], pag. 344).

(b) El ejemplo anterior muestra porqué suponer que una eoerge contiene una seccion
no es suficiente para concluir que la componente es de ameiii efecto, la componente
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postproyectiva contiene una secciph ;2 }, pero ésta no es fiel, ya que el proyectiyg
no es cogenerado por ella. Por lo tanto, la componente no @neion.

6. ALGEBRAS DE ENDOMORFISMOS DE MDULOS INCLINANTES PARCIALES

Vamos a concluir este trabajo con un teorema, de Happel,ige@de siT es un mbédulo
inclinante parcial sobre un algebra hereditaria, ent®igal es un algebra inclinada.

Lema 6.1.Sea H urélgebra hereditariay T un H - gdulo inclinante parcial. Entonces T
es inclinante si y@lo si, para todo H - mmdulo M O tal queExtﬁ (M,M) =0, se tiene que
Homy (M, T) # 006 Ext} (M, T) #0.

Demostradbn. SeaT un H - modulo inclinante. Por la observacion (2.5), existe una
sucesion exacta corta
0—T4—Tp—DH—0

conTo, Ty € addr, ya queDH € 7 (T). Aplicando el funtor Hom (M, —) a la sucesion
anterior obtenemos

0 — Homy (M, Ty) — Homy (M, To) — Homy (M,DH) — Ext} (M, Ty) — Ext} (M, T) — O.

Luego, Hony (M, T) =0y Ext} (M, T) = 0 implican Hony (M,DH) = 0y, por consi-
guiente M = 0. Esto prueba la necesidad.

Para probar la suficiencia, s&éaun modulo inclinante parcial que verifica la propiedad
enunciada. Para mostrar quees inclinante, vamos a probar que una&daproximacion a
izquierdaf : Hy — Tp (conTp € addr ) es inyectiva y, luego, que el conlucl€a= Cokerf
pertenece a add

Si aplicamos el funtor Hom(—, T) a las sucesiones exactas cortas

0—Kerf —H-—-Imf—0 y 0—Imf—To—C—0

obtenemos, respectivamente, las sucesiones exactas

0 — Homy (Imf,T) "°™ " Homy, (H, T) — Homy (Kerf, T) —

— Ext}, (Imf, T) — Ext} (H,T) = 0 — Ext}; (Kerf,T) — 0

0 — Homy (C, T) — Homy (Tp, T) — Homy (Imf, T) —
— Ext}, (C,T) — Ext (To,T) = 0 — Ext}y (Imf, T) — 0,
ya queH es hereditaria. En particular, ﬁb(([Kerf,T) =0y Ext,l4 (Imf, T)=0.

Como Hony (f,T) es sobreyectivo, ¥ es una ad@l - aproximacion a izquierda, también
tenemos que Hom(Kerf, T) =0. Ademas, aplicando el funtor Heni—, Kerf) a la sucesion

0— Kerf —H N Imf — 0 obtenemos en forma analoga quejFxerf,Kerf) = 0.
Por hipotesis, Kef =0, y f es inyectiva.
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Entonces tenemos la sucesion exacta corta

0—H--T-%c—o.

Aplicando Hony (T, —), obtenemos un epimorfismo
0= Ext} (T,To) — Ext} (T,C) — 0

de donde Ex (T,C) = 0. Aplicando Hong (—, T) a la misma sucesion, se obtiene una
sucesion exacta

0 — Homy (C, T) — Homy (To, T) "™ Homy (H, T) — Ext} (C,T) — 0.

Como Hony (f,T) es sobreyectivo, Ext(C,T) = 0. Por Gltimo, Hong (C, —) aplicado a
la misma sucesion exacta corta nos da un epimorfismo

0= Ext}; (C, To) — Ext}y (C,C) — 0
de donde EX§ (C,C) = 0. Luego, Ex, (T ®C,T ®C) =0y T @C es un modulo inclinante.
Para probar qué& es inclinante nos resta mostrar dtie addl'. Supongamos que # 0.

Como Ex}, (C,T) = 0, de nuestra hipotesis resulta que Hpi@,T) #0. Seah:C — Ty
(conT; € addr ) una add -aproximacion a izquierda. Aplicando el funtor Hgif+-,T) a
las sucesiones exactas cortas

O—>Kerh—>CL>IthO

y
0 — Imh— T; — Cokeh — 0

obtenemos las sucesiones exactas
0 — Homy (Cokeih,T) — Homy (T3, T) — Homy (Imh, T) —
— Ext}, (Cokeh, T) — Ext}; (T1,T) =0 — Ext} (Imh,T) — 0
0 — Homy (Imh, T) Hom (. T) Homy (C, T) — Homy (Kerh, T) —
— Ext}y (Imh,T) — Ext} (C,T) = 0 — Ext}; (Kerh,T) — 0.
En particular, Exf (Imh,T) =0 y Ext, (Kerh,T) = 0. Como Hong (h,T) es sobreyec-

tivo, tenemos que Hom(Kerh, T) = 0. Finalmente, aplicando Hai{Kerh, —) a la primera

sucesion de mas arriba, obtenemos una sucesion exacta
h,h
0 — Homy (Kerh,Kerh) — Homy (Kerh,C) Homy (Kerh.h) Homy (Kerh,Imh) —

— Ext}, (Kerh,Kerh) — Ext}, (Kerh,C) — Ext}; (Kerh,Imh) — 0.

La inclusion Inh — Ty induce un monomorfismo HagiKerh, Imh) — Homy (Kerh, T;) =
0, entonces Hom(Kerh, Imh) = 0 y tenemos un monomorfismo

0 — Ext}, (Kerh, Kerh) — Ext; (Kerh,C).
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Por otro lado, Hom (—,C) aplicado a la primera sucesion nos da un epimorfismo

0= Ext (C,C) — Ext}; (Kerh,C) — 0.

Por lo tanto, Ex} (Kerh,C) = 0. Luego, Ex (Kerh,Kerh) = 0. Por nuestra hipotesis,
Kerh = 0. Entonce$ es inyectiva y tenemos una sucesion exacta

O%CLT1%C0keh—>O. (%)
Aplicando Hony (—, T) a(x), se tiene una sucesion exacta

Homy (T1, T) 0T Homy (C,T) — Ext}; (Cokeh, T) — Ext}; (T1,T) = 0.

Como Hony (h, T) es sobreyectivo, resulta que gxCokeh, T) = 0. Luego, aplicando
Homy (Cokeh, —) a la sucesion exacta corta

0—H -To-%c—o0
obtenemos un epimorfismo
0 = Ext}, (Cokeh, Ty) — Ext}; (Cokeh,C) — 0,
de donde Exf (Cokeh,C) = 0. Por lo tanto, la sucesiofx) se parte yC € addl. Esto
termina la demostracion del lema. O
Probaremos el principal resultado de esta seccion porregatia. La nocion clave es la
categoria perpendicular definida por Geigle y Lenzing.

Definicion. SeaA un algebra de artin ¥ un A - modulo inclinante parcial. Laategoia
perpendicular T- deT es la subcategoria plena de marlya clase de objetos es

T+ = {X € modA: Homa (T,X) =0y Ext; (T,X) =0}.

En la notacion de la seccion (11.2), tenemos
T+ = AA(T)NFo(T).
Hay una caracterizacion de moédulos inclinantes en tesmde la categoria perpendicular.

Proposicion 6.2. Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces T es inclinante sbjossi
T+ =0.

Demostraddn. Seal un modulo inclinante. Entonces, por (11.3.5) tenemi@éT ) = 71(T).
Por lo tantoT+ = .24 (T) N.%(T) = Z%(T)N.%(T) = 0.

Reciprocamente, s@aun modulo inclinante parcial tal que- = 0. Para probar quE es
inclinante, basta probar qu#(T) = 71(T) (ver (11.3.5)). Como ya sabemos qug(T) C
(T) (por (11.2.5)), tenemos que probar que catla 71 (T) pertenece &p(T) = Genr .

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



99

Podemos suponer qe# 0. ComoX € Z1(T) y, por hipbtesis, 71 (T) N.%o(T) = 0, tene-
mos queX ¢ .%o(T) y entonces Hom(T, X) # 0. Seafp : To — X una add -aproximacion
a derecha, coiiy € addl'. Tenemos una sucesion exacta

To5X 5C—0

conC = Cokerf. SeaN = Imf y f =ip la factorizacion canbnica die En particularN esta
generado pofy, de dondeN € 7(T). Asi, aplicando el funtor Hog(T, —) a la sucesion
exacta corta .

0—-N-X—-C—0

conseguimos primero E}((([T,C) = 0 (porqueX € 71(T) ) y segundo una sucesion exacta
corta

0 — Homa(T,N) — Homa(T,X) — Homa(T,C) — 0.
Ahora, seqy: T — X un morfismo. Comd : To — X es una ad@- aproximacion a derecha,
existeh: T — Tp tal queg = fh = (ip)h=i(ph). Entonces Hom(T,i) es un epimorfismo
y Homu(T,C) = 0. Esto muestra qué € T+ y entonce<C = 0. Por lo tantaX € Gerll =
Z(T) y luegoT es inclinante. O

Ejemplo 6.3. SeaA el algebra de caminos del carcaj

03
ie_@///
\\\M.

Entonces el carcaj de Auslander-ReitenAdesta dado por

~

34

—
—
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/ 324 ,

Ca =

SIT= g es facil ver quel es un modulo inclinante parcial indescomponible. Los

modulos indescomponibles de- son aquéllos que estan sombreados. En efecto, es in-
mediato que, pard € indA, se tiene

%Y
N
)
N
N
N
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[ 8]
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N
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(]

Homa (T, X) # 0 siy solosiX € {3,343}
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Extx (T,X) # 0 siy solo siX e {1, 2 %}
(lo que puede verse usando el isomorfismojEXtX) = DHoma (X, 7T), valido porque
dpT <1).
Lema 6.4.Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces la categaperpendicular T es
una subcategda abeliana demodA, cerrada por extensiones.

Demostrachn. Para probar qu& - es una subcategoria abeliana de Mogs suficiente
mostrar que, para todo morfisnfia X — Y en mod\, conX,Y € T+, los moduloK =
Kerf,J=Imf yC = Cokerf estanerr .

Se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas

0O—K—X—J—0 vy 0—J—Y—C—0.

Puesto que dp < 1, al aplicar el funtor Hom(T, —) obtenemos las sucesiones exactas

0 — Homu (T,K) — Homu (T, X) — Homu (T, J) —

— Exty (T,K) — Extx (T,X) — Ext3(T,J) — 0

0 — Homu (T,J) — Homa (T,Y) — Homa (T,C) —
— Exti (T,J) — Extx (T,Y) — Ext3 (T,C) — 0

ComoX,Y € T+, de la primera sucesion exacta obtenemos: K@TK) =0y Ext; (T,J) =
0, y de la segunda: Hog{T,J) =0y Ext; (T,C) = 0. Luego,J € T+, Ext} (T,K) =0 (de
dondeK € T+)y, por dltimo, Hom\ (T,C) = 0 (de dondeC € T+).

Finalmente, si

0O—X—Y—Z72—0

es una sucesion exacta corta ¢QZ € T+, se prueba de la misma manerayue T+. O

Ahora vamos a presentar un teorema de reduccion, debidme@d_enzing.

Teorema 6.5.Sea A uralgebra de artiny M un A - @dulo tal que:

(a) dpv < 1,

(b) Extk (M,M) =0,

(c) Homy (M,A) =0,y

(d) EndM es un anillo de divigin.

Entonces existe ualgebra A tal que M- = modA. Adenas, dim.glA’ < dim.glA 'y
rgko (A') =rgko (A) — 1.
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Demostracdhn. Como Hom(M,A) = 0, entoncedM no es proyectivo. Luego € ™™ =
Homa (A, TM) = DExtx (M, A), ya que dM < 1. Por hipotesis, el modulbl es inclinante
parcial. Entonces consideramos una sucesion de BondjaBt3)

0—A—E-—MI—0,

donded es la longitud de EXt(M,A) como Endv - modulo. Sabemos que el morfismo
inducido Hom\(M,Md) — Ext} (M,A) es sobreyectivo. Ahora bien, como los Bhd
modulos Exk (M,A) y HomA(M,Md) tienen la misma longitud, dicho morfismo es, en-
tonces, un isomorfismo. Luego, a partir de la sucesion axact

0 = Homa (M, A) — Homa (M, E) — Homa(M, M%) —
— Exts (M,A) — Extx (M, E) — Exti(M,M%) =0

se obtiene que Hog(M,E) =0y Ext};(M, E) = 0. Por lo tantoE € M+.
SeaX € M*. Si aplicamos Hom(—, X) a la sucesion de Bongartz, obtenemos

0 = Exty(M9,X) — Ext} (E, X) — Extx (A, X) = 0.

Luego, Exk(E,X) =0y el objetoE es proyectivo eM*: en efecto, si - X — Y —
Z — 0 es una sucesion exacta, cér M+, aplicando el funtor Ho(E, —) obtenemos un
epimorfismo Hom(E,Y) — Homa(E, Z).

Por otra parte, todo objetd € M+ esta generado pdE. En efecto,E & M es incli-
nante y Ext (E@M,X) = 0, de dondeX es de torsion, esto eX, € GenE®M). Como
Homa (M, X) = 0, deducimos qu¥ € GerkE.

Escribamog\ = EndE. Por (11.1.5), el funtor Hom (E, —) : M+ — modA’ es una equiv-
alencia de categorias que transformakaéd losA’-modulos proyectivos y preserva suce-
siones exactas (ver (6.4)). Entonces las resolucioneggtiogs en mod’ se corresponden
con las sucesiones exactas

E -5 o B LB - X —0,
con cadéeE; € adcE. Ahora veamos que dim.g. < n = dim.gl.A. Por lo dicho mas arriba,
basta ver que si

fre
0— Kn—En 1™ .. F-ME %X —0

es una sucesion exacta cére M- y cadaE; € adcE , entonce, € adcE.
Para probarlo, consideramos una tal sucesion y notamsHq;. EntonceXg =Xy
para cadacon 0< i < ntenemos una sucesion exacta

0 —Kji1—E—K —0
enM-.

SeaY unA - modulo arbitrario. Como dp < 1, aplicando el funtor Hogy—,Y ), para cada
j > 2 obtenemos un isomorfismo

Exth (Kiy1,Y) = Exti™ (K, Y)
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y una sucesion exacta a derecha
Exti (Ei,Y) — Extx (Ki11,Y) — Ext (Ki,Y) — 0.
Tenemos varias consecuencias:

(1) dpKp, < 1. En efecto, ya que dim.gl= n, para toddr tenemos que
Ext (Kn,Y) 2 ExQ (Kn_1,Y) = ... 2 Extit(Ky,Y) =0.

(2) Si Ext (E,Y) = 0, la sucesion exacta a derecha da un isomorfismo
Extx (Kis1,Y) = Ex (K;,Y),

de donde
Exts (Kn,Y) = EXQ (Kn-1,Y) = ... 2Exthit!(Ko,Y) = 0.

En particular, Ext (Kn, Kn) = Extx (Kn, E) = Extx (Kn,M) = 0.

Como, por otro ladoKn € M+, resulta Ext (M, Kp) = 0. Ademas, Ext (E,Kn) = 0 pues
E es Ext-proyectivo eM~*. Probamos asi que &3<(IE€9 Ma&Kn,E®&MaKL) =0y que
dpK;, < 1. Por consiguientds & M @ K, es un modulo inclinante parcial. Puesto due M
es un modulo inclinanté, € addE®M). Como Hom (M,Kyp) =0, tenemos qui&,
adcE, lo que prueba que dim.g¥. < dim.gl A.

Finalmente, por (d)V es indescomponibley comd@ E es inclinante, resulta qietiene
rgKo(A) — 1 sumandos indescomponibles no isomorfos. Lued& () = rgko (A) — 1. O

Existe un caso particular del teorema que es important&:esi hereditaria, entoncés
también lo es.

Ejemplo 6.6. Recordemos el ejemplo (6.3). Es facil ver que, en este daséz modd,
dondeA’ es el algebra de caminos de carcaj

O«— O — 0.

N 3 3
En efecto, el complemento de Bongartzlde- g es (salvo multiplicidad)e = % D26 213
y EndE = A,

A continuacion llegamos al resultado anunciado que iragjige siA es un algebra incli-
nada ye es un idempotente d& entoncegAees inclinada.

Teorema 6.7.Sea H uralgebra hereditariay T un H - gdulo inclinante parcial. Entonces
A = EndTy es unalgebra inclinada.

Demostraddbn. Si el nimero de clases de isomorfismo de sumandos indesodvtgs deT

es igual al rango dig (H), entonced es urH - modulo inclinante y no hay nada que probar.
Si no es éste el caso, podemos disminuir el rango. SuporgyguoedindT | < rgKo (H).
EntoncesT no es inclinante. Por (6.1) existe tth- modulo indescomponibl¥ tal que
Exth (X,X) =0, Ext} (X,T) =0y Homy (X, T) = 0. Entonces, de (1.2) resulta que Bhd
es un anillo de division.
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Si X es proyectivo, entonces existe un idempotente priméigd tal queX = eH. Sea
H' = H/HeH . Entonces lo$i’-modulos coinciden con lad-modulosM tales queMe =
Homy (eH,M) = 0. ComoeH es proyectivo, esto muestra que ldsmodulos son exacta-
mente los objetos deH)*. Por otra parte;i’ es hereditaria. Ademage= Homy (eH, T) =
Homy (X, T) = 0, de modo qud es unH’ -modulo. Por otra parte, Kg (H') =rgKo (H) —

1.

Si X no es proyectivo, entonces HartX,H) = 0 y podemos considerar la categoria per-
pendicularX. Por (6.5) existe un algebra hereditardatal que r&lo (H") = rgko(H) -1y
X+ =~ modH’. Ademas;T € X+ y entonces puede ser considerado como Mh- modulo
inclinante parcial. En efecto, sabemos que toda sucesi6eri0— E — T — 0 se parte. En
particular, toda tal sucesion e~ se parte. Entonces, considerandd eomoH’-médulo,
tenemos que EX(T,T) = 0. ComoH’ es hereditarial es inclinante parcial sobte'.

Asi, en cada caso, hemos disminuido el rango del grupo db&rdieck. Reiterando estas
operaciones, terminamos obteniendo un algebra heredaal quergKo(C) = [indT| v,
ademas, Entt = EndTy. Esto finaliza la demostracion. O

Ejemplo 6.8. El teorema (6.7) suministra una técnica poderosa paréicarcuando un
algebra no es inclinada. En efecto, es suficiente halladempotente del algebraA tal que
eAeno sea inclinada. Entonces seguira del teorematgaenpoco lo es.

Sea entonceA dada por el carcaj

€ 5 y B

0t 0ol oo,
1 2 3 4 5 6

con las relacionea 3 =0, d¢ = 0. Consideremos = e; + & + e5 + 5. Entonced = eAe
esta dada por el carcaj
% U A
O «— O «— 0O «<— O
1 2 5 6
con las relacionea u = 0, uv = 0. Entonces8 no es inclinada. En efecto, la dimension
proyectiva del modulo simple enes igual a3, ya que tenemos la resolucion proyectiva

0—1—F—3—8—5—0

Por lo tanto, dim.gB > 3 (de hecho es facil verificar que dimBjk= 3). Por (1.4) (a)B no
es inclinada. Luegd tampoco lo es.
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