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SOBRE LAS SERIES DE POTENCIAS DESORDENADAS y. 

LA lIIPERCONVERGENCIA DE U~A·CLAS~DE 

SERIES DE DIRICHLET 

por SIXTO RIOS (MADRID ) 

. . . 

l.-El problema fundamental de la teoría de la, hlperconver-· 
gencia .' de 'las series de Dirichlet, consistente en la caracteriza-

'\ ción de las series que poseen sucesioneshiperconvergentes, puéde 
aborda,rse limitando previamente el tipo de sucesiones:,de ,expo~ 
nt(;ntes,; con 10 que e$posíble ,obtener soluciones completas o casi 
compl~tas, que al a;mpliar los tipos, de: sucesiones, cabe esperar 
qu~:,conduzcan a la solución del problema general. ' 

Este es el camino iniciado por W. Bernstein ,(1) quien ha he­
cho lln,profundo ,estudio de la hiperconvergencia de las serief: 
de Dirichlet, lirnitándose a aquellas cuyas sucesiones de expo­
nente~ po~een de;nsidadmáxima finita,aunque sin llegar a lá 
~C)luGió!l completa' d~l probl~ma para dichas series. 

, En el §. 3 de esta nota.. resolvemos completamente el citado' 
problema para una clase de sucesiones de exponentes que, corriO 
v~remos,contiene sucesiones de densida«;l rpáxima infinita, pero 
sin comprender totalmente la clase estudiada por Bernstein"eon: 
la cual está en relación de imbricación .. 

'Para llegar a dicha solución hemos uti,lizadólas que llanlu­
mos series' de potencias desordenadas; ,cuyas primeras pro~, '" . . . 

pÍE~dadesse exponen enel§ 2 de esta nota., . 
Este ,estudio me ha ,sido sugerido por mi querido maestro 

Sr. Rey Pastor e). 
2.~Llamamos series de' potencias desordenadas a las del tipo 

[1] 

en ,que (An ) eS:11n3. su~es.ión d~ .números ~eI;lteros positivos. Pue,.. 
den considerarse tres t~pos,:.A) .1a sucesión .. (An ) tiene como pun­
to 'límite ,el infinito, y solo, éste; p. ,ej.:' 

2,2,1,4,4,3, .... , 2 n,2 n,'2n'~1, ..... 

Bl la sucesión (An ) es acotada; C) la sucesión (An ) tielie COlTI,O' 

p{lntos de acumulaci6n el infinito y otros. 
Como vamos a ver, las seri,es ,de potencias desordenadas. 
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-tienen propiedades mlly análogas a las series de Dirichlet y 
vienen a ser un paso intermedio entre éstas y las series de' 

;'Taylor (3) .. 

Nos referimos en 10 que sig:ue a las series del tipo A) que son 
las que utilizamos en el§ 3. 

He aquÍ las propiedades primeras de estas series: 

1. Si la serie. [1] converge en el punto Zo converge para to­
,do z, tal que I z ¡ < 1 Zo l. 

N o vale aquí el razonar,niento que corrientemente se emplea 
p~ta las series potenciales ordinarias, ya que utiliza la conveJ:-' 

,gencia de' la serie ~ z }'¡¿ cuyos exponentes son los mismos de 
la [1] Y los coeficientes iguales a la unidad, cosa que aquí falJ a 
La demostración se hace fácilmente mediante el lema' de Abel 

· con un camino paralelo al seguido corrientemente en las series 
<de Dirichlet' e}. 

De aquÍ, por un razonamiento conocido, resulta que pUede 
0currir: '" 

a) Za serie converge para todo valor de Z; b) la; serie no 
· conve1rge paya ningún valor de Z; c) existe un número R, tal 
"J'l6e la serie converge para I z ¡ < R Y no para I z I > R. 

Para las sedes de' tipo B) se :demuestra directamente que 
-solo se presentan los casos a) y b) : tiellen radio infinito o nulo. 

11. Análogamente se defi'nen los radios de convergenC'ifJ, 
absoluta, de convergencia uniforme, de hiperconvergencia, etc. 

Directamente es fácil demostr:ar en ge~eral para -los tipos A j, 
B) Y C) la existencia de un circulo de. convergencia absoluta, J 

· en particular para el tipo B) que, o tienen radio infinito o ra­
dio nulo. 

111. Si la serie [lJ converge para, z = zo, converge uniforme­
'mente enfodo círculo I z I < a, siendo· a <1 Zo l. 

La demostración es análoga a la que se sigue para las series 
"de Dirichlet y de esta propiedad resulta inmediatam~nte que ld 
serie [1] define una función holomorfa .en su círculo de CO'ii.­

ve1'genci~ y la serie se puede derivar término a té'i'mino. 

IV. Radio de convergencia : 

Si la ser'ie ~ a,. es divergente, es: 

1 
-= 
R 
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Si la serie ~ al> es convergente, es: 

1 _ I Cf) Il/An 
-- = lim ~at1 
R n-7C1.) It+l 

Amilogas fórmulas valen para la convergencia absoluta sus-, 
titpyendo la serie ~ an por la de sus valores absolutos. 

V.El radio de holomorfía se define como el límite' superior 
H de los números h talesque f (z) es holomorfa en el interior del 
círculo de radio h~ 

Por camino análogo al expuesto en mi tesis (5) para la, oh-­
tención de la abscisa de holomorfía en las series de Dirichlet e" 
integrales (LS) se llega aquí a la fórmula: ' 

H = e-k el 

donde k es un número positivo cualquiera y 

l = limo inf. [k : li'm\y'X-J (- CI.) < t < CI.) 

n-7 CI.) 

I\.m ' /I.-m 

(
\ k e ) 11 _' (7.;+it) 

K =::E. am '¿ 
n 

extendida desde n (1- p.'n) : k hasta n (l-v."n) :k, siendo 

o < ~t :::::; ~n' < 1, O < ~ :::::~n" , 
(~ es un número arbitrariamente pequeño pero fijo). 

Con un ejemplo vamos a ver que en estas series de poten-­
cias·desordenadas (tipo A) pueden ser diferentes los radios de 
convergencia ordinaria, absoluta y de holomorfía, lo que pone' 
de manifiesto 'gran analogía con las series de Dirichlet. 

La serie de potenéias desordenada: 

(_l)n+lzn+ 

+ ( _·l)n zll + ..... :±~ zn + (3/1/2/1. + e-n)zn - 3n/ 2n zn + ..... 
tiene distintos radios de convergencia. ordinaria y absoluta, y 
además,no tiene ningún punto singular la función definida pOLO 

la serie sobre la circunferencia de convergencia ordinaria de' 
ést~. En efecto, utilizando las fórmulas precedentes~ o mejor' 
m.ediante artificios fáciles, s.e comprueba que el· radio de COl'l~ 
vergencia absoluta de la serie es ;~, el de convergencia o:r.di­
n~ria:3 /2 y el punto' sing'\llar más:próximo es el z = ~.l.: 
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Hasta aquí hemos visto- que lás series eonsideradas tienen 
propiedades más próximas a las series de Dirichlet que a las 
de iTayldr. Vamos a ver ahora algunas propiedades en que dj­
fieren de las series de Dirichlet. 

Yo he demostrado (G) la existencia de series de Dirichlet cu­
yas abscisas _ de holomorfía e hiperconvergencia -no coincid,en. 
Pues bien, según se demuestra más adelante para las series· df:: 
potencias desordenadas las circunferencias de holomorfía e hi-· 
pe'tconvergencia coinCiden necesariamente~ 
Arons~ajn (1) ha construído series de Dirichlet que no tienen 

ningún punto singular sobre la recta de holomorfía. PQrel 
contrario, se demuestra que la función definida por una serie 
ele potencias clesor'dc;nadas del tipo A) tiene un punto singu: 
lar, al menos, sobre la circunf er'encia de holomorfía. 

En lo que sigue nos limitamos a considerar dentro del tipo 
(A) las sucesiones que llamaremos del tipo (A') que son las su­
cesiones monótonas no decrecientes del tipo (A); p. ej.: 

1, 2, 2, 3, 4, 4,_5, ..... 

,cüyú radio de convergencia es y,' agrupando los conjuntos 
de términos de igual exponente se ve que 'el radio de hipercon-­
vergencia es 1.' 

El problema de la caracterización de las series con sucesio­
nes hiperconvergentes~ -r'esuelto por Ostrowski e~) para las se-­
ries ,de Taylor, se resuelve en las series de potencias desorde­
nadas del tipo (A') mediante el siguiente teorema: 

VI.- a) Si eh ~tna serie de potencias cleso'Y'denadas del,"tirw 
(A').; 'f(z) = 2: a n z ' .. ;,';,cle 1"adio 'deconve1ngencia 1; los círculos 
de _ hipe'Y'convergencia y holomorfúi no se confunden, la corono" 
c01npt"endida-- entre ellos es un dominio de hiperconvergerncia. 

h) Si uhásucesión'parcial es hipercon'lJel'gente en el,entorno 
-(le . ~,m punto 1'egula1' dé la cir·cÍf.:nfe1~erl.Cia. de' holomorfía ,- es 
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i(z) , ", g (z} + h (i} donde g (z) tieneradiá de holomorfía ma,­
yor y h (z) tiene lagunas de longitu'd'i~elativain'¡eriormente'aco­
ta;da; .. 

Se comienza probando, que a ·éada serie desordenada ,corres­
ponde ,una serie ordenada que rep~esenta "la misma funcióü 
.analítica y tal que el círculo de holom'Orfía de la primera'coill­
,cide con el de convergencia, de la segunda, y entonces se ',apli­
can. los teoremas de Ostrowski cit,ados. 

3.-Pasamos ~ho~aa la parte 'priricipal de esta nota relativ~' 
al estudio d,e la hiperconvergencia de una clase de series' de 
:Dirichlet. ' '1 

" La clase en) que consideramos se caracte~iza porque las 
, sucesiones de exponentes (AH /,,) son tales que: 

l
. 1 
~m -:;y¡:log!y +f3n-Allk, I=--'c/.); 

1\.'11 -~oo 
k 

n = 1, 2, . ; ; . ad. inf ;k = 1,2, ... , k (n)~, ' 

l2] 

Desde luego existen sucesiones de densidad máxima infinita 
,dentro de. la clase considerada como se· comprueba en la· sucesión: 

11 (n,·l) (Il"~" 

1,1 e-\ 2, 2 +. e"-2, .... ;. 17 .. , n + e-",n e-1/, n+ e"n , .... , 

, n + e-1I2 , n + e-I/, n + 1, .... 

Por esto tiene gran interés la clase estudiada. 
Es inmediato ver también que no todas las sucesiones de den­

sidad máxima 'finita pertenecen a esta clase. 
El problema de, la caracterización "de las series hiperconver­

gentes dentro de esta clase 10 resuelve completamente el si-
guiente teorema: ' 

;, VIL a ) Si para una serie' de D'irichlet f (s) === an e -Icnk s 
, ' k ' 

de abdsa de convergencia nula cuya s~wes~ón de exponentes 
ve1'ifica: la condición.[2], las rectas dehiperconvergencia yho:­
:Zomorfía no se' confunden, la banda verticál comp1"endida en­
t?'e ellas, es ~,/y/, dominio de hiperconvwrgencia. 

b) La serie de polin01nios exponenciales obtenidaagr'upando 
los conjuntos de términos cuyos exponentes pertenecen al en­

torno de cada nú'mero y + f3 n converge uniformemente en ea­
da, d01ninio a.cotado interior al semiplano' de holomorfía. 

'c) Si ~¿na sucesión paTcial es hipe1"convergente en el entoT-
11,0 de Wi'L punto de la ¡recta de holomorfía es fes) = g(s) + h(s)' 
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dort.de'g(s) tiene abscisa de holomorfía menor y hes) lagunas 
'de longitud relativa inferiormente acotada~ 

El método de demostr~ción consistel en asociar a la serie de 
Dirichlet dada la serie de iguales coeficientes cuyos exponentes. 
son - (y + f3n)S; esta nueva serie define una función <p (s) que. 
difiere de f (s) en una función entera' (10). El estudio de la hi­
perconvergencia de la serie dada queda así reducido al de la 
nueva serie, el cual se reduce a su' vez al de la serie de potencias 
con iguales coeficientes, heeho ya en el teorema VI' del § 2. 

Se observa la diferencia esencial con los resultados de Berns­
tein relativos a las series de Dirichlet de densidad máxima fi~ 
nita ya que aunque las partes a) y b) han sido demostradás para 
éstas, no se sabe si es cierta en general para las series de Di-

\ 

richlet de densidad máxima finita la parte recíproca c). 

(1) Le\!ons sur les progrés réce:p.ts de la theorie des séries de Dirichlct. 
(Colec. Borel, París, H133i). ' 

(2) Rey Pastor. - Series e integrales D. (Curso dictado en la Universidad 
de Madrid, 1932-33) -, M¡adrid 1933. 

(3) Análogamente se pueden definir y estudiar las series de Dirichlet, des­
ordenadas en que los' números 1, forman cualquier sucesión de núme­
ros reales positivos, distinguiéndose los mismos tres casos A), B), C) 
que para las 'series de potencias desordenadas las mismas propiedades, 
1 a V expuesta's en esta nota paIia las series de tipo !A). Podríamoo:> 
haber heeho la eXiposieión en est~ forma más general, pero CQlTlO: 

, nuestro objeto es ,la aplioación hecha en el ~ 3, hemos prescindido. 
de ello. 

(4) Rey Prustor. - Series 'e integrales D - Madrid - Buenos Aires, 1926~ 
(51) Problemas de hiperconvergencia (Rev. Acad. lOienc., t. 33, p. 59). 
(6) Sobre la hiperconvergencia de las ,series de Dirichlet de densidadmá~ 

xima infinita (Rev. de la Unión Matemátiea Arg~ntina, vol. 1, pág. 
'(7) Une remarque sur les singularités des séries de Dirichlet (C. R. t. 1930~ 

1931) . 

(8) Ueber eine Eingenschaft gewisser Potenzreihen (Sitz. der. Preuss: Akad, 
192,1, p. 597). Ueber Potenzreihen, die ueberkonvergente kbschnittfol-· 
gen besitzen (Id. 1923, p. 185). 

(9) Esta clase ,comprende desde luego a la considerada en mi .tesis para la. 
que se resolvió allí el problema de la hiperconvergencia lagunar (Ca-
pítulo II) ~ , 

(10) La qemostración es análoga a la dada en mi tesis (Oap. ID para el 
problema de la hiper convergencia lagunar:. 


