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UNA NUEVA DEMOSTRACION DEL TEOREMA
LIMITE DEL CALCULO DE PROBABILIDADES. #

por ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ

I. Teorema.—Sea una sucesion de leyes de probabilidad
. (1), y una ley g (¢). Para que se verifique

Iim gi (1) =g ()

en todo punto de continuidad de g (t), es necesario y suficiente
que se cumpla la igualdad :

o

lim ? eitr d g, (1) = j‘e“@' dg (1) .

-0

Este teorema, generalizaciéon del clasico teorema limite de
P. Lévy (1), ha sido recientemente demostrado por V. Gliven-
ke (). Posteriormente han dado de él nuevas demostraciones el
mismo Lévy en su reciente libro (Théorie de Uadition des varia-
bles aleatoires, pag. 49), y por Cramer (Random variables and
probability distributions, Cambridge, 1937, pag. 29, y pag. 121).

En esta nota damos una nueva demostracién del teorema de
‘Glivenkeo, que, aunque es menos directa que la de Lévy, Cra-
mer, v el mismo *Glivenko, es tanto o mas breve que la de esos
autores, y tiene, a nuestros ojos, la ventaja de que hace resaltar
la intima razén de ser del teorema, al ponerlo en relacién con
un campc muy estudiado, a saber, las series de Fourier de las
funciones monétonas. '

- II. En el afio 1920 démostré Carathéodory (3) el si_guiente

teorema:

Sea ¢.(t) , 0=t < 2x una sucesién de funciones no
decrecientes uniformemente acotadas, y g () una funcién mo-
—_—

Una versién francesa, abreviada, de esta nota, ha aparecido en los
“Comntes Rendus”, de la Academia de.Ciencias de Paris, Vol. 203, 1936.

(1; P. Lévy, Calcul .des Probabilités, Paris, 1925.

(2)  Giornale dell’ Istituto Italiano degli Attuari, 1936, pp. 160-167. .

(3) Carathéodory C.: Uber die Faurierschen Koeffizienten monotoner
Funktionen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaftén,
30, 1920, pp. 559-573. . -
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nétona no decreciente. La condicién necesaria v suficiente para.
que se verifique,.para k — .

gi (1) =g (¢)
en todo punto de continuidad de g (¢), es- que, para n = 0,

=1, =2, ...., ¥k - «, se cumplan las igualdades
lim. j‘e-w Fp(t)dt = fe*"MF(t) dt. 1]

- -

Como se ve, el teorema de Lévy-Glivenko no es otra cosa.
que el correlativo del teorema de Carathéodory, para integrales
de Fourier-Stieltjes.

Carathéodory utiliza en su demostracién (luminosa y profun-
da, como toda la produccién de este ilustre matematico, que hace
honor a su ascendencia helénica), tres instrumentos fundamen-
tales: 19) un teorema de seleccién de Helly (). Este teorema es
el siguiente: ‘

Dada en un intervalo ¢ = 2z == b una sucesién de funciones.
[F, (z)] de variacién unifcrmemente acotada, o bien existe
una sucesién parcial uniformemente acotada (¥, (#)], que con-
verge en todos los puntos hacia una funcién F (z) de variacién
acotada, o bien |F, (x)] diverge uniformemente a «, para
n— w; .

29) el conocido tecrema de paso al limite bajo el signo de
integral, debido a Lebesgue;

39) el teorema de unicidad de las series trigonométricas.

Si se quiere demostrar el teorema de Glivenko siguiendo las
huellas de Carathéodory, es natural buscar correlativos, para.
el intervalo infinito, de los tres teoremas anteriores.

Estos correlativos existen efectivamente. '

El primer teorema subsiste sin modificacion. El segundo
tiene el siguiente correlativo, debido a Bochner (%):

Teorema 2’.—Sea [F, (t)] una sucesidn de leyes de probabi-
lidad que convergen hacia una, ley de probabilidad F () en to-
dos los puntos de continuidad de esta udltima: si se verifica,
para 1 — o

lim j eits dF, (t) — A ()

({) Helly E., Uber lineare Funktionaloperationen; Wiene: Berichte,
121, (1912), pp. 265-297.

() Bochner S.—Vorlesungen uber Fourierschen Integraic, Leipzig,
1932, Pég. 71.
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siendo A () una funcién continua, también serd posible pasar
al limite bajo el signo de integral :
lim f eite d I, (£) — f eitr d F (1) .
El tercer teorema (de unicidad) admite el siguiente correlati-
vo, también debido a Bochner. (%) :

Teorema 3’ .—Condicién necesaria y suficiente parsz que se
verifique

o0

j' eit d g (t)= f;” dh(t)

-0 -

es que las respectivas funciones de probabilidad sean iguales:

g(E)=h ().

III. Una vez en posesién de estos tres correlativos, el teore-
ma limite puede demostrarse siguiendo paso a paso la demos-
tracién de Carathéodory.

La condicién es necesaria. Esta parte de la demostracién no
ofrece ninguna novedad con respecto a las conocidas, y por lo
tanto la omitimos.

La condicién es suficiente. Supongamos, en efecto, que se ve-
rifique, y que exista un punto a, de continuidad de ¢ (¢), y en
el cual g, () no converja hacia ¢ (¢). Existir4 entonces una
sucesion parcial (g, (£)], tal que, para k — oo,

lim g, (¢) =L Fg (a).

De acuerdo con el teorema de Helly, enunciadc en la pag. 2,
se podra extraer de la sucesién [g; (f)] una sucesién parcial
[9s (£)], que converge hacia una funcién acotada no decre-
ciente 7 (%), en todos los puntos de continuidad de esta ultima.
Es bien sabido que la funcién & (¢) puede normalizarse de ma-
nera de tener

h(t)——‘h(t+0)+h(t—0)

La sucesién de funciones caracteristicas

=]

f eite s (t) ,

-0

(6). Bochner, loc. cit. (5), pag. 67.



Y

tiende, en virtud-de la hipdtesis, hacia una funcién continua

(a saber, la funcién
°0

feitwdg ®)) .
Esta sucesion cumple las condiciones exigidas por el teorema 2’
de Bochner, de donde se deduce, para s — «.:*

tim | e d g, (t) — flet=ah (t) = fewwag ).
Por lo tanto, apelando al teorema 3’ de unicidad, se deduce que

g @) =h@).

Se tendra, pues, para s - o ,
lim gs (t) =g (%)
en todo punte de continuidad de ¢ (%), y, en particular,
limgs (a) =g (a) .

Pero, como [g; (£)] es una sucesién parcial de [g, (t)], se

tendrs también
lim g, (6) —lim g (@) — L + ¢ (a) .
§—>c0 f—co

Pero esta igualdad es incompatible con la anterior, y el teo-
rema queda, pues, demostrado.

IV. Como acabamos de ver, el teorema limite se demuestra
de manera sumamente sencilla, utilizando las ideas fundamenta-
les de Carathéodory. Pero hay méas. La demostracion més ge-
neral conocida (y en cierto sentido definitiva), que han dado
recientemente los sefiores Fréchet-Shoat (7) del llamado Segun-
do Teorema Iimite del Calculo de Probabilidades de Chebicheff-
Liapunoff coincide, esencialmente, con la de Carathéodory.
La diferencia estriba en que, en vez de utilizar el teorema de
unicidad para integrales de Fourier-Stieltjes, exigen, para
asegurar la unicidad, que un cierto problema de momentos esté
determinado. Y también pueden demostrarse facilmente, con el
método de Carathéodory, las versiones del teorema limite da-

(") TFréchet-Shoat.—A generalized statement of the second Limit-
theorem of the theory of Probability. - Transact. Amer. Math. Soc., 1931
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das por Jacob (%), segin demostraremos con todo detalle en
otro lugar.

De todo lo anterior se deduce que la idea de Carathéodory per-
mite demostrar de manera simple, aniforme y general las dife-
rentes versiones del segundo teorema limite, y ‘que aunque no
haya expresadc su idea en términos de Calculo de Probabilida-
des, es justo asociar su nombre al de los grandes promotores de
esta disciplina.

() Jacob, Comptes Rendus, 188, (1929), p.p. 541-543, y 754-757.

Seminario Matemdtico de la Facultad de Ciencias Exactas,

Fisicas y Naturales, abril de 1938.






CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA QUE
UNA FUNCION SEA UNA INTEGRAL DE LAPLACE.

por ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ

. INTRODUCCION

Widder (') y Doetsch (2), han establecido condiciones necesa-
rias y suficientes para que una funcién F' (x) sea representable
por una integral de Laplace:

Fz)—[efigwyat, . 1]
0 por una integral de Laplace-Stieltjes:

3)

F(z)= [e=dg () [2]
con g (t) de variacion acotada en [0, «].

I£]1 original métcdo de Widder se basa en la introduccién del
-operador ’

G S L AV 5
Lk,[ (F (x)) T '—7‘5*1* F(k) (T) (—Z_—’) [k = 1, 2 eee !

€l cual, si F' () tiene la forma (1), es una integral stngular:

lim Ly [F (2)] =g (¢) .
Te—>o0
E] método de Doetsch se basa en la consideracién de las pro-
Ppiedades de la integral de Fourier, (las integrales 1 y 2. se con-
vierten en integrales de Fourier; para z —12), y -es aphcable
's6lo a integrales de la forma 1.
En este trabajo abordames el problema por un nuevo méto-
do, cuya idea fundamental exponemos a continuaciéon. Si-en la

(1) Widder, 1. (Ver la bibliografia al final).

{2). Doetsch, 1.

{3) Las integrales que no llevan indicacién.de extremos deben suponerse
extendidas entre 0 y o ; y las sumatorias, de 0 a «o.
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integral 2 ponemos et =s, g (t) = — f(et), él toma la forma
1
F(z)=f std f(s).
0

Asi transformada la integral 1, se advierte en seguida que el
problema de la representabilidad de funciones por integraies
de Laplace es el correlativo continuo, del problema de los mo-.
mentos para intervalo finito, resuelto por Hausdorff (*), que
consiste, como es sabido, en establecer las condiciones necesarias.
vy suficientes a que debe satisfacer una sucesién de nimeros
[e.], para que se verifique

1
o= [ sdf(s), (n=0,1,2..].
(/]

Ahora bien, los teoremas establecidos por Hausdorff, en un
apéndice a su citada memoria (%), (apéndice que por ser tal y
por estar las demostraciones muy condensadas no ha recibido
quizas la atencién que merecia), permiten Heggr sin mayor es-
fuerzo a la siguiente conclusién: el problema de los momentos
es equivalente al siguiente:

Dada una serie de polinomios de Liegendre

2 Cyn Pu (x) ’
;cual es la condicidén necesaria y suficiente para que se verifique:

2n

Cp=——

1
2+1fP,b(x)f(x) daz?
-1

Es decir, que el problema de los momentos de Hausdorff, es.
esencialmente equivalente al problema de las clases para la.
serie de polinomics de Legendre.

Esta equivalencia, y el hecho, anteriormente apuntado, de la.
correlacién entre el problema de los momentos y la representa-
bilidad de una funcién por medio de integrales de Laplace, nos
llevd a pensar que este wiltimo problema debia ser equivalente al
problema de las clases para las series de funciones de Laguerre,.
que contituyen un sistema ortonormal en [0 o ]. Efectivamente,
asi sucede, como luego demostraremos. Comenzaremos por re-

(¢) Hausdorff, 1.
(%) Loe. cit. 4, Zusatze bei der Korrektur, p.p. 246-248.
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solver el problema de las. clases para las series de funciones de

Laguerre, apoyandonos para ellc en los teoremas de la teoria.
general de las series ortogonales.

Todos los teoremas de este trabajo han sido enunciados en una nota pu-
blicada en los Comptes Rendus de I'Académie des Sciences de Paris (ver-
en la bibliografia: Gonzalez Dominguez, 1).

II. EL PROBLEMA DE LAS CLASES

1) Sea la serie de funciones de Laguerre

—-
(V]
[l

St u ()

) (— )"
() —=e "2 2 _—
P (L) =e (k ) ol

donde

k=0
es la funcién de Laguerre de orden n, y
e <C (m=0,1,..... ).
Introduzeamos la funcion
gty =2a,p. () (0=r<l).

Se verifican entonces los teoremas siguientes, que resuelven
el problema- de las clases para las categorias de funciones con--

s »

Teorema I.—Para que los coeficientes de la serie [3] tengan
la forma

a,,=f gu (B) F(t)dt (n=0,1..... ), (4]

con f () sumable en [0, =], es necesario, y suficiente que se:
verifique, parar — 1, 7 — 1:

lim f g (rt)—g (¢, t) | dt—0. [5]

Teorema II.—Para que los coeficientes de la serie [3], ten-
gan la forma [4], con f (¢) de enésima potencia sumable (n>1)

en (0, =), es necesario y suficiente que se verifique

flomppdt<m (0=r<1) 61
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Teorema I11.—Para que los coeflclentes de la serie [3] tengan
la forma

= [ @ (t)df @) | [7]

-con f (t) de variacién acotada en (0, ), es necesarro y sufi-
ciente que se verifique

flgmtyidt<m  (O=r<1). (8]

Teor ema IV.—Para que lcs coeficientes de la serie [3] tengan
la forma [7], con f (t) de variacién acotada y continua, es ne-
.cesario y suficiente que se verifique la condicién [8], y ade-
‘mas la siguiente:

m2 (=8)% (1—1r)2 g (r,t) =0.
=1

Teorema V.—Para que los coeficientes de la serie [3] tengan
la forma |7], con f (¢) monétecna no decreciente en (0, «), es
necesario y suficiente que se verifique la condicién |8] y ade-
méas la siguiente: '

g(r,t)=0 (0=r<1).

2) Los teoremas I—V se demuestran utilizando idéntico
procedimientc al que hemos seguido en otro lugar (%) para

demostrar andlogos resultados para las series de funciones de
Hermite.- Como alli hemos dado las respectivas demostraciones
con todo detalle, no volveremos a repetirlas ahora, y nos limita-
remos a consignar los resultados fundamentales correlativos a
los  utilizados en nuestra memoria citada.

Al teorema A y siguientes de nuestra memoria (6), corres-
penden, en las demostraciones de los teoremas I —V, los teo-
remas siguientes.

Teorema VI (7).—Se verifica: ‘
2@u(®) @u(t)=

( t
= (1—)"1, (\Z(xtr)“f‘-’ (1—r)-1 ) .exp (_WCZL) (1+7r)/1—r ) [9]

-donde I, (s) es la funcién de Bessel de orden 0 de variable 1m4—
,gmarla igual a J, (7 5).

(6) Gonzalez Dominguez, 1.
(") Este teorema es de Watson, 1.
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Teorema VII.—La funeién positiva

Ex,r)=2q, (2) g. (t) ™
;goza de las sigulentes propiedades, que hacen de ella un nicleo
positive de una integral singular.
1—7 )

fk(t x, 1)dt—~i~jT exp{— —- —}—7”)5 [10]

¥V analogamente

. 2 147
fk(t,a:,v")ctxs‘i_,:fem?é*—(1i7ﬂ é [11]

\

Para r» —» 1 se verifica

tim [ & (t @) dt=0, [12]
0
tim [k (t,z,7)dt =0 [13]
&6
La propledad ] (y su andloga la {11] se demuestra facil-

mente 1ecurr1endo ‘a la siguiente férmula de Gegenbauer (*9):

j]o(a'y)exp(— y)ydy—(Zp)lexp(—a/élp) [14]

Si hacemos en esta férmula el cambio de Varlable y=\1,
v eleoqmos los par ametros Dy a de la siguiente manera:
1+7 20N/ xr

=’/ﬁ,f , _ — 5
P= 2(1~7) ¢ 1—7 o

se obtiene la férmula [10], v por permutacién de z con i, la
[11]. Estas fé6rmulas son probablemente nuevas, y juegan papel
fundamental en la demostracion de nuestros teoremas.

Las propiedades [12] y [13] se demuestran facilmente, utili-
zando la acotacién "

"I (2 1) <t exp (2 B)

.de manera analoga a comac lo hace Wigert (1), para un fin se-
mejante. La demostracion es casj idéntica a la de Wigert, y por
lo tanto la omitimos.

(10) Ver Watson, 2, pdg. 395.
(11) Wigert, 1., pag. 114.
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Teorema VIII.—Sea f () una funcién sumable en (4, »). Se
verifica, para r — 1,

tim [k (r,@,t) f (£) dt —F () | [16]

en todo punto en el que se verifique, para 2z — 0,

2

lim ";Zf [ f(x+t)—F(x)|dt=0.
o .

Este teorema es consecuencia del hecho queel nicleo %(z, ¢, r)
satisface a todas las condiciones de un teorema general de Titch-
marsh (%) sobre integrales singulares.

Teorema VIII.—Los coeficientes de una serie de Laguerre, o
de Laguerre-Stieltjes, estin acotados, para n — co.

Este teorema trivial, es consecuencia inmediata de la conocida
acotacién de Szego (%) :

e (D) =1 (50).

K

I REPRESENTABILIDAD DE FUNCIONES POR
INTEGRALES DE LAPLACE.

Una vez resuelto el problema de las clases para series de La-
guerre, el problema de la representabilidad de funciones, por
integrales de Laplace, queda también resuelto en pocas lineas,
pues es en el primero donde reside la dificultad. Veamos cémo.

Sea F' (z) (z=1o +1y), una funcién analitica para = > 0,
real para z real. Calculemos sus derivadas F'™ (z), en el pun-

1 .
to x = 9 y formemos las expresiones
; n F(k) (_1_)
= 3 ( )_ 2/ 117}
k=0 k k ! ] ’ )
g (rt) =Za,q, () r [18]

Teorema IX.—La condicién necesaria y suficiente para que
F (z) sea una integral de Laplace-Stieltjes d= una funcién de
variacién acotada

F2)= [ etdg ), [19]

(12) Titchmarsh, 1, pag. 28.
(13)  Szego, 1.
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es que se verifique
f|gWJMdt<M O=r<1). [20]

La condicién es necesaria. En efecto, si se cumple la [19], se
verifica, evidentemente,

(n)FW(%>

w=3 ()" = [e.®dg®. .21

=0

Es decir, que los a, son los coeficientes de Laguerre-Stieltjes
de una funcién de variacion acotada. Por lo tanto, en virtud del
Teorema III, se verificard la fé6rmula [20].

Las condiciones son suficientes. En efecto, supongamos que
F' (2) cumpla las condiciones enunciadas, y que se verifique la
[20]. En virtud nuevamente del teorema III, existird una fun-
cién g (t), de variacién acotada en [0, =], tal que

%:f%UMg@. (221

Pero teniendo en cuenta la expresion [17] de a,, se advierte
inmediatamente que la [22] implica

1 _t
F'('” ( ) = (— 1)”f tre * dg(t)(n=0,1,2,..). [23]
Ahora bien, la funcién

G@):jkwdgu>

es analitica para & > 0, y se verifica

G ( )_Fm( )(n—o 12,..). 124]

Luego, en virtud del tecrema de identidad de las funciones
analiticas, debe verificarse

F () =G (),

con lo que nuestro teorema queda demostrado.
De idéntica manera se demuestran los teoremas siguientes.

‘Teorema X.—Condicién necesaria y suficiente para que F' (2)
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sea la integral de Laplace de una funcién sumable en (0, «).
es que se verifique, para r — 1, r’ =1,

lim f|g(1“,t)—g(1"’,t)\dt:O.

Teorema XI.—Condicién necesaria y suficiente para que ' (z)
sea la integral de Laplace de una funcién de enésima potencia.
sumable, es que se verifique

f g (rt) lndt <M (0=r<1). [25]

Teorema XI1I.—Condicién necesaria y suficiente para que F'(z)
sea la integral de Laplace-Stieltjes de una funcién de variacién
acotada y continua en [0, « ], es que se cumpla [25], y ademas.
la siguiente:

m2(O% (1—r)ytg(rt)=0.

r=1

Teorema XIII.-—Condicién necesaria y suficiente para que:
F' (z) sea la integral de Laplace-Stieltjes de una funcién no de-
creciente y acotada, es que se cumpla la condicién |251, v, ade-
mas, la siguiente:

gr,t)y =0 (0=r< ).
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