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SOBRE LAS SINGULARIDADES
DE LAS CURVAS DE JORDAN
Por FAUSTO 1. TORANZOS

Concepto de tangente.—No existe uniformidad de criterios
respecto al concepto de tangente a una curva real, por lo que
se hace necesario especificar la definicién de tangente que se
utiliza. Nosotros usaremos algunas veces el concepto de tail-
gente a una curva de Jordan en el sentido dado por Rosen-
thal (*) y otras en el dado por Severi (*#), por lo cual es ne-
cesario probar su equivalencia. El concepto de semitangente
a una curva en el sentido dado por Rosenthal y aplicado a las
curvas de Jordan es el siguiente:.sea P, una sucesiéon de puntos
sobre una curva de Jordan, tales que, siendo ¢ el parametro se
verifique:

by <ta <ty < ... <ty <oy lim 2, =1,

n—>c0

Consideremos el haz de semirrectas P, P,. Si existe una
semirrecta limite. del haz, diremos que es una semitangente a
la izquierda en P, a la curva. Anadlogamente se define la semitan-
gente a la derecha.

El concepto de tangente de Severi es el siguiente: “Sea P
un punto de una linea I de Jordan plana (estc se extiende ana-
logamente al S,) y tomemos un entorno suyo, contorno incluso,
en el cual habra un conjunto de puntos de I, que es finito y li-
mitado. Consideremos de todas las semirrectas de origen P que
proyectan los puntos de [ contenidos en el entorno, que tam-
bién es finito y limitado. Hagamos decrecer el radio del en-
torno, de modo que tienda a cero. Cada entorno, hemos dicho,
determina un conjunto de semirrectas finito y limitado, y como
el conjunto de todos estos conjuntos limitados de semirrectas
es finito (por pertenecer a un haz), en virtud del teorema de
Bolzano generalizado, existe por lo menos una semirrecta de
acumulacién, que llamaremos semirrecta tangente a [ en P.
Toda recta que contiene la semirrecta tangente en P, se llama
recta tangente.”

(*) ROSENTHAL.—Uber die Singularititen der reellen ebenen Kuv-
ven. Mathematische Annalen-Band 73. :
(*#*) SEVERI F.—Topologia—Buenos Aires, 1931, pag. 21.
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Probaremos que si hay tangente en el sentido de Rosen-
thal, ésta lo serd también en el de Severi; en efecto, basta elegir
como radios de los entornos usados por Severi, las distan-
cias Py P;. '

Reciprocamente probaremos que si hay tangente en el sen-
tido de Severi, ésta lo es en el de Rosenthal; en efecto, elegi-
mos como punto P; de Rosenthal, aquel de los puntos de la
curva pertenecientes al entorno de orden 7 de Severi, tal que
el ¢; correspondiente sea el extremo superior de los ¢ del en-
torno.

Severi-demuestra que una curva simple de Jordan tiene
por lo menos una semi-tangente en cada punto. Recta tangente
es toda recta que contenga una semi-tangente.

La funeion w(t).—Sea P, un punto de una curva simple
de Jordan que tomaremocs como origen de coordenadas polares,
y sea w (¢) el argumento de las cuerdas que pasan por P, y por
un punto de la curva. Consideremos un intervalo del parametrc
thh=t=ty (i corresponde al punto P;). Probaremos el si-

guiente: .

Teorema: o (t) es continua en todo punto del intervale
distinto de t,.

En efecto, sea ¢ un valor del intervalo y P el punto corres-
pondiente, elegimos en el intervalo £, £ un valor del parametro
t, . Consideremos los triangulos P., Py, P1 y sea o el angulo for-
mado por P, P, o= () — o (t2) |

Habremos probado la continuidad de w (¢) en ¢ cuando pa-
ra cada ¢ encontremos un ¢, tal que o < &.

Para eso trazaremos por P, y a ambos lados de P, P, rec-
tas que formen con ella angulos o < g por la continuidad del
arco Py, Py una por lo menos de las rectas trazadas cortara a
este arco en un punto P’; tomaremos ¢, — ¢’ con lo que tendre-
mos o < &, lo que prueba la continuidad de w (2) .

Diremos que una reecta que pasa por un punto P de una
curva simple de Jordan es infinitosecante en este punto si ei
conjunto de los puntos de interseccién de la recta con la curva
tiene al punto P como punto de acumulacién. Segin la defini-
cién de tangente toda infinitosecante es una tangente.

Hemos visto que la funcién o (¢) estudiada en un interva-
lo ty=<t=1t, es continua para todo ¢ < ?%;,; en el punto



—5—

t — to, no es necesariamente continua ni finita, pueden ocurrir
los siguientes casos:

a) P punto aisladol
del conjunto de {er. caso
las interseccio-l :
nes.
b) P punto de acu-
t - L. mulacién de in-
@ (1) con- 1, (to— 0) finita. Hay tersecciones, es
tinua a la . ) . ‘ . ’ 20
. ords semitangente unica- decir la tangente ”
1ZAUIEras | ente a la izquierda. es infinitosecan-
ent. te.
® (to — 0) infinita. }3er_ )
Lg0
& () discontinua de *=2m . 14' ”
segunda especie, de ° finii 1
. LT 1N1T0 FO
amplitud «, a la iz- a>‘ ™ ( ) [ »
quierda en %o . «  (infinito) 169
J i3]

Clasificacion de los puntos de una curvae de Jordan.—Adop-
taremos como criteric el comportamiento de la funcién,m (%),
siendo sosten del haz el punto que se estudia. Damos conjunta-
mente la interpretacién geométrica de cada caso. Resultan los
siguientes tipos de puntps:

Tipc I-w (¢) caso 1°.—Son los Uinicos que pueden pertene
cer a curvas de orden finito, tienen
una sola semitangente a la izquier-

. da no infinitosecante.

Tipo II-w (t) caso 2% —Llamaremos a estos puntos sinuosos
de amplitud cero; tienen una sola se-
mitangente a la izquierda, que es
infinitosecante.

Tipo III-w (¢) caso 4°.—Llamaremos a estos puntos sinuosos
de amplitud a; en cada uno existe un
angulo o = 2+ de semitangentes 2
la izquierda del punto.

Tipc IV -w () casos 39 52 y 6°—Llamaremos a estos puntos
espirales. Se caracterizan porque to-
da semirrecta que tieme como origen
el punto es infinitosecante y por lo
tanto es semitangente.
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Daremos ahora algunos tecremas referentes al conjunto
de singularidades de una curva de Jordan:

TEOREMA I.—FEn toda curva j de Jordan hay puntos que
no son espirales.

En efecto, sea Py, un punto del plano que nc pertenezca a
la curva.7; si recorremos el segmento P, P; en el sentido P,, P,
por ser 7 un conjunto cerrado habré un primer punto de inter-
seccién P’ con 7, el cual noe puede ser espiral por definicién.
puesto que la semirrecta P, P’ no es una infinitosecante.

TEOREMA Il.—En una curva de Jordan el conjunto A de
valores del pardmetro t para los puntos correspondientes no
son espirales, es denso en cualquier intervalo.

Demostraremos el teorema probando que en todo intervale
dl pardametro ¢ hay algin puntc del conjunto A. Sea ¢y, ¢, un
intervalo del parametro ¢ que tenga a ¢, como punto interior.
Sea ademas ¢ un entorno circular suficientemente pequefio para
que no contenga puntcs de 7 que no sean del intervalo P (%),
P (t,). Sea M un punto de o no perteneciente a j. [l segmen-
to M P, recorrido en el sentido M, P, encontrard la curva en
un primer punto @ que pertenece al entorno £, %, y al conjun-
to A con lo que queda demostrado el teorema.

"OBSERVACION 12.—Hay curvas de Jordan tales que to-
dos sus puntos sean del tipo III.

Ejemplo: la curva de Koch se construye de la siguiente
manera: se divide un segmento a—JMN en tres partes, sobre la se-
gunda de ellas se construye un tridngulo equilatero, suprimién-
dose ese segmento, sobre cada unc de los restantes segmentos
y sobre los otros dos lados del triangulo se repite la construec-
cién, y asi sucesivamente. Los vértices de angulos formados
con esta construccién son puntos definitivos. Tomemos uno de
ellos, por ejemplo, el A vértice del primer tridngulo construido.
El angule NAM es de semitangentes; por lo tanto es un punto
sinuoso de amplitud: a = 30°.

OBSERVACION 22 —Hay curvas de Jordan en las que el
conjunto de puntos espirales es denso en cualquier intervalo.

. . . 1 1 1
Ejemplo: Consideremos la serie 0 + 1-- 9 +-2A, — 5
Sean o, @1y + ..y Gy ... los términos de esa serie y
S0y 81y + -+ +s Spy ... la sucesién de sumas de los n 4 1 rimeros

términos.



Consideremos los puntos:

r=--S;, Y :—75-~ o para n =21
6 9
AH = 5
5 ' .
T = e Sii, Y=—9 a; para n—271—1,
v los puntos:
w:l—isi, Y:———f-l—a,i para n=21
B 3 9
i . ? 4
p—1— "8, — - q p —27—
r=1 3 Sia, Y 9 a; para n 1—1,

las dos sucesiones tienen como limite el punto: M (7/y, 0);

. 2 .
en efecto: lim S;=—, lim a; — 0 y reemplazando resulta

o0 3
lo que se queria demostrar.

Uniendo los puntos A; ordenadamente por una poligona!
lo mismo que los B;, resulta un arco de Jordan que tiene el pun-
to M como punto espiral y los mismos extremos 4, y B, que el
segmentoc A, By . .

Aplicar la operacién E a un segmento a, es reemplazar el
segmento por una construccién semejante a la dada, en la que
los extremos del segmento sean los homdlogos de A, v B,. Apli-
car la operacién E’ a un segmento b es reemplazar este seg-
mento por una construceién semejante a la indicada en la cual
los extremos de b son homélogos, uno de M y otro de 4, o
de B() . §

Dividamos el segmento A; A, de la construceién en
9 p. + 8 partes; con las 4 primeras y las. 4 tltimas se forman
dos segmentos ¢’ y con cada 9 de los restantes otros p segmen-
tos a. Apliquemos a los @’ la operacién E’ y a los a la opera-
cion E. Queda asi el segmento A, A, reemplazado por p -+ 2
arcos de Jordan, cada uno con un punto del tipo IV, que estara
seguramente sobre el segmento A; A.. Repitamos esta opera-

“

1l— Ay By y llamaremos

operacién = (*). Apliquemos nuevamente la operacién ~ a to-

¢ion en todos los segmentos A4; A, >

luego a los mayores que

. 1
dos los segmentcs mayores que qTor

(*) Sélo habrid una pequeifla variante en los segmentos como el
A, A, en los cuales la divisién deberd hacerse en 9 p + 12 partes.
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1 Co o
o7 7 ast siguiendo obtenemos una sucesion de curvas. Demos-
tremos que el limite es una curva de Jordan.

Constrvecion E -

Para asegurarse de que las construcciones 4, A; por ejemplo
no van a superponerse con las By B. que es el inmediato proxi-
mo, basta elegir p de manera que satisfaga a la desigualdad

como es inmediato demostrarlo.

9+ 16
Para demostrar el teorema habra que probar que se puede

elegir el parametro de manera que el conjuntc de valores co-
rrespondientes a puntos como el M es denso.

Para probarlo establecemos el siguiente homeomorfismo:
o
Sea la sucesion Sy =0, S; 2721%’”—”—

Hagamos corresponder a los punt_os A; los valores t¢==S,
vy a los puntos By, t; = 1-—-S;, a los segmentos A; 4,.; el in-
tervalo ¢; £;,1. Si para cada segmento de la construceién = repe-
timos este homeomorfismo, tendremos el homeomorfismo de
todas las curvas. Se ve inmediatamente que el conjunto de pun-

tos extremos de segmentog es denso.

(Original recibido en agosto de 1939).



