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FORMULAS INTEGRALES DE LA INTERSECCION
DE CONJUNTOS

Por MANUEL BALANZAT -

Consideremos un conjunto de puntos C;, medible en el sentido
de Lebesgue y fijo. Supongamos ademéas otro conjunto Cs mévil
. en el mismo espacio de una manera rigida, es decir, sin que se
pueda deformar. En algunos casos uno de estos conjuntos se
puede reducir a un conjunto de un nimero finito de puntos.

La posicion del conjunto mévil, vendra determinada por un
cierto nlimero de parametros, ¢, ¢s, £3, ... ¢, (a lo sumo serdn

1 . . . :
»————p(p;_ ) , siendo p el nimero de dimensiones perc pueden ser

menos si se trata de un conjunto infinito que admita desplaza-
mientos que lo dejen invariable, como son las bandas de plano
limitadas por rectas paralelas, las bandas de espacio limitadas
por planos paralelos, la parte de espacic interior a un cilindro,
etc...). Para cada posicién del conjunto mévil C; su intersec-
¢idm con el fijo'C, serd otro conjunto, medible Lebesgue y cuya
medida que representaremos por m (C;, C») serd una funcién de
la posicién de C. o sea de iy, ., ts, ... t.. Eligiendo conveniente-
mente estos parametros la integral

f m (Cr, Co) dty dtsdty ... dt,

se puede calcular en funcién de las medidag de Cy y C..

El objeto de este trabajo es la generalizacién para conjuntos
cualesquiera de estas férmulas integrales que, para casos mas
simples, han sido demostradas en diversos trabajos de Geometria
Integral. Nosotros necesitaremos Gnicamente suponerlas conoci-
das para segmentos, cuadrados o cubos y de ahi pasaremos-al
caso general de ser conjuntos medibles cualesquiera.



I. PROBLEMAS SOBRE LA RECTA

1) Consideremos un conjunto de puntos L, fijo sobre la rec-
ta y otro L. mévil, ambos medibles Lebesgue y de medida fi-
nita. La posicién del segundo queda determinada por la abs-
cisa x de uno cualquiera de sus puntos; para cada valor de =z
consideremos la medida del conjunto interseccién de L; y Lo.
Representémosla por m, (L, L.), es evidentemente una funcion
de z y vamos a demostrar que

(1] ﬁﬁl (Ly, Ls) d & — my (Ly) . my (Ly). ‘

En efecto, consideremos primeramente el casc en que ambos
conjuntos sean acotados, en este caso si I’ y I” son los didmetros,
bastari considerar la integral en un intervalo finito (a,.b) de
longitud a lo més igual a I” 4 I, ya que fuera de él m, (L;, Ls)
serd siempre cero. La féormula [1] se reduce a:

[21 j‘b'}')’lzl (L]_, Lg) dr—=— M (L1> '. ma (Lg).

Para el caso en que L, y L. se reduzcan a dcs segmentos la
demostraciéon se hace directamente sin dificultad:

En efecto, sean I; y I. las longitudes de los segmentos y su-
pongamos por ejemplo i = 1. Si a es el origen del segmento
fijo, su otro extremo serd o -} Il; y si el segmento moévil tiene
por extremos z y « -+ I, la integral buscada serd: ’

a+l1—l2

a ch'-ll
J @rrwdat frdot [ (atho)do—l L.
a-1

a arl1~l2

Consideremos ahora el casoc en que L; sea un segmento y L.,
uii conjunto cualguiera medible. Entonces existe un conjunto
abierto O que contiene a L y cuya medida difiere de la de éste
en menos de &.

Como todo conjuntc abierto es igual a una suma X E; de seg-
mentos sin parte comuin, se puede poner:

G (Ll,' L_’,) = ml(Ll, O — E)=m1(L1 O)— mMq (Ll E‘):
= ml(Ll, > E',-_)—ml(Ll E)Z X 7n1(L1 El)— "n](Ll E),
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donde los E; son segmentos sin parte comin y E es un conjunto
de medida menor que e.

Tenemos por tantec:

(/2 b
j’ml(Ll, Lg)d%:ﬂ-( f [Eml(Ll, E’i‘)—ml (_Lp E) ] dr=—

b
= bml (L‘l’ E'L)d.%‘— bml(Ll! E)dx .
2 J

Como la férmula [2] es valida para el caso de dos segmentos
tenemos : '

Wb
E j ma (L, By)dz—=Sm; (L) .may (By)—ma(Ly) -m, (0)—

=M1 (L1) .y (L) +my (L), ma(E) .
y por tanto,

b ' b
fml(Ll, Ly)dz—my(Ly) .my(Ls)-+mq (L) ., (B)— f ms (L, E)dz

a

Ahora bien, como m; (E) <& y con 1gua] razén lo serd
My (LJ,E) tendremos

my (L) my () <e ml‘ (L)

b
fﬁh (L, Eydx <e(b—a),

@
.y haciendo tender ¢ a cero deducimos:

b
j‘ml (_Ll, Lg) dxr—= ma (Ll) M1 (Lz)

para el caso en que L; es un segmento y L. es un conJunto cual-
quiera medible Lebesgue.

El paso de esta férmula al caso general en que L, y L. son
dos conjuntos cualesquiera, se hace anilogamente, descompo-
niendo L; en la forma L, = 2 E; — E donde los E; son segmen-
tos sin puntos comunes y la medida E es menor que &.

Siguiendo el mismo procedimiento anterior establecemos que

b ] b
g‘ml (Ll, L_)) dr=2X )(m] (E,LLZ) dx—: §m1 (E]_Lg) dzx
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y teniendo en cuenta la férmula [3] deducimos igualmente

a b
L5‘?’”’1(_L]_, ng)dSU:ml(Ll) ’m](L_)) —I—?’)’Ll(E) . WLQ(IIQ)** ‘fml(E, L_,)dx .

b [

Haciendo tender ¢ a cero se deduce

.f mq (_Ll, IJg) dx— M1 (Ll) o (L_g)
b

que puede ponerse en la forma

(4] f:;“ (Ly, L) d x — my (Ly) ma (Ls)

-0

yva que my (L1, L») es nula en el exterior.de (a, b) .

Hemos demostrado por consiguiente la férmula para el caso
en que los dos conjuntos son medibles y acotados, pasemos aho-
ra al caso general en que pueden ser no acotados, aunque siem-
pre de medida finita. ’

Podemos efectuar la descomposiciéon de L; v Lo en una infini-
dad numerable de conjuntos acotados y disjuntos E; y F';, tales
que L, =X E; y Ly — X F; y por tanto :

M, (Ll) =2 m1 (E,) m1 (Lg) = mq (Fj)
" de donde

fmi(Ly, Layda— (S (B, F)ds—3 fm(®, Fyyda
- LE RN

ot 1]
-0

y teniendo en cuenta lo establecido en [4]:
f?’;jl(_Ll, L_g)dx=2’l'ﬂ1(E1) .ml(F,-) =Em1(El)Em1(F,)
0] i i

-0

=M1 (Ll)Tﬂ] (Lg)

como queriamos demostrar.

'2) Caso en que uno de los conjuntos se reduce o un nimero
finito de puntos.

Consideremos ahora el caso de un conjunto L medible Lebes-
gue, fijo sobre la recta y un conjunto mévil N compuesto de un
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numero finito de puntos n. Consideremos para cada posicién
de L el nimero de puntos comunes a N y L. Representémosle
por mg (N, L); vamos a demostrar que

J‘;;;O (N,L)dx=mnm, (L)

donde m, (L) es la medida de Lebesgue de L.

En efecto consideremos primeramente el caso en que el con-
junto N se reduzea a un solo punto, entonces m, (N, L) es la
funcién caracteristica del conjunto L y como sabemos que la
integral de la funcién caracteristica de un conjunto es la me-
dida de éste, el teorema esti demostrado.

Si el conjunto N se compone de un numerc finito de puntos =,
consideremos las funciones my (N, L)(1=1==1n) correspon-
dientes a cada uno de los puntos del conjunto, tendremos

my (N, L) = S my (N, L)
1

y teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para
el caso de un punto Gnico deduciremos:

fmo (N,Lydx =3 fcp,,:d xr=mnm; (L)
—o0 1 ~c0

que es lo que queriamos demostrar.

3) Problemas anilogos pueden estudiarse para conjuntos de
puntes situados sobre la circunferencia (curva plana de cur-
vatura constante) y la hélice (curva alabeada de torsién y cur-
vatura constantes) sobre las-que puede desplazarse un conjun-
to sin sufrir deformacién alguna; para ello basta observar que
tomando como equivalentes a los segmentos lineales, los arcos
de circunferencia o hélice, puede construirse, para los conjun-
tos arbitrarios de puntos situados sobre dichas curvas una teo-
ria de la medida lineal de Lebesgue; deduciéndose por consi-
guiente, proposiciones anilogas a las anteriores sin mas que
cambiar en los enunciados la palabra conjunto lineal por la
de conjunto sobre la circunferencia o sobre la hélice.
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II. PROBLEMAS EN EL PLANO

1) Consideremos en el plano dos conjuntos A4; y A, medibles-
Lebesgue y de medida finita. Supongamos uno de ellos 4, fijo
y el otro A, moévil; la posicién de este Ultimo vendra determina-
da por las coordenadas, z, ¥, de uno de sus puntos y una rota-
cién ¢ alrededor del mismo.

Para cada sistema de valores de estos parametros determi--
nemos la medida del conjunto interseccién de los dos dados,
sea ms (A, As), esta medida, es evidentemente una funcién de:
Z, ¥, ¢; consideremos la integral

j‘mg. (A4, 45) d K

a pesar de tratarse de una integral triple empleamos por bre--
vedad un solo signo integral, y d K en lugar de dzdy d¢; d K
es la llamada densidad cinemdtica en Geometria Integral (1).

Vamos a demostrar que

kS

[1:‘ f’}ng(Al, Ag)dK=27T1’)’L2(A1) .mQ(AQ)

En efecto, para el caso en que los conjuntos A; y A, sean dos.
cuadrados el teorema ha sido demostrado (2). Supongamos aho-
ra que los dos conjuntos sean cualesquiera pero medibles y aco-
tados; en ese caso podemos descomponerlos en la forma.
A, —=0,—FK, A, —0O,—F donde O; y O, son dos conjuntos.
abiertos, y E y F son dos conjuntos de medida menor que .

Por consiguiente tendremos
O01=A;-+E, Os=A>+E y O, X0s=A; X As+A i XF+ A XE+EXF
representado por el signo X la interseccién de los conjuntos. De
aqui deducimos:
[2] fm_;(Al,Ag)dK: j‘m_)(ol,o_))dK—fﬂ'Lg(Al,F) dK—
f ms(E ,Ay)dK— f ms(E,F)dK

(1) Ver W. Blaschke “Vorlesungen iiber Integralgeometrie I’, Ham-
burger Mathematische Einzelschriften. 1936. pag. 20.

(2) Ver Blaschke, loec. cit. o L. A. Santalé “Geometria Integral 4. So-
bre la medida cinemdtica en el plano”. Hamburg. Abhandlungen, 11.
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‘pero por ser O; y O, conjuntos abiertos se pueden descomponer
en la forma 0,—3FE;,0,-—3F; donde los E; y F; son respectiva-
mente cuadrades rampantes. Por tanto y teniendo en cuenta que
la férmula [1] es valida para cuadrados, y que las fronteras co-
munes de éstos no influyen en m.,

(3] fmg (0,,0:) dK :fzmg (B;, F)) dK —

me (B, Fj) dK — 25 my (B).ms (Fy) — 27 ms (Oy) .ms (Os)

y teniendo en cuenta que
Mo (01) = M2 (Al) + m- (E) Yy ms (Og) = M (Ag) +.m2 (F)
obtenemos

M (01) . Ma(02)=ma( A1) . Ma2(A2)+
Ma(E) .Mz (A2) +Mo(Ar) .o (F)+ms(E) .1 (F)

y teniendo en cuentd [2] y [3]:
f Ma(A1,A2) K —2mma(Ay) . ms(As) +2rma(E) .ma(Az)+
F2rms(Ay) o (F) +-20ms (B s (F)— f ma(A,, F)dK—

— fma(B AdE— [‘mu(EF)dK

Ahora bien, los términos segundo, tercero y cuarto del se-
gundo miembro de la igualdad anterior son, respectivamente,
mencres que

27 ms (As)e, 27me (A1) e y 2me2.

Por otra parte, como los conjuntos 4, y A, son acotados
‘para valores de z e ¥ mayores que dos nimercs fijos ¢ y b
la interseccién de ambos serd un conjunto nulo, luego pode-
mos limitar la integracién al dominio de las variables z,y, ¢
O=2x=a0=y=0>, 0= ¢ = 27) de volumen finito 2rab;
en este caso como las funciones que se integran en el quinte,
sexto y séptimo términos, del segundo miembro de la igualdad
anterior, son menores que g, estos términos, por el teorema del
wvalor medio serdn menocres que £.2 7 a.b. '
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Por consiguiente haciéndo tender ¢ a cero deducimos que
fmz (A As) A K =2 7my (Ay) .ma (As)

quedando por tanto, demostrada la férmula para conjuntos aco-
tados.

Para conjuntos no acotados descompongamos 4; y A, en una
suma numerable de conjuntos acotados, disjuntos y medibles,
cosa siempre posible pues basta tomar M,; y N; como interseccio-
nes, de los conjuntos 4, y A., respectivamente con la corona cir-
cular de radios n y n — 1, y tendremos

fmz (Ap As) dK =f2m: (M, N,) dK
ij

y como la fé6rmula [1] la hemos demostrado para conjuntos aco-
tados tendremos

f Mo( Ay, As) AK—27 S ma(M ) .ma(N ) AE—2rms (Ay) . ma(Ag)
(%)

que es lo que queriamos demostrar.

2) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a un nimero
finito de puntos.

Consideremos ahora un conjunto plano medible Lebesgue A4,
fijo, y un conjunto mévil N, compuesto de un nimero finito de
puntos; la posicién de este ultimo quedard como en el caso
anterior determinada por los tres pardmetres z, ¥, ¢; a cada
sistema de valores de estos parametros podemos hacer corres-
ponder el nimero de puntos de N que son también puntcs del
conjunto A, representemos esta funcién de z, ¥, ¢ por m, (N, 4)
y vamos a demostrar que

[4] fmo (NJA)dK =27nmy (A) .

Fn efectp consideremos primeramente el caso en que el con-
junto N se reduce a un solo punto, en ese caso m, (N, A) no de-
pende de ¢ y podemos poner, por tanto,

jffmo (N,\A)‘ dedydo=— J‘grpffmo (N., Aydzdy
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perc como m, (N, A) es en este caso la funcién caracteristica
del conjunto A, se tendri

B ffmo (N,Aydaz dy = ma (A)

y por tanto

5

Sdo [ fm N, aydudy [ (4)dg=27m(a)

0 0

que es lo que queriamos demostrar.

Para el caso en que el conjunto se componga de » puntos ten-
dremos considerando las funciones my¢ (N, A) correspondientes
a cada uno de los puntos del conjunto

me (N, A) = 2 my* (N, A)
. N 1
v teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para el
caso de un solo punte deduciremos:

fmo (N, A) dK:ﬁf Myt (N, Ay A K — 2 7 nms (A)
: 1

que es lo que queriamos demostrar.

(3) Caso en que uno de los conjuntos es de extension infinita.

Hasta ahora hemos considerado figuras acotadas o no acota-
das, pero de medida finita; vamos ahora a estudiar algunas
féormulas integrales en las que intervienen figuras de extensién
infinita.

Sea, por ejemplo, un par de rectas paralelas situadas a una
distancia constante I, supongamos esta figura mévil en el plano;
su posicién queda determinada conociendo la de la paralela que
equidista de las dos dadas; la posicién de esta queda determina-
da por los pardmetros ¢ y 6 siendo ¢ la distancia a la recta desde
un origen fijo y 6 el angulo que forma la normal a la recta con
una direccién fija.

Si A es un conjunto plano fijo, de medida finita m. (A) y
acotado, para cada posiciéon de la banda determinemos la me-
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dida del conjunto interseccién de A y la banda de plano limi-
tada por las dos paralelas; llamemos m. (B, A) dicha medida y
vamos a demostrar que ’

(5] fm (B, A)dB —nlms(A)

esta formula, en la que es d B = d o d 0 la densidad cinemdtica
para bandas paralelas, es valida para el caso de ser A un cuadra-
do. (3).

Descompongamos, de una manera analoga a lo hecho anterior-
mente, el conjuntc 4 en la forma A — O -—FE = X E,— FE donde
los E; son cuadrados no rampantes (aunque pueden tener fron-
teras comunes) y E es un conjunto de medida menor que e.

Tenemos por consiguiente, ya que podemos considerar, para la
medida superficial, los conjuntes F; que tienen comunes partes
lineales .como si fueran conjuntos desunidos,

%

fmz (B,A)dB—X [‘m: (B B) dBﬁfmg (B,E) d B
pero como la férmula [5] es valida. para cuadrados tenemos

Efmg (B,E) dB — 13 my (E:) — n Ll ms (0) —
=xlms (E) +=lms (4).
donde mlms (B) <wle .
Por otra parte, si el conjunto es acotado, a partir de un cierto

valor 9, de ¢ las bandas no cortan a A, luego podemos integrar
entre cero y g, para ¢ y entre cero y 2~ para 6 y por tanto

fm (B,EYdB < 2 oo¢
v haciendo tender & a cero, deducimos
fmz_(B,A) dB=rlms (A)

(3) Ver L. A. Santald, Geometria Integral 7. Nuevas aplicaciones del
concepto de medida cinemdtica en el plano”. Rev. Ac. Ciencias de Ma-
drid, 1936.



quedandc por tanto demostrada la férmula para conjuntos
acotados.

Para los no acotados, aplicaremos el procedimiento anterior
-descomponiendo a 4 en una suma de una infinidad numerable
de conjuntos acotados y disjuntos obteniendo asi el resultado.

Si en lugar de considerar la banda consideramos un conjunto
de rectas paralelas, cuya seccion nermal sea un conjunto de
medida lineal I, descomponiendo anilogamente dicho conjunto
en un# serie de bandas paralelas menos un conjunto de seccién

arbitrariamente pequefia, se demuestra la validez de la f6rmu-
la [5] para este caso mas general.

- 4) Caso en que uno de los conjuntos se reduce o una recta.

Consideremos ahora una recta moévil en el plano y un conjunto
de puntos A medible en el plano. La posicién de la recta queda
determinada por dos parametros, ¢ que es la distancia a un
punto fijo ¥ 4, el angulo que forma con una direccién fija.

Para cada posicién de la recta determinemos la medida lineal

de su interseccién con A4; sea my (R, A) esta medida. Vamos a
demostrar que: :

[6] jm] (R, A) d G —nms (4)

donde d G — d ¢ d 4, es la densidad para conjuntes de rectas en
¢l plano. \

La férmula [6] ha sido demostrada para-el caso en que A es
un cuadrado (*), vamos a probarla ahora para un conjunto
abierto 0; este.puede en efecto descomponerse en una suma = I,
de una infinidad numerable de cuadrados que pueden tener fron-
teras comunes ; éstas serdn también numerables, luego excluyen-
do del dominio de integracién el conjunto numerable de puntos
(0,-8) que corresponde a las fronteras comunes tendremos

((ma(R, 0)dG— [Smu(R, B)AG=3 [mu(B B)dG—rZma(E;)—
=T mg (0) .

Descompongamos ahora el conjunto A en la forma A—O—F,

(4) Ver Deltheil, “Probabilités géométriques”.
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donde O es un conjunto abierto cuya medida difiere de la de A
en menos de &. Por tanto

(7] f my(R, A)dG— f mi(R, 0)dG— f m1 (R, E)dG—rms(0)—
j "ms(R, EYdG

para acotar el segundo miembro no podemos, como en los casos
anteriores, acotar el valor de la funcién que se integra, ya que
de que F sea de medida superficial menor que ¢ no se deduce que
lo sea m; (R, E') que puede incluso ser infinita.

Pero cbservando que si E es medible existe un conjunto abier-
to O tal que m (0) <2¢ y O >FE tendremos que como
RBRXO0O>RXE,

’ my (R X 0)=m; (R, F)
y por tanto

fml (R, B dP§j‘m1 (R, Oj AP =mms(0) =2x¢

luego haciendo tender ¢ a cero en la férmula [7] queda demostra-
da la proposicién.

III. PROBLEMAS EN EL ESPACIO

1) Consideremos en el espacio dos conjuntos V; y V. mévil el
primero y fijo el segundo. La posicién de aquél queda determi-
nada por seis parametros, a saber: las tres coordenadas z, v, 2
de uno de sus puntos, més las coordenadas esféricas 6 y ¢ .de
una direccién por este punto, mas una rotacién v alrededor de
esta direccién; si para cada posicién determinamos la medida
del conjunto de interseccién de V; y V., esta medida serd una
funcién de los seis parametros y vamos a demostrar que

(1] j‘mg (Vi, Vo) A K =8 w2 my (V) my (V)

donde se ha puesto d K =senddddopdrxdydzdt expresion
diferencial que es la llamada densidad cinemdtica del espacio en
Geometria Integral. Es sabido que esta férmula es valida para
el caso de ser los conjuntos dos cubos (7).

Para estudiar el caso general supongamos que los conjuntos
sean acotados, ya que la generalizaciéon para los no acotados

(5) Blaschke: loc. cit. IT, pag. 103.
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seria analoga a la que se hizo en el caso del plano. Por ser los
conjuntos acotados la integracién puede limitarse a un dominio
determinado por las condiciones

¥=x=g", Y =y=y", <=2, 0=, 0=p=2r, 0==1=2~,

y por tanto su volumen en el espacio de seis dimensiones es
igual a 4+% (2”7 — ") X (¥ — ¥ ) X (2’ —2"), igual a un numero
finito H.

Como la férmula [1] es valida para el caso en que los dos
conjuntos sean cubos, nosotros vamos a considerar primeramen-
te el caso en que uno de ellos V; sea un cubo v el otro un conjun-
to medible acotado cualquiera. En ese caso descompongamos V.
en la forma V—0—FE-=3E,—FE donde 0 es un conjunto abierto
vy por tanto los E': son cubos no rampantes, con fronteras comu-
nes o no. Por tanto obtendremos

fms (V, V) d K = Vj my (Vi, Ey) dK-fm;i (Vy,E)d K

Ahora bien, como la férmula ha sido demostrada para el caso
de dos cubos, tendremos:

E f (V1 B AR =387y (V) my (B —8m*ms(V1) . ms(0)
:87r2m3< V] ) M3 ( Vg)—ngmg ( Vl) .My (E)

y por tanto

f (Vo V2) AR —8r2m (V) 1 ( Vo) —8e?my (V1) 1 (B)
— {my(v,B)dK
y como

Ry (Vo) ma () <82y (Vi)e, | my(Ve,B)AK=eH

haciendo tender ¢ a cero quedari demostrada la férmula [1]
para el caso en que uno de los conjuntos sea un cubo.

En el casoc general en que V; y V., son conjuntos cualesquiera,
descomponiendo V; en la forma X E; — E tendremos:

fma (i, Vo) aK =Efm3 (Vo E) dK — fm{ (Vi E) d K
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¥ como la férmula [1] acabamos de demostrarla para el caso
de un conjunto cualquiera y un cubo, tendremos:

fmy (Vi v2) K — D 8t my (Vi) .my (B)— [ ma(VA Ey d K

=8 x2my (Vi) 1y (Vo) 48 w2 my (Vo) .y (B)— | my (Vi B) d K

y haciendo tender & a cero, como el segundo y tercer
miembro del ultimo término son respectivamente menores

que 8 72 my (V1) ¢ y ¢ H tendremos demostrada la férmula [1]
para el caso general.

2) Caso en que uno de los conj’@mtos se reduce a Un numero
finito de puntos.

Congideremos ahora un conjunto V medible Lebesgue fijo, y
un conjunto mévil N compuesto de un nimero finito de puntos;
la posicién de este ultimo quedarad como en el caso anterior de-
terminada por los seis parérﬁetros x, ¥, %, 6, @, T; si para cada
sistema de valores de estos parametros, esto es para cada po-
sicién del conjuntc N, determinamos el nimero de puntos del
conjunto A que son también puntos de N, obtenemos una fun-
cién de los seis parametros, representémosla por m, (IV, V) y va-

‘mos a demostrar que

(2] fmn (N, V)dK —8=2nms (V)

En efecto: consideremos primeramente, el caso en que el conjunto
N se reduce a un solo punto, en ese caso m, (N, V) no depende
de 0, ¢, T y podemos poner por tanto

jf fff fmo(N V)send.dx.dy.dz.df.de.di=
ff mo(N,V)dx.dy .dz fsene .dé fdcp J‘dr
0 0 3

pero como 7, (N, V) es en este caso la funcién caracteristica del
conjunto V se tendrj:

fffmo (NVydzdydz=ms (V)

v por tanto

fmo (NV)dK —f;ene de frdq; fdr.ms (V)=8r*my(V)
0 0 0

que es lo que queriamos demostrar.
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Si el conjunto N se compone de un nimero n de puntcs en-
tonces mo (N, V) es'la suma de las funciones m,i que se obten-
drian considerando aisladamente cada uno de los puntos del
conjunto N, y por tanto obtendriamaos

Jmo(NVyaIE— 3 ot (N, V) AK =8y (V)
que es lo que queriamos demostrar.

3) Caso en que uno de los conjuntos es de extensiom infinita.

Del mismo modo que consideramos en el plano una banda for-
mada por dos rectas paralelas, podemos considerar ahora una
banda formada por dos planos paralelos; la posicién de ésta,
supuesta mévil, queda determinada por la posicién del plano
paralelo a las bases y equidistante de ambas. Esta posicién
queda determinada por los tres parametros o, 4, ¢ siendo ¢ su
distancis a un punto fijo y 4, ¢ las coordenadas esféricas de su
normal. Sea V un conjunto medible y fijo y determinemos para
cada posiciéon de la banda la interseccién de ésta con V; sea
my (B, V) dicha medida, vamos a demostrar que

(4] f'm,* (BV)d.B—2nlms (V)

donde d B—send d6dogdg es la llamada densidad cinemdtica

para franjas de planos paralelos, y ! es la distancia entre las
bases.

Esta férmila ha sido demostrada para el caso en que V es un
cubo (¢). En el caso general descomponiendo V en la forma
V—=0—F—=3F;—FE donde los E; son cubos no rampantes y

E es de medida menor que &; de igual manera que en el casc
anterior tendremos:

f mg(BV)dB:E [ ma(BE;)dB— f my(B,E)dB—
—2 315 () — [ ma(B,E)dB—2mlma(0)— f'my(BE)B .
El primer término del segundo miembro, al tender & a cero

tiende a 2« I m; (V) y el segundo, si V es acotado, es menor
que ¢ H siendo H un ntmero finito igual al volumen del dominio

(6) Ver L. A. Santalvé, loc. cit.
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de integracién que por ser V acctado lo podemos tomar de di-
mensiones finitas; como el primer miembro no depende de ¢
se deduce

fom, (B,V)dIB=O

como queriamos demostrar.

La generalizacién para conjuntos no acotados se hace idénti-
camente que en los casos anteriores.

Si consideramos el conjunto de plancs paralelos tales que su
seccién por una recta normal sea un conjunto de medida I, un
razonamiento anélogo al hecho en el caso de las bandas planas,
nos demostraria la validez de la féormula [4] en esta hipétesis.

4) Podemos, en el espacic, considerar otra figura de extensiéon
ilimitada, el cilindro; suponiéndolo moévil su posicién queda
determinada por los cinco parametros z, ¥, 6, ¢, T que son: z e y
las coordenadas planas de la interseccién de una generatriz con
un plano normal, 4, ¢ las coordenadas esféricas de la direccién
de la generatrices y T un giro alrededor de la misma. Conside-
remos un conjunto medible V, que podemos suponerlo acotado
va que la generalizacidon para los no acotadcs se obtendra de
manera idéntica a los casos anteriores. Determinemos la me-
dida de la interseccion del cilindro con. V'; sea m (C, V) la medida
de esta interseccién vamos a demostrar que:

~

[5] J my (C,V)dC =8=>Smy (V)

donde S es el area de la seccién recta del cilindro y dC = .
senfdddodxdydt es la densidad para conjuntos de cilin-
dros (7). i

La demostracién, por ser la férmula cierta para el casc de
ser V un cubo, es analoga a la del caso anterior; descomponien-
do V en la forma O — E — Z E, — F tendremos de igual ma-
nera que en el caso anterior:

fmycvyac=3% [ ma(C.EyaC— fmoc.B)dC —
— 825 Zma(B)— [ m(C,B)AC—82Sms(0)— [ my(C,E)dC .

(7) Ver L. A. Santalé, “Integralgeometrie 5. Uber das kinematische
Mass in Rawm”. Paris, 1935. (Coleccién “Actualités scientifiques et in-
dustrielles’). :
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Haciendo tender ¢ a cero el primer término del segundo miem-
bro tiende a 8 »* S my (V).

Por ser V acotado podemos limitar la integracién a un domi-
nio determinado por las condiciones

B

v=r=x’, v=sy=sy”, 0=9=2r 0=0=r O0=1=2r.

Su volumen en el espacio de cinco dimensiones sera
A=47 (2” —2") (¥ —1"), y por tanto tendremos

fm. (C,B)ydC=Ac

luego esta integral tiende a cero al tender ¢ a cero.
Por tanto, deducimos:

g‘ﬂlg (C,V)dC =8=>S my (V)

que es lo que queriamos demostrar.

El cilindro considerado aqui puede estar determinado por un
conjunto plano medible cualquiera y por consiguiente estara for-
mado por el conjunto de rectas paralelas a una direccién dada que
pasan por los puntos de dicho conjunto plano. La generalizacién
del resultado anterior para este caso se obtendria descompo-
niendo el conjunto planc en la misma forma que lo hicimos ante-
riormente, quedando el cilindro descompuesto en prismas cua-
drangulares, menos un cilindro tal que la medida de su seccién
sea arbitrariamente pequefa; la repeticién del razonamiento
empleado para el caso anterior nos daria el resultado.

5) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a un plano.

Supongamos ahora un plano mévil; su posicién quedara de-
terminada por tres paridmetros: ¢ distancia a un punto fijo y 6
v o coordenadas esféricas de su normal. Consideremos un con-
junto medible V' y para cada posicién del planc mévil determi-
nemos la medida plana de su interseccion con V; sea ma (P, V)
esta medida, vamos a demostrar que

6] [ma (P,V)dE—27m, (V)

donde d E —sen b d6d pdo es la densidad para conjuntos de
planos.



— 18 —

En efecto, esta férmula es valida para ¢uadrados (%), y vamos.
a demostrarla ahora para conjuntos abiertos; para ello basta
tener en cuenta que con un razonamiento analogo al empleado
en el caso de la recta y un conjunto plano, podemos despreciar-
las fronteras comunes a los cubos en que podemos descompo-
ner O, haciendo luego un razonamiento anilogo se cbtiene la de-

mostracion. Ahora bien, poniendo V en la forma O — E tendre--
mos:

_ { 7n2(P,V)dE=fm2(P,0)dE — f Mo (P E) dE =2y (V)—
' [mo(PE)AE .

Puesto que E es medible podemos encontrar un conjunto abier-
to O’ tal que O’>E'y ms(0’) <2¢ y por tanto ms(P,E)<m.(P,0’),
luego

fme (P, B)dE = my(P,0)dE=4ne

y haciendo tender ¢ a cero deducimos

fms (P V) AE =27 my (V)

como queriamos demostrar.

6) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a una recta.

Si en lugar de un plano tomamos una recta mévil y conside-
ramos la medida lineal m. (R, V) de su interseccién con un con-
junto medible en el espacio, V tendremos que se verifica tam-
bién: :

(7] J’ml (R,V)dG==2xms (V)

donde d G =senfdddepdxdy esla densidad para conjuntos de
rectas en el espacio (las rectas vienen determinadas por las.
coordenadas z, ¥ de su interseccién por un plano normal y por
sus coordenadas esféricas 6 y ).

La férmula es valida para cubos (°); consideremos un con-
junto abierto O, éste puede descomponerse en la forma 3 E; don-

(8) Ver Deltheil, “Probabilités Géometriques”.
(9) Ver Deltheil, “Probabilités Géometriques”.
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de los E; son cubos que pueden tener fronteras comunes, pero la’
integral de la férmula.[7] es nula para el caso en que V sea un
cuadrado, luego como el conjunto numerable de los cuadrados
(o partes de cuadrados) que forman las fronteras comunes no
interviene en la integral, tendremos por tanto:

§ mi(R,0)aE— fzm (R,E)AE—= Y fmy (R.E:) dE—2nZms(Ey) =
=2m(0). ‘

Para pasar de este caso al caso de un conjunto cualquiera V
se hace el mismo razonamiento que en el caso anterior obteniendo
la férmula [7]. '

Todos los resultados obtenidos en este trabajo no varian al
invertir el movimiento, esto es al tomar como fijo el conjunto
mévil e inversamente el mévil como fijo, con la condicién de que
las posiciones de ambos conjuntos vengan determinadas por los
mismos pardmetros, asi, por ejemplo, se puede invertir el movi-
miento en e] caso de un conjunto medible y de un conjunto de
un namero finito de puntos y no se puede invertir al considerar
bandas o cilindros y econjuntos. Si en lugar de considerar con-
juntos totalmente moéviles consideramos conjuntos que estén solo
sujetos a traslaciones, las férmulas que hemos obtenido se si-
guen verificando, sin méas diferencia que en el segundo miembro
desaparecen los coeficientes por ser todos iguales a la uni-
dad; asi en el caso de dos conjuntos planos se obtiene
ma (A1) X m2 (As), en el easo de una recta y un conjunto se
obtiene m. (A) ete.. ..
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