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EL LUGAR GEOMETRICO Y LUGARES DE PUNTOS
AREAS EN EL PLANO |

Por V. y A. Fraitg y C. CreSPO

I.- TEORIA GENERAL

1. — El concepto de lugar geométrico lleva en si el de plurali-
dad.

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente
elementales que nos permitirdan obtener una clasificacion de los luga-
res y establecer algunas conclusiones. ’

Dados los puntos A y B, existe solamente un punto de su recta
que equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que
cumplen esta condicién situados en la circunferencia de didmetro A B;
y existen infinitos situados en un plano que contenga a-A y a B.
He aqui otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un
espacio E; se reproducen aplicando un criterio y originan un nuevo
punto; originan simultineamente dos introduciendo otro espacio E’y;
crean simultineamente una infinidad continua de puntos si se intro-
duce un espacio E,;. En el primer caso no hay lugar geométrico,
por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos si hay
lugar geométrico. Sin embargo, sélo cuando se trata de una infini-
dad continua de soluciones al problema suele aplicarse el nombre
lugar.

Si en el primer ejemplo consideramos un haz plano de rectas de
vértice A que contenga a la recta AB, y en cada una de ellas apli-
camos aquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo,
y B; de la circunferencia de centro A y radio AB, obtenemos una
infinidad continua de soluciones, y, por lo tanto, un 1. g.; pero esta
infinidad de puntos no se produce simultineamente, como en el
ejemplo tercero, sino' que se obtiene aplicando infinitas veces el cri-
terio dado en distintos espacios E;; es decir, por generacion. Podemos
generalizar diciendo que hay dos formas de enunciar lugares geo-
métricos: establecer un criterio sobre entes fijos de un espacio E,
de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le
satisfacen simultdneamente; aplicar infinito nimero de veces un
mismo criterio sobre entes dados, parte de los cuales son fijos y
variables los demas, cuando de este criterio se obtiene cada vez un



nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la condi-
cién al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven
los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar
por sinfesis y por generacion.

En el altimo de los tres ejemplos que hemos establecido se trata
de un lugar por sintesis. Puede obtenerse también de esta otra ma-
nera: sean los puntos A, B y una recta r que contiene a A. Sobre
r existe un s6lo punto, propio o impropio, que equidista de A y B.
Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las
rectas del haz de vértice A y plano (r, B), con lo cual obtenemos
la mediatriz del segmento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por
generacion. En esencia, no hemos hecho sino restringir la dimension
del espacio selectivo y, por medio de éste, generar el otro.

Cuando se trata de lugares de puntos es muy facil probar que
todo lugar por sintesis lo es también por generacion. En efecto:
supongamos que en un espacio lineal E,, de dimensién minima n,
obtenemos, por sintesis, un lugar de puntos de m dimensiones
(n>m). Un cierto hiperplano G,_; de Ep corta al lugar segin una
0 mas variedades de dimension m—r1; otro hiperplano G,_, de
Gy—y lo corta segun variedades de m—a2 dimensiones; etc. Final-
menfe, ur dltimo hiperplano G,_,, de Gn mjr corta al lugar en
un punto o un conjunto numerable de puntos. Enunciemos ahora el
lugar primitivo con la condicién de estar las soluciones situadas en
la variedad lineal G,__ y hagamos lo mismo para todas las varie-
dades de un haz (Gp_,); de Gnmi:. Con ello habremos obte-
nido, por reiteracién del criterio, la parte del lugar interferida en
Gn_m+1 . Asi sucesivamente hasta E,. De esta forma, por suce-
sivas generaciones, nos viene dado el lugar primitivo.

Por lo tanto, en adelante, nos referimos s6lo a lugares de
puntos por generacién, y todo ello serd general.

. 2.— Proponer un lugar geométrico es cosa, pues, bien facil:
basta plantear un problema cualquiera en un espacio E, sobre entes
dados, A, B, C,..., N, de modo que la solucién sea un punto o
un conjunto numerable de puntos. Hagamos ahora que A pertenezca
a un sistema co® de entes A; B a otro cof de entes B;...; N a
un sistema coV de entes N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele-
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciendo lo
mismo para todos los grupos A, B, G, ..., N. El conjunto de todos



los. puntos obtenidos constituiri o no una o méis variedades conti-
nuas de E,, y serd un lugar.

No es necesario asignar a cada ente primitivo un sistema para
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon-
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales q tienen sistema.
Puede suceder que, al resolver el problema matriz, no sea arbifraria
la eleccion de elementos en los q sistemas, sino que, habiendo tomado,
arbitrariamente sendos entes en k de ellos, queden univocamente
determinados los q—k elementos restantes en sus sistemas respec-
tivos. Llamaremos conjuntos-variables a los sistemas en los que es
arbitraria la eleccién de elementos.

En el tercero de los tres ejemplos puestos al principio, enunciado
por generacién, son entes dados constantes A y B; el haz plano de
rectas de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia
referidoa A y a B sobre cada recta r es el problema mairiz, y E,
el espacio lineal donde se sitia el lugar.

Sea G el problema matriz de un 1. g. en Ep y Ay, Ay, ..., Ap los
entes primitivos dados, de los cuales los q primeros pertenecen res-
pectivamente a sistemas Sa,, Sa,...., SAq, que, para simplificar,
suponemos que todos ellos son conjuntos-variables. Hemos de repetir
G sobre cada grupo A; (i=1,2,...,p), tomando para esto de un
modo arbitrario ¢ elementos en los sistemas S. Si consideramos los
grupos A; de modo que no varfe sino A; en Sy , dejando fijos
en sus sistemasirespectivos a ‘A, Ag, ..., Aq, el conjunto de los
puntos obtenidos constituye un lugar parcial correspondiente al con-
junto-variable S . El lugar total estd formado, pues, por g siste-
mas incidentes de lugares parciales. .

Cuando este lugar total es una variedad continua V de Ep, es
claro que la dimensién de V serd como maximo oy 4-cy ... —ag,
siendo oy, ay, ..., tg las dimensiones de los sistemas Sj; . Enton-
ces ha de acontecer dos cosas: 1.2 G es de tal indole que no reduce
el niimerc de dimensiones de los lugares parciales, es decir, éstos son
variedades continuas cuyo namero de dimensiones es igual a la
dimensién de sus conjuntos-variables correspondientes. 2.2 La inci-
dencia de los ¢ sistemas de lugares parciales es de dimensién cero.

Las proposiciones contrarias constituyen las dos tnicas causas
que reducen el nimero de dimensiones del lugar geométrico total.
Tene,mos un caso particular de la segunda cuando es oy—-cy-.. .-
—+aq>n, o sea, cuando la dimension del espacio Ep es insuficiente
para contener la del lugar, no existiendo la causa primera.



* La interpretacién analitica de ambas causas que restringen la
dimensién de V es también sumamente sencilla: sean ygl) , y;), -
(I) . Y 2); g2) - ygz) Seees Y9, ygq) e ygg) los parametros

arbltranos esenciales que definen, réspectivamente, los elementos o
entes primitivos en los sistemas S A, SA, .- SAq Las coordenadas
{no homogéneas) de los puntos del lugar V serin funciones

w=op Oy 3P 8 Yl

MW=1, 2,..., D,

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho lugar.
Si existe la primera de las causas enunciadas respecto de Sy, por
ejemplo, es que en las funciones ¢ no son esenciales los parametros

v 0. y( ), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por

otros pardmetros en numero menor.

2.2 La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de
dimensién r, mayor que cero. Supongamos, para simplificar, que
es r precisamente la dimension de la incidencia de los sistemas de
lugares parciales correspondientes a Sa y Sa, . Entonces no cabe
otra cosa que ser sustituibles los a; —-a, parametros y(1) e y(2)
de [1] por o, dy —r nuevos pardmetros, ya que el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables sélo a los entes primi-
tivos A; y A, ha de ser una variedad de dicha dimensién a; +4-a, —r.

Vemos, por lo tanto, la exisiencia tGnica de las causas referidas:
que en las funciones ¢ no sean esenciales parte o todos los parametros
y de una misma serie; que no lo sean parte o todos los de series
distintas, aun siéndolo los de cada serie.

En el primer caso, si llamamos y'y, Yo, ..., yp (3<<oy) a los
pardmetros que sustituyen a los y(*/, y;),..., yo(:) en las @, es,
en general, posible sustituir también el sistema co®: Sp de entes
A, por otro cof de los mismos entes, definido con los y’, de manera
que junto con los gq—i1 sistemas restantes y los p—q elementos
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos-
variables son reducibles a otros de dimensién menor.

Este caso encierra la posibilidad de quedar eliminados en las
ecuaciones [1] algunos parametros y(J).

La segunda causa de restriccion del ntimero de dimensiones del
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas
SA, en Ep no son genéricas y si particulares. Al establecer las ecua-
ciones paramétricas [1] aparecen entonces, en cada una de las o,



funciones idénticas de los mismos pardmetros y de series diferentes;
y estas funciones, claro es, constituyen nuevos parametros, en ni-
mero menor.

Si se trata de la primera causa referida, por ejemplo, al con-
junto-variable S , a todo punto de un lugar parcial respecto de S,
corresponde uno o més subsistemas de entes A, de dicho conjunto-
variable. Er cuanto a la segunda hay también correspondencias
parecidas.

q
Si el lugar V tiene la méxima dimensién X a;, la correspon-
]= I
dencia reciproca no es de puntos de V a continuos de entes pri-
mitivos.

3. — Para que un lugar de puntos sea una variedad continua de
Ep, su dimensién m ha de cumplir m = n — 1. Por otra parte, sabe-
mos que el nimero de dimensiones de un lugar depende de la multi-
plicidad o dimensién de los sistemas de entes primitivos arbitrarios.
Es posible, pues, proponer lugares de puntos que sean n-dimensiona-
les en Eyp, o sea, que constituyan recintos del espacio selectivo total.

Como vemos, el concepto de lugar geométrico es muy general, y,
sin embargo, en geometria plana sélo es corriente estudiar aquellos
lugares quec son lineas o elementos de lineas. Es cierto que se puede
proponer inmediatamente lugares de puntos que constituyen recintos
del plano; pere son tan triviales que no merecen siquiera ser enun-
ciados. A pesar de ello enunciemos dos:

1.2 «L.g. de los puntos del plano cuya distancia a uno fijo es
mayor que r y menor que k (k>1)».

2.0 «L.g. de los puntos del plano homotéticos de los de un
circulo dado C respecto de un punto fijo. V (razon k)».

La puerilidad de estos lugares de puntos 4reas en el plano con-
siste, para el primer ejemplo, en los conceptos mayor y menor que
intervienen en el enunciado. Toda seleccién de puntos de un plano
condicionada por varias limitaciones a un concepto simple de distan-
cia, o a otro andlogo simple, define, en efecto, un recinto, finito o
infinito, de ese plano.

Este lugar lo es por sintesis. Si el campo selectivo lo restringi-
mos a una recta del plano que pasa por el punto fijo obtenemos
también otro recinto de ella.

En cuanto al segundo de los ejemplos, se trata, desde luego, de
un lugar por generacién: a cada punto del circulo dado corresponde



ano homotético de razén k. Los datos para engendrar este lugar son
el centro de homotecia — ente primitivo fijo — y el punto gené-
rico del circulo — ente primitivo que pertenece a un sistema 2 de
ellos —. El problema matriz es el criterio de homotecia referido a
cada ente de G respecto de V. Sabemos ya que el lugar ha de ser
bidimensional, y, por lo tanto, un recinto del plano.

Cualquier lugar 4rea de puntos en el plano que se genera apli-
cando un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales
p—1 son fijos y el otro varfa en un campo co? de ellos; es, casi
siempre, trivial. Pero, en cambio, no suelen ser ya pueriles los lu-
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un campo
o sistema oco? de ellos, hacemos variar a dos arbitrariamente sobre
sendos sistemas col. En nuestro dltimo ejemplo, basta que el punto
mévil de G varie sélo en una circunferencia, y que el centro de
homotecia se elija también arbitrariamente en ofra linea cualquiera,
para que el lugar area que resulte deje de ser trivial.

Es claro que, si un problema matriz en el plano se refiere a p
puntos-daios, y hacemos variar sobre sendas lineas genéricas a mas
de dos de ellos de un modo arbifrario, se obtiene un lugar 4rea de
puntos; pero en los sistemas de lugares parciales ha de haber forzo-
samentc incidencia de dimensi6n mayor que cero, por ser aqui q> 2
(q=ntmero de lineas conjuntos-variables); esto es, el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables sélo a dos puntos datos,
y otro parcial correspondiente a otra de las lineas dadas, inciden
seglin una linea.

Er definitiva: la regla que nos permite proponer lugares de pun-
tos 4reas en el plano, exentos en general de trivialidad, consistira,
pues, er. elegir un problema grafico cuya solucion sea un punto o
conjunto numerable de puntos, y cuyos datos sean puntos (lineas)
no inferiores a dos en nimero. Luego, haremos variar a dos de estos
datos de una manera arbitraria, sobre sendas lineas (haces), repi-
tiendo el problema elegido en cada nuevo grupo de datos.

Sean A y B los entes primitivos que son variables sobre los
conjuntos col S y Sp respectivamerte. Un lugar parcial Ly co-
rrespondiente a Sp se obtendrd cuando B queda fijo en Sp y sélo
varia. A en Sp. Ly es un lugar linea corriente, y esta perfecta-
mente definido por el valor o posicién que tiene B en Sp. A cada
valor de B corresponde un Lj; de modo que si hallamos ahora el
lugar geométrico de Ly, cuando B varia en su sistema, obtenemos
el lugar total.



Resolver un lugar 4rea de puntos en el plano equivale, pues, a
resolver dos lugares sucesivamente: uno de puntos y otro de lineas,
siempre que sean dos los entes primitivos que varian, y simplemente
infinitos los sistemas que los contienen. En dltimo caso, el segundo
de estos lugares se reduce a determinar la envolvente de esas lineas
que, en general, limita al lugar 4rea. :

Este procedimiento de resolucion de los lugares éareas es, sin
duda, el mas natural. Sin embargo, utilizando siempre los recursos
de la Geometria elemental, suele ser mas simple y mas elegante la
solucién sintética, prescindiendo de todo proceso de generacién.

Por altimo, las coordenadas de los puntos de un lugar 4rea son
funciones

x=1(% \) y=¢ X\ X)

_de dos parametros, A, \’, independientes, no siendo posfble, por lo
tanto, la eliminacién de ellos. Cuando el ndmero de conjuntos-va-
riables excede a dos, las funciones x, y lo son de mas de ‘dos para-
meliros que, de hecho, estan sustituidos por dichas funciones.

A continuacién exponemos una serie de problemas elementales
de lugares de puntos 4reas en el plano, en los que hemos utilizado
con preferencia la solucién sintética.

I1. - ApricaciONES

1. — Superficies medias y baricéntricas de las curvas. — Tra-
tindose de curyas alabeadas, son ya conocidas las superficies medias:
lugar de los centros de las cuerdas de una curva. Si se considera
curvas planas, sus superficies medias constituyen lugares areas de
puntos en el plano.

Naturalmente, cuando una curva plana es cerrada y convexa,
su superficie media es la regién del plano no exterior a la curva.
La de una circunferencia es su circulo.

Es sumamente sencillo hallar la superficie media de un arco de
circunferencia: En la circunferencia de centro O (fig. 1) considere-
mos el arco AB’B, y tracemos los arcos AM, BM homotéticos del
A B’ B respecto de-los centros A y B respectivamente, de razon 1/2.
La supertficie rayada sobre la cuerda A B es el lugar. Basta trazar un
radio cualquiera ON y observar que P — 'punto de interseccién de
ON y el arco BPM — es centro de la cuerda BB’. Todo punto



P’ de ON exterior al trozo rayado no es del lugar, por ser centro
de una cuerda paralela a la BB’ que no puede ya estar inscrita en
el arco AB'B. Si lo estin, en cambio, las cuerdas cuyos centros
son los puntos del segmento P N.

El recinto rayado debajo de la cuerda A B es la superficie me-
dia del arco AGB.

Superficie baricéntrica es el lugar de los centros de gravedad
de los arcos de una curva alabeada. Si la curva fuese plana, dicha
superficie baricéntrica constituiria un lugar area de puntos en el
plano.

Ambas clases de superficies son lugares por generacion, ‘cuyos
puntos quedan univocamente deterrhinados eligiendo arbitrariamente .
dos en la curva. Esta es, pues, conjunto-variable comin a los dos
entes primitivos.

Puede generalizarse la superficie media estableciendo el lugar
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de los puntos que dividen a las cuerdas de una curva en segmentos
que estan en una relacion .

Si se trata de un arco de circunferencia (fig. 2) AV'B el lu-
gar es la superficie rayada sobre la cuerda A'B. Estid limitada por
el arco dado y cuatro arcos méis: dos de ellos pertenecen a las
circunferencias de centros O;, O, homotéticas de la dada de razén

X respecto de los centros A y B; los ofros dos arcos pertenecen a
las circunferencias de centros O’, O, homotéticas de la dada de

r I .
razén — respecto de A y B como ceniros de homotecia.

Se desprende, desde luego, que todo punto no contenido en la
corona circular limitada por la circunferencia dada y la que es tan-
gente exterior a las O,, Oy no es del lugar. Ahora bien: un punto
P de esta corona, pero exterior a la superficie rayada, tampoco es
del lugar. Basta observar que este punto pertenece a dos circunfe-
rencias G;, G, inscritas en la corona. Sea V el punto de tangencia
de C; con el arco dado, y A, el de contacto con el arco de cir-



cunferencia de centro O’. La recta VA, ha de pasar por A y es
AV
A A
pero que no estd, pues, inscrita en el arco dado. Tampoco puede es-
tarlo la cuerda VN’ que resulta de considerar la circunferencia G,.
Del mismo modo se comprende que los puntos comunes a las cir-
cunferencias G y a la superficie rayada pertenecen a cuerdas ins-
critas en el arco AVB y las dividen en segmentos cuya razon es \.

El mismo lugar para el arco AN’ B lo indica el rayado inferior.

=X\. La recta VP produce una cuerda VN tal que es % =X\;

2. — Lugar de los ceniros de los segmentos inscritos en dos
segmentos dados A B, CD. (Superficie media de dos segmentos). —

Conviene antes recordar cémo se inscribe un segmento en los lados
de un 4ngulo dado BVD de manera que su centro sea un punto P
también dado (fig. 3). Sabemos que basta trazar, por ejemplo, P O,
paralela al lado VB, tomar V’, simétrico de V respecto de O y unir
Py V. VYV’ es la solucion.
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En la misma figura, AB y GD son los segmentos dados. Cons-
truyamos el paralelogramo MM NN cuyos lados son paralelos a
dichos segmentos y donde M y N son centros, respectivamente, de
A G y ED. Este paralelogramo es el lugar: Todo punto P de él es
centro de un segmento inscrito en AB y CD, y no lo es cualquier
punto que no pertenece al paralelogramo. Para probarlo prolonga-
remos los lados M’M hasta Q. NN’ hasta R y tracemos PO para-
lela a ellos. G es simétrico de V respecto de Q, y D lo es tam-
bién respecto de R. Ll punto simétrico de V. respecto de O esta,
pues, en CGD. De igual modo, si trazamos P O’, paralela a VD, el
simétrico de V respecto de O’ estd en A B.

Si se trata de un punto que no pertenece al paralelogramo, al-
guno de los centros de simetria O, O°, o ambos, no estin respecti-
vamente en QR y ST, y dicho punto no es, por lo tanto, del lugar.

La solucién es también sencillisima utilizando el recurso de los:
lugares parciales: Para obtener un punto del lugar basta tomar
arbitrariamente sendos puntos en AB y CD (fig. 4). AB y CD

\

, A

3 N, A
~, by
// N \ \
;

Fig. 4

son, pues, conjuntos-variables unidimensionales, y el lugar es, na-
turalmente, bidimensional. Un lugar parcial correspondiente a GD
se obtiene si consideramos fijo un punto P de AB y variable
otro en GD. Este lugar parcial es el segmento EF, paralelo a GD
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e igual a su mitad. Haciendo variar ahora a P en A B, varia fam-
bién EF y engendra el lugar total. EF es siempre paralelo a CD
y de longitud constante 1/2 CGD. Se trata, pues, de una traslacion,
y la direccién de ella es precisamente A B, como se deduce de ser
MM’ lugar de los extremos E. El lugar total.es el paralelogra-
mo MM NN.

Si AB y CGD son paralelos, dicho lugar degenera en un seg-
mento (paralela media del trapecio ABD G). La incidencia de los
sistemas de lugares parciales es de dimensién i; las coordenadas
de los puntos del lugar total son funciones de un solo parametro
que sustituye a una cierta funcién de los dos genéricos. Sean

x=x-ap
AB = , U= py,
‘ y=y +bp
! S
x=x,+mp
CDh= , U= p=v,
Y=Yyi+np

las ecuaciones paraméiricas de los segmentos AB y GD. Las ecua-
ciones del lugar propuesto son

x=1/2[(x'4-x) + (ap4-mp)]
y=1/2[(y +y) + b p+np)]

Si AB y GD son paralelos ha de ser —;}:':I?{ . Poniendo en

(1]

; . b .
las [I] m:%, n:n;, se obtiene

x=1/2 (< 4x)+1/20 (uf T p)

y=1/2(y ++y) +1/2b (n 4 o),
donde los paréntesis que multiplican respectivamente a 1/2a y
1/2 b son iguales en virtud de %: I:% . Haciendo, pues, p -+ E o

=1, tenemos en definitiva
x=1/2 (X 4x) 4 1/22a}
y=1/2(y +yg) +1/2bX\



Es facil acotar N\. Estas son las ecuaciones del lugar total que,
ahora, representan un segmento, paralelo a AB y GD (coeficiente

angular —;—) y equidistante de ellos. A cada valor de \ correspon-

den infinitos pares (u, @), es decir,- a cada punto del lugar co-
rresponden infinitos pares de puntos entre AB y GD.

3. — Lugar de los centros de los paralelogramos inscritos en
un cuadrildtero dado (M. A. Longchamps). — Al resolver este pro-
blema se ha considerado siempre los paralelogramos de lados para-
lelos a las diagonales del cuadrilitero. De este modo la solucion
es ¢l segmento cuyos extremos son los centros de dichas diagonales;
pero se comprende que el lugar es mas general prescindiendo de tal
restriccion impuesta por el paralelismo. Entonces se trata de un
lugar area.

Sea ABCD el cuadrilitero dado (fig. 5). Tomamos arbi-
trariamente en los lados AB, AD sendos puntos E, F. A partir

<

de un punto cualquiera G’ de B C, por ejemplo, tracemos un seg-
mento G'H’ igual y paralelo al EF, y por H' la paralela a BG
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hasta H. El segmento, H G, paralelo ¢ igual a G'H’, y el EF
determinan, pues, un paralelogramo inscrito en el cuadrilatero da-
do y, por lo tanto, un punto del lugar. De esta construccion se de-
duce: 1°. Un punto del lugar queda univocamente determinado eli-
giendo arbitrariamente sendos puntos en dos lados adyacentes del
cuadrildtero; 2°. Elegidos los puntos anteriores quedan determina-
dos los otros dos en el otro par de lados; 3°. Pueden mo existir
estos ultimos puntos, y, por lo tanto, .la eleccion arbitraria de
E y F estd acotada.
~ De todo esto resulta que los entes primitivos del lugar pro-
puesto son cuatro puntos, E, I, G, H, 'vértices de un paralelogra-
mo, que producen un punto P del lugar. Cada uno de estos cua-
tro puntos se mueve sobre una linea; pero este movimiento sélo
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser, pues, un area,
en general. Los lados AB, AD del cuadrilatero dado, o mejor, los
recintos acotados en ellos, son conjuntos-variables.

Como vemos, no es necesario el paralelismo de BD y EF.

Todo punto del lugar ha de ser centro de dos segmentos (dia-
gonales) -inscritos uno en AB y GD (fig. 6) y otro en AD y BGC,
luego ha de pertenecer a los paralelogramos QMRN y SMTN,

AT Q D
Fig. 6

superficies medias de ambos pares de lados opuestos. El lugar es,
por lo tanto, la parte comin a dichos paralelogramos. Es facil ver
que esta parfe comin es otro paralelogramo MM'NN. N y M
son centros, respectivamente, de las diagonales AC y BD del cua-
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drildtero, y los lados del lugar son paralelos a los AB y AD en-
volventes del cuadrilatero completo.

Si el cuadrildtero dado es trapecio el lugar degenera en un
segmento, y si es paralelogramo, en un punto.

h.— Lugar de los centros de los segmentos inscritos en una
«circunferencia y una recta. — Es, pues, otra superficie media.

Sea O la circunferencia y r la recta (fig. 7). Reconoceremos
scudndo un punto P es del lugar trazando la recta simétrica r’ de r

‘A

1

o C H

Al

respecto de P (hagase la figura). Si r’ tiene con la circunferencia O
puntos propios comunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario,
puesto que si F y G son esos puntos comunes, uniéndolos con P y
prolongando los segmentos hasta r, ambos segmentos cumplen las
condiciones del enunciado. .,

Las rectas MQ y NR, paralelas a la r, donde M y N son,
respectivamente, los centros de AH y BH, limitan este lugar éarea,
que es la franja rayada: las rectas simétricas de r respecto de log
puntos de dicha franja cortan o son tangentes a la circunferencia
O; y no la cortan las simétricas de r respecto de los demas pun-
tos 'del plano.

r y O son conjuntos-variables. El sistema de lugares parcia-
les correspondiente a r lo constituyen todas las rectas de esta franja
paralelas a r. Y el sistema de los correspondientes a O todas las
.circunferencias inscritas en dicha franja. '
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St en vez de considerar la recta r se trata de un segmento
CD, es claro que el lugar serd la parte de la franja doblemente
rayada, donde las circunferencias O;, O, son las posiciones limites
del lugar parcial correspondiente a O. ‘

5.— Lugar de los centros de los segmentos inscritos en dos
circunferencias.

Sean O,, O, las circunferencias dadas, de radios r;, r, respec-
tivamente. Reconoceremos si un punto P de su plano es o no del
lugar trazando la circunferencia O’;, simétrica de la Oy, por ejem-
plo, respecto de P. Si O’ y O, tienen puntos comunes reales, S,
T, y son §’, T" sus simétricos respecto de P, los segmentos SS’,
TT estan inscritos en O; y Oy, y es P su centro.

Construyamos las circunferencias concéntricas de centro O
(fig. 8), punto medio del segmento O; O,, cuyos radios son, res-
pectivamente, 1/2 (r; }1,) y 1/2 (r; —ry). Es .facil probar que
las cifcunferencias simétricas de una de las dadas respecto de los

Fig. 8

puntos de la de radio 1/2 (r; J-r,) son tangentes exteriormente a
la otra; y lo son interiormente si se toma como centros de sime-
tria los puntos de la circunferencia de radio 1/2 (r; —r,). Trace-
mos una recta cualquiera O,D’ que corte a ambas circunferencias
concétricas. Los puntos de interseccion son A, B, C, D, y A B,
C’, D’ los simétricos de O, respecto de aquéllos. En virtud de lo
dicho, las circunferencias de radio r, y centros D’ y C' son, res-



pectivamente, ’?éngentes exterior e interiormente a la Oy, con lo
cual los puntos del segmento D’ G’ —vy, por igual razon, los de
B’ A’ —son centros de circunferencias de radio r, que tienen con
la O; puntos comunes reales; y no los tienen las circunferencias
de radio r, cuyos centros no estin en los segmentos D° C’, B® A/,
para la recta genérica considerada O,D’. Por lo tanto, en dicha
recta, solo son puntos del lugar los de los segmentos AB'y CD.
Y, en definitiva, todo punto de la corona circular rayada es, pues,
del lugar, y no lo son los deméas puntos del plano. El lugar pro-
puesto es esta corona.

Considerando los segmentos inscritos de extremos M, fijo en
O,, y X, variable en O, obtenemos un lugar parcial que es la cir-
cunferencia de centro G, inscrita en la corona, y que engendra el
lugar total cuando M varfa en O,. Del mismo modo, un lugar par-
cial correspondiente a la circunferencia O, respecto de un punto
fijo, N, de la O,, es la circunferencia de centro H, {tangente en Q
y R a las de la corona.

6. —El 1. g. de las polares de los puntos de la cuerda AB de
una conica ¢ (fig. g) respecto de ¢ es la parte de haz rayada,
donde P, vértice del haz, es polo de AB. Este haz acotado de po-
lares es un lugar de rectas, y también lo es de puntos. Basta, para

Fig. 9

verlo, enunciarlo asi: «Dada una cénica ¢ y una cuerda AB, t6-
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, en uno de los dos arcos
en que la cuerda divide a la conica, y oiro, Y, en el otro arco. La
recta XY corta en V a la cuerda AB.'Lugar de los conjugados ar-
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‘monicos de los puntos V respecto de todos los pares (X, Y)». To-
~do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser
V de la cuerda AB, dicha polar es del haz acotado.

También puede verse que la condicion necesaria y suficiente
para que un punto Q sea del lugar es que su polar A’B’ respecto
de ¢ corte a la cuerda A B, condicién que cumplen solamente los
puntos del recinto infinito rayado.

Los puntos del lugar quedan univocamente determinados eli-
‘giendo una terna (X VY); pero sOlo es arbitraria la eleccién de
X e Y; es decir, entre las tres lineas a que pertenecen, respécti-
vamente, los puntos de la terna, solo son conjunto-variables los
arcos AXB y AYB de la conica dada o.

7. — Lugar de los ceniros de las circunferencias que tienen
puntos comunes con dos dadas.

Los puntos del lugar quedan univocamente *determinados eli-
giendo arbitrariamente tres: dos en una de las circunferencias dadas
y otro en la otra. Ambas circunferencias son, pues, conjuntos-va-
riables; pero como una de ellas contiene dos puntos arbitrarios hay,
en total, tres conjuntos-variables. Las coordenadas de los puntos
de este lugar son, por lo tanto, funciones de tres parametros inde-
pendientes, y ha de haber forzosamente entre los sistemas de lu-
gares parciales incidencia de dimension 1, siendo 3 —1=2 la di-
mension del lugar total.

En la figura 10 son O; y O, los centros de las circunferen-
cias dadas, cuyos radios van a ser, respectivamente, Ty y r,. Va-
mos a proceder del modo siguiente: Entre todas las ‘circunferencias
que cortan o son tangentes a las dadas, Op O,, nos releriremos
primero a aquellas cuyas cuerdas comunes con las O;, O, con-
curren en un mismo punto P del eje radical PO de dichos circulos
dados, y hallaremos el lugar de sus centros. Se comprende que, al
considerar todos los puntos del eje radical, este lugar restringido
—mno parcial — engendra el lugar propuesto.

Supongamos trazadas. desde P dos secantes a O, O, respecti-
vamente y sean c;, ¢, las cuerdas interceptadas. Es claro que las
mediatrices de ¢; y ¢, se cortan en un punto que es del lugar.
El L g. de los centros de todas las cuerdas ¢, es el arco FO, R
que pertenece a la circunferencia de didmetro O, P. Analogamen-
te, el 1.g. de los centros de las cuerdas c, es el arco HO,J que
pertenece a la circunferencia de diametro O, P. Las mediatrices



de todas las cuerdas ¢, se obtienen, pues, trazando las rectas que
pasan por el punto O; y por todos y cada uno de los puntos del
arco FO, E, y estin contenidas, por lo tanto, en el dngulo a. Dek
mismo modo, todas las mediatrices de las cuerdas ¢, forman el
dngulo B. La parte de plano comin a ambos 4angulos, que es el
cuadrilditero VSLT, constituye el lugar restringido. -

Estudiemos. ahora las trayectorias de los puntos S, T, V, L.
cuando P recorre el eje radical. Para ello hemos de advertir que,
por ser PE=PH y rectos los angulos PES y PHS, es SE=
=S H. De igual manera es también TF=TJ. De aqui se ob-
tiene sucesivamente :

SO{—r;=S0,+41r, ; SO, —SOy=r1, }r,.
TO{+r,=TO;—r, ; TO,—TO;=r;+F1,.
Esto prueba que los puntos S y T pertenecen a sendas ramas

de la misma hipérbola cuyos focos son los puntos O,, O, y cuya
constante es r, |- r,.
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Escribiendo relaciones parecidas para L y V veremos que am-
bos puntos se mueven sobre sendas ramas de otra hipérbola, ho-
mofocal a la anterior, de constante r; —r,, lo cual nos indica que
dichas ramas de esta ultima hipérbola quedan entre las de la pri-
mera.

De todo se deduce que el lugar propuesto es la parte de plano
comprendida entre las ramas sobre las cuales se encuentran S y
T. El cuadrilitero VSLT se desplaza en ella variando de forma,
cuando P recorre ¢l eje radical. Si P es el punto‘impropio de dicho
eje el cuadrilatero degenera en el segmento M N, cuyos extremos
son los centros de los segmentos AC y BD respectivamente.

La hipérbola de constante r, 1, es lugar de los centros de
las circunferencias tangentes a las dadas, quedando éstas en dis-
tinta regiéon del plano respecto de aquéllas. La ‘hipérbola de cons-
tante r; —r, es lugar de los centros de las circunferencias tangen-
tes a las dadas, y éstas quedan en igual region del plano.

Cuando una de las circunferencias dadas es un punto, el lugar
de los centros de las que pasan por dicho punto y cortan o son
tangentes a la otra es también la regién del plano mno interior a
una hipérbola cuyos focos son el punto conocido y el centro del
circulo dado, y cuya constante es el radio de este circulo. En este
caso particular no existe, naturalmente, la hipérbola homofocal del
problema general, puesto, que aqui el lugar restringido es un seg-
mento rectilineo y no un cuadrilétero.

Es ftrivial el caso de ser puntos los dos circulos dados. El lu-
-gar es, entonces, la mediatriz del segmento que determinan, y el
restringido es un punto genérico de esa mediatriz.

8. — Lugar de los centros de las circunferencias que tienen pun-
fos comunes con olra circunferencia y una recta.

La recta dada es la MT (fig. 11), y la circunferencia es la
que tiene O como centro y a cuyo radio vamos a designar por r.

Analogamente a como hemos hecho en el ejemplo anterior con-
sideremos primero todas las circunferencias que cortan o son tan-
gentes al circulo y a la recta dados de modo que las cuerdas co-
munes con la circunferencia O concurran en un mismo punto P
de la recta MT que es, en este caso, el eje radical del par dado. -
Hallaremos el lugar de los centros de estas circunferencias. Este
lugar restringido engendra el total cuando P recorre el eje radi-

cal MT.

§
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Sea C; una circunferencia cuyo centro O; pertepece al lugar
restringido correspondiente a P. O; es la interseccién de las per-
pendiculares a la cuerda comin UV en su punto medio w— dicha
perpendicular pasa por O — y a la y—x, también en su punto

Fig. 11

medio p’. Para todas las circunferencias C: correspondientes a P
el lugar de los puntos u es el arco AOB de la circunferencia de
didmetro OP. Veamos el lugar de los puntos p’, situados todos
ellos en la recta dada MT. Estos puntos tienen la abscisa -~ 1/2

(x-+y) respecto de P. Ademdis se verifica AP2=PV.PU=xy;
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AP=-+ V;;'y. Y se sabe que es 1/2 (x—-y) = Vxy. Lo que
nos dice que si llevamos la longitud AP sobre la recta dada pon
encima y por debajo de P obtendremos dos puntos, M y T, que
son minimas abscisas de los u’. El lugar geométrico de éstos esta
constituido, pues, por las semirrectas de extremos M y T no con-~
tinentes de P.

El lugar restringido. que tratamos de encontrar sera, por lo
tanto, el conjunto de las intersecciones de las perpendiculares a
estas semirrectas en todos sus puntos y de las rectas del haz aco-
tado O—d; es decir, las partes infinitas rayadas en la figura.

Cuando P recorre el eje radical, el lugar restringido se des-
plaza asimismo sobre el plano y engendra el total. Hallemos las.
trayectorias de los vértices S y R.

Por ser rectos los angulos PTS y PAS y ser PA=PT,
es también AS=ST. O sea, ST—SO=r; luego S pertenece
a una parabola de foco O y directriz ED. Anélogamente, el pun-
to R pertenece a otra pardbola homofocal a la anterior de cons-
tante —r, es decir, de directriz E'D’. Estas parabolas pasan, res-
pectivamente, por N y F. El lugar propuesto es, por lo tanto, la
regién del plano no interior a la parabola de directriz ED.

Ambas cénicas son l.g. de los centros de las circunferencias
tangentes a la dada y a la recta MT. )

En el caso particular de ser un punto el circulo dado, el lugar
propuesto- es, naturalmente, la region del plano no interior a la
parabola que tiene a dicho punto como foco y a la recta dada co-
mo directriz.

9. — Lugar de los centros de las circunferencias que tienen pun-
tos comunes con tres dadas. :

Sean C;, G, C; estas ultimas circunferencias, cuyos centros.
son Oy, Oy, O;, y a cuyos radios designaremos por ry, Ty, Irj, res-
pectivamente (fig. 12). Resolvamos el problema correspondiente al
ntmero 7 para los pares de circunferencias (C;, GC,), (C;, Cj),
(Gy, Gg), y obtendremos asi tres recintos del plano no interiores,
respectivamente, a las hipérbolas de constantes r; v, 1, -}rj,
ry-F13, cuyos focos son los pares de puntos (O, O,), (Oy, Os),
(0g, Os). La parte coman M a estos tres recintos del plano es el
lugar propuesto. En efecto, todo punto, P, de M ha de ser centro
de tres coronas ¢irculares oy, Gy, Ggg, de manera que cada co-

rona o;; estd formada por todas las circunferencias de centro P
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que cortan y son fangentes a cada par (G;, Cj). Si, por ejemplo,
la circunferencia C; no tuviese ningtn punto en la corona a,,, mo
podria haber tampoco'ninguna circunferencia de centro P que ‘tu-
viera puntos comunes reales con alguno de los pares (C;, Cj),
(Cy, Cj), contra la hipotesis, puesto que a,, estd limitada por
circunferencias que han de ser tangentes a alguna de las Gy, Gy,
Luego existe una corona circular de centro P que es comin a lad
tres coronas «;;. De igual modo, todo punto que no pertenece a
M no es centro de ninguna circunferencia que corta o es tangen-
te a la terna dada.

Es curioso ver qué forma tiene este lugar. Si todos los puntos
de interseccién son propios, las hipérbolas que limitan los tres re-
cintos mencionados producen seis vértices, A, B, G, D, E, F, y, por
consiguiente, M es una parte de plano comprendida entre seis ar-
cos de hipérbola.

En el problema del ntmero 7 vimos cémo, ademas de la hi-
pérbola de constante r, --r,, obteniamos también otra homofocal
de constante r; —r,. Pues bien, es elemental probar que por cada
vértice del exagono curvilineo ABCDEF pasa una rama de hi-
pérbola de constante genérica r;j— r;. Para el vértice A, por ejem-
plo, se verifica: ‘

AO3—AO;=rz+r; ; AO;—AOQ; =141y,



y, restando, AQz—AOy=r;—r,. Puede verse también que en
el lugar M hay dos puntos, G y H, comunes a tres ramas de estas
hipérbolas homofocales a las que limitan M. Naturalmente, estos
puntos y los seis vértices del exdgono son las ocho soluciones del
problema de Apolonio relativo a tangencia.

10. — El problema precedente puede originar nueve casos par-
ticulares, cuando una, dos o las tres circunferencias dadas degene-
ran en puntos y rectas. En todos ellos han de figurar las solucio-
nes del problema de Apolonio como puntos notables de estos lu-
gares ' areas.

En la figura 13 estd representado el lugar correspondiente al
caso de ser dos circunferencias Y, Y, y una recta p la terna da-
da. Dicho lugar consta de dos recintos infinitos del plano: Uno

de ellos tiene como vértices los puntos A, B y G, y posee un pun-
to interior D com@n a tres curvas: una hipérbola y dos parabolas.



El otro recinto tiene por vértices los puntos A’, B’ y ¢ (el A’ fal-
ta en la f1gura) y posee también un punto interior D’, comin a
las mismas curvas que pasan por D.

Estos ocho puntos son las soluciones de Apolonio.

11. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a dos ar-
bitrariamente elegidos en sendas rectas es una constante k finita
y no nula. :

Sean x e y las rectas dadas (fig. 14), y p una recta cual-
quiera del haz de vértice O. Sobre p so6lo existen dos puntos P, P’
simétricos respecto de O, que cumplen la condicion de ser k la
suma de sus distancias respectivas a x ¢ y. Cualquier punto de p
exterior al segmento PP’ no puede ser del lugar propuesto, por-

/{//
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Tig. 14

que la suma de sus distancias a los puntos mas proximos a él,
uno de x y otro de y, es ya superior a k. En cambio, los puntos
del segmento PP’ son del lugar, puesto que, si es Q uno genérico,
es siempre posible trazar desde Q sendas oblicuas a x e y de ma-
nera que sea k la suma de ellas. Se desprende asimismo .que las cor-
denadas oblicuas (x, y) de P varian linealmente con p. Finalmente,
siendo p una recta genérica del haz de vértice O, deducimos de to-
do lo expuesto: 1°. El lugar es un é&rea finita del plano; 2°. La
linea que limita esta area es poligonal, y O es su centro de sime-
tria; 3°. Dicha linea es, a su vez, l.g. de los puntos cuya suma
de distancias a las rectas dadas es la constante k propuesta. '

Para acabar de determinar el lugar basta observar que las rec-

4



tas dadas pertenecen también al haz considerado, y que llevando
sobre cada una de ellas a partir de O, a uno y otro lado, distan-

. . k F—
cias iguales a g los puntos extremos A, B, C, D son limites.

del lugar en dichas rectas, ya que, por ejemplo, es
BB’ =BOsen¢p =k,

y como P se mueve linealmente en el plano en cada «cuadrante» de:

los ejes (x, y), el lugar es, en definitiva, el rectangulo A B GD.
Una variacién del angulo ¢ o de la constante k acarrearia tam-

bién variacion de perimetro y area del rectangulo hallado; pero la

propiedad que sintetiza los puntos del contorno subsistirfa. ‘
Las ecuaciones de los cuatro lados del rectingulo son

k
TxXEY=40 [1];

pero, sin embargo, no todos los puntos de estas rectas son 'del lu-
gar. Es preciso acotar las variables.

Pues bien: asi como los puntos del perimetro ABCD, for-
mado por cuatro segmentos, tienen una propiedad que los unifica,
debe existir también una sola expresion analitica que sélo quede
verificada por los puntos del perimetro de referencia. Puede con-
seguirse esto introduciendo valores modulares de las variables. En.
efecto: la aparente contradicion [1] nace de no tener en cuenta
que, en mnuestro problema, el concepto de distancia es elemental,
independiente de la orientacion, o sea, es un valor absoluto, y que
la palabra suma tiene, pues, el significado primitivo que excluye
a la suma algébrica. Es facil probar que, como consecuencia de es-
to, los valores absolutos de x y de y han de ser figuales o infe-

riores a (fraccion siempre positiva).

Por lo tanto, considerando las rectas x, y como ejes oblicuos,
la suma de los mddulos de las coordenadas de un punto genérico
S del contorno ha de ser igual a la semidiagonal del rectingulo,

es decir,

x|+ Iyl=

ecuacion que solo satisfacen las coordenadas — positivas o nega-
tivas — de los puntos del contorno. Poniéndola en forma expli-
cata es



Y= g — X1

lo cual expresa que la diferencia del segundo miembro ha de ser

k

siempre positiva, o lo que es lo mismo: |x| =Z——. Y, con el

sen @
fin de no excluir las coordenadas negativas, puede ponerse

y:i (se:cp— 'X‘ )

Por lo tanto, a cada valor, positivo o negativo, de una de
las variables corresponden dos opuestos de la otra.

2 k2
sen @

El area del rectingulo lugar, en funcién de k y cp, es
como ficilmente se deduce.
En el caso particular de ser cp:%, la ecuacién obtenida es

x| 4 |y| =k, y representa los cuatros lados de un cuadrado cuya
semidiagonal es k. El area es 2 k2.

El l.g. de que estamos fratando tiene doble motivo para ser
un lugar area: Por una parte, existen dos rectas, x e y, que son
conjuntos-variables; por otra, a cada par de- puntos elegidos ar-
bitrariamente, uno en x y.otro en y, corresponden todos los pun-
tos de una elipse cuyos focos son X e Y y k la constante. O sea,
el problema matriz de este lugar, referido solo al par (X, Y) de
entes primitivos produce ya un l.g. unidimensional. Podemos sus-
tituir este problema matriz por otro en el que figure un ente pri-
mitivo més, de manera que su solucién sea uno o varios puntos, y
que resolviéndolo reiteradamente genere el lugar propuesto. Basta
para ello considerar como entes primitivos a los de la terna (X,
Y, p), y como cuestion encontrar los puntos P; de p que cumplen|
P; X 4 P;Y=Lk. Haciendo después que estos entes pei‘tenezcan, res-
pectivamente, a las nectas x, y y al haz de rectas de vértice O ob-
tendremos el nectiangulo lugar. Se desprende, pues, que los sistemas
de lugares parciales inciden segin lineas.

Hemos dicho que a cada par de puntos X, Y tomados en x e
y arbitrariamente corresponde una elipse f, cuyos puntos han de
ser todos del rectangulo hallado. No siempre ocurre que f es tan-
gente a los lados del rectdangulo, como se ve, por ejemplo, toman-
do X e Y de manera que sea X Y=Lk; pero existen elipses que tie-
nen un punto limjté S. Los focos de estas elipses fangentes al con-
torno se hallan tomando en éste un punto S arbitrario — que es el
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de tangencia — y trazando las perpendiculares SX, SY a x e y.
Los pies de ellas son dichos focos.

Si X, Y coinciden en O, la elipse degenera en la,circunferencia
de centro O y radio 1/2 k, y ningan punto de ella es limite, por-
que O no puede ser pie de dos perpendiculares a x e y trazadas
desde un mismo punto.

Finalmente, si a uno de los dos entes primitivos X, Y se lg
considera fijo y el otro varia en su recta obtenemos un lugar par-
cial que es también un 4rea, y que vamos a resolver a continuacion.

12. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a uno fijo
F y a otro variable sobre una recia v es una constante k finita.

La generacion de este lugar puede hacerse asi: Supongamos
dos puntoss X y F y una recta p que pasa por el Gltimo. Ahora
cabe el problema de hallar sobre p los puntos P; taﬂes que P; X'+
-+ P;F=k. El lugar propuesto queda generado aswnando a los
entes primitivos X y p sendos con;untos—vanables. una recta r al
primero y el haz de rectas de vértice F a la segunda. El otro en-
te primitivo F permanece fijo. Y siéndo lineales ambos conjuntos-
variables es claro que el lugar ha de ser una area.

Dejando fijo X y considerando todas las rectas.del haz ten-
dremos un lugar parcial correspondiente a dicho haz, que es la elip-
se de focos X y F y constante k. Del mismo modo, un lugar par-
cial correspondiente al conjunto-variable r es un segmento rectili-
neo que contiene a F. La incidencia de ambos sistemas de lugares
parciales es forzosamente de dimension cero.

He aqui como puede obtenerse el lugar total: Tracemos las
pardbolas de foco comtn F (fig. 15), cuyas directrices d y
distan k dé la recta r. Se ven facilmente dos cosas: 12. Estas para-
bolas tienen comunes dos puntos reales M, N que pertenecen también
a r, y son simétricos, claro es, respecto del eje comin a ambas
curvas. 22. Los arcos MSN, MQN de estas dos parabolas tieneni
la propiedad de que la suma de las distancias de sus puntos a F,
y a 1 es k; luego tales arcos son del lugar propuesto.

Todo punto P del recinto MSNQM es también del lugar, y
los P’, exteriores a él, no lo son. Basta, en efecto, observar que es
PX+PF<k y PPX-+P F>k. En el primer caso siempre exis-
ten dos oblicuas'a r- desde P cuyas longitudes respectivas sumadas
a PF dan k.
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No puede darse el caso que estas oblicuas corten a r fuera del
segmento M N, puesto que FM=F N=k.

El recinto citado es, pues, el lugar pedido.

De las Gltimas igualdades se deduce ademas que la eleccion ar-
bitraria de X estd acotada, ya que sélo varia en el segmento MN.

Frad

-l
o N

Fig. 15

A cada foco X corresponde una elipse lugar parcial, que tiene
dos puntos de tangencia P, P, con la curva limite compuests
MSNQM. Esta curva es, por lo tanto, la envolvente de las elipses
lugares parciales. Es facil ver también que los puntos Py, P, tie-
nen igual ordenada. !

Cuando el foco mévil X es cualquiera de los puntos singulares
M, N las elipses degeneran en los segmentos F M, F N. ;

Puede probarse facilmente que las tangentes a los arcos que
forman la curva limite en los pares de puntos (P;, P,) concurreni
en la recta r. Sea b la ordenada de P, (y de P;), y vamos a ha-
llar la ordenada de R, interseccién de r y la tangente en P, al ar-
co MQN. De la semejanza de los triangulos RXPy, y FAB re-
sulta:

OR —Dh kdc | . c k¢ .
P = s OR=PX o4
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pero del tridngulo P,DF se deduce:

(k—PyX)2 =D (P, X F-0)2; P, X =¥ 2=
? o2 2 (kte)

valor que sustituido en el de OR mnos da:

 krgpr—e2

OR Y

Escribiendo relaciones anélogas deducidas de la semejanza de
los trisngulos RXP; y GEF se obtiene el mismo valor dltimo
para la ordenada de la interseccion de r y la tangente en P, al
arco MSN, c.s.q..d.

Los puntos de la carva MSNQM tienen una propiedad que
los sintetiza, y vamos a encontrar la expresién analitica que re-
presenta esa propiedad. |

La abscisa x de un punto genérico de la “curva compuesta,
sumada al radio vector p de dicho punto, ha de dar la constants
prefijada k, teniendo en cuenta sélo el valor absoluto de x. Es de-
cir, |x|4+p=k. Pero p= Vy2—}—(c-—x)2, donde y es la orde-
nada del punto genérico. Obsérvese que la x del radicando no esta
modulada. Sustituyendo y elevando al cuadrado resulta

y2=2cx—2k|x| 4 k?—c? [1],

ecuacién que nos permite hallar la ordenada (positiva o negativa)
de un punto de abscisa - x. ‘

Comprobemos algunos valores: Desde luego, la ecuacion [1]
indica simetria de la curva respecto del eje x, como asi es, en efec-
to. Si hacemos x=o0, es y—- Jk2—¢c2 lo cual indica que el
radio vector de los puntos M y N es k, de acuerdo con la figura.
Haciendo y=o, ha de ser gklx[—zcx:kz—(;?. El primer
término es siempre positivo, y el segundo sera positivo cuando x
sea negativo, y reciprocamente. Por lo tanto, 2 x (k- ¢) =k2 — ¢2;

X=1/2(k+c);x" =—1/2 (k—o¢),
valores que tienen los segmentos OS y OQ respectivamente.

Sustituyendo el valor x” en [1], y se anula. Si hacemos x >>1/2
(k—c), como es siempre k>>c, la diferencia 2cx—2k|x| serfa



entonces inferior ¢z —k2, y el segundo miembro de la ecuacién [1]
se haria negativo. Anédlogamente puede decirse cuando x < —1/2
(k—<c). Por consiguiente, la curva limite del lugar propuesto solo
estd definida en el intervalo —1/2 (k—¢) =x = 1/2 (k+c).
Por dltimo, cuando es y> Jk2—¢2, o y<<— [ k2—¢?
resulta 2 cx—2k|x|>>0, y no existen valores reales de x que ve-.
rifican esta dltima desigualdad. La curva queda, pues, definida, co-

mo ya sabiamos, sélo en el intervalo —]/ k2 —c2 =y =) k2 —e2.

Si en vez de ser una recta el conjunto-variable r fuese un seg-
mento, el lugar estarfa limitado por arcos de pardbola y elipse.

Cuando el punto dado F pertenece a la recta r, la curva limi-
te tiene como centro de simetria dicho punto, y MN es igual a
2 k; los puntos de ordenada nula tendrian la abscisa 4-1/2k.

13. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a otros
dos arbitrariamente elegidos respectivamente en una circunferencia
y una recta es una constante k.

Este lugar es una generalizacion del correspondiente al nime-
ro 11, y presenta tres casos, segin sea k Z c¢-r, donde ¢ es la
distancia entre el*centro del circulo y la recta dados, y r el radio
de dicho circulo.

Ter. caso: k>c-|-r. -

Tracemos las parabolas de foco comin O (fig. 16) y direc-
trices p’, p’’, ambas paralelas a la recta dada p 'y distantes de ella
k1. Se ve inmediatamente que los arcos DGF y DEF tienen
comunes dos puntos reales D y F situados en p y simétricos res-
pecto del eje comin EG a ambas curvas. Cualquier punto B
del arco DGF verifica:

PO+PA=k-|r,
y‘ otro punto N genérico del arco DEF verifica también:
NO+ NA=k-r.
Por lo tanto,

PM+PA=k=NS-NA;



luego los puntos de la curva ¢ compuesta de ambos arcos son del
lugar, y tienen la propiedad de que la suma de sus distancias a la
circunferencia y a la recta dadas es k.

P « |P #

|| _o*

Dl

.......................
e tma -l

r3 ANMRRNN E
\

K+p ,’ K+r
TFig. 16

Del mismo modo como se hizo en el problema anterior, puede
probarse que todo punto del recinto de ¢ es también del lugar, y
no lo son los puntos restantes del plano. El lugar es, pues, dicho
recinto con la curva o.

Como es k> c—+r, todos los puntos de la circunferencia da-
da son del lugar, y ninguno de ellos pertenece a .

2do. caso: k=c-r.

Sabemos que es GR--GO=k-+}r=c-+42r; osea, GO=r.
En este caso la parabola de directriz p” es, pues, tangente a la cir-
cunferencia, y, por consiguiente, RE=r.

der. caso: k>c—r, y k<lc-fr.
Si hacemos la construccién como en los casos anteriores vere-

mos (fig. 17) que el acco CVD de la parabola de foco O y di-
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-tectriz d’ ha de cortar forzosamente (o ser tangente exterior cuan-
do es k=c—r) a la circunferencia dada. Pues bien, la curva ¢
compuesta que limita el lugar en este caso es la misma que en los
precedentes, excepto el arco EVF interceptado en la circunferencia.
Basta ver que los puntos E y F distan k de p; y menos de k los
de los arcos EG y FD. En cambio, los puntos del arco EVF tie-
nen abscisa superior a k, y no pueden ser ya del lugar.

- Y.

» ~

Tig. 17

Sea M un punto genérico de ¢ entre E y F; trazando MA,
perpendicular a p, y el radio OB que pasa por M, ha de ser:

MA-+MB=k; MA+r—MO=k; MA—MO=k —r;

luego M es de la pardbola de foco O y directriz d” (paralela a p
y distante de ella k—r).

La curva ¢ de los casos anteriores sufre ahora una refraccidn
-en el circulo dado.



Tratemos de hallar la ecuacion polar del conjunto de arcos de
¢, siendo 0 el polo, y « el dngulo formado por el eje polar OH
y el radio vector genérico . La distancia ¢ desde un punto de
¢ a la circunferencia dada sumada al médulo de la abscisa de di-
cho punto (en el sistema de ejes OH, p) ha de ser k. Es decir,

94 [x| =k | [1].
Si el punto de ¢ no pertenece al circulo dado, es ¥=u—r1, y
si pertenece a este circulo, ¥=r—u, con lo cual es siempre
9= |w—r|. El valor |x| es la distancia del punto de ¢ a la recta
dada p. Sea X la proyeccién de u sobre OH. Si el punto se to-
ma en el arco CHD, es |x|=X—c¢c, y en caso - contrario |x|
=c¢— X — obsérvese que si el punto tiene una abscisa \|x|>¢, co-
mo es \=ucosa Y. i—nj>-a>;l, el coseno es negativo, y |x|=
=c-+ X —. Para todos los puntos de ¢ resulta, pues |x| =|c—X|
= lc—pcosa|. Sustituyendo en [1] estos valores tendremos:

w—r| 4 |c—pcosa| =k [2],
y, sucesivamente, \

lc—pcosa|=k— |p—r];
¢+ u2costa —2cpcosa=(k— |p—r|)Z;

et k—lp—r])
. 3)

COS & —

ecuaciéon que permite representar graficamente el conjunto de arcos
de parabola que limita al lugar con solo dar valores a u; el valor
méximo de pw es k-r, pues si fuese |u—r|>k tendriamos
|c— pcosal <0, como se deduce de [2], lo cual es absurdo.

El doble signo de [3] indica que cosca ha de tener dos valo-
res diferentes para cada valor de u, cosa que no es cierta sino
cuando 1/2 (c-Fk—r) 2 p<k-r. Y, en efecto, si_en [3] da-
mos a U valores mas pequefios, uno de los dos de cosa resulta
mayor que I, y debe despreciarse.

En la figura vemos que OL=1/2 (r4c—k), y sustituido
en [3] nos da para el coseno un valor igual a la unidad, y otro ma-
yor, que se desprecia. Para valores u<Z1/2 (r-Fc—k) los dos
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del coseno son mayores que la unidad, con lo cual la curva ¢ estd
definida en el intervalo 1/2 (cFr—k)= p=k-+r.

14. — Si en el problema anterior consideramos fijo un punto
en la recta dada p y variable a otro en la circunferencia, obtene-
mos un lugar parcial, que es, a su vez, un area, y que yamos a de-
terminar. i

Sea r el radio de la circunferencia, O su centro y P el pun-
to fijo (fig. 18). Puede ocurrir tres casos: k = OP--r.

rer. caso: k>OP-}r.

Los puntos de una elipse de constante k-1 y focos O y P
son del lugar, pues si M es uno genérico se tiene:

MO-+MP=k-}tr; MAJ+MP=k.
Todo punto exterior a esta elipse no es del lugar, por ser M A
la menor distancia desde M a la circunferencia.

Tracemos ofra elipse de constante k —r homofocal a la an-
terior. Un punto N genérico de ella verifica:

NO-+NP=k —r; NB4NP=Kk;

luego N es también del lugar propuesto, y no lo son los puntoes

interiores a esta elipse, porque NB es la distancia maxima des- -

de N a la circunferencia.
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Todo punto H de la corona eliptica determinada por ambas
elipses es del lugar, pues

k—r<HPLHO<k-r,

es decir, siempre existen dos vectores desde H a la circunferencia
que sumados separadamente a PH dan k.
El lugar es, por lo tanto, la corona eliptica dicha.

20, caso: k=O0OP-r.

Las elipses que limitan la corona tienen, én este caso, por cons-
tantes k—r=0P y k-Fr=O0P 421 respectivamente. El lugar
es, pues, toda el area no exterior a la elipse de constante k—-r,
ya que la otra degenera en el segmento OP. La elipse limite de
este lugar es tangente en R a la circunferencia dada.

kS

Ber.. caso: k<COP—+4r y k>0P—r.

La elipse de focos O y P y constante k--r corta entonces,
forzosamente, a la circunferencia, y, lo mismo que en los casos
anteriores, pertenece y limita al lugar, excepto el arco MTH (fig.
19) interceptado en la circunferencia: Basta ver, en efecto, que los

X7, /////l 77 Y
4&@/[// i
I
J /
cia MBH, y sea PB un radio genérico de este arco. Sobre PB

puntos de este arco distan de P mas de k.
.
7 ///
existe siempre un solo punto N tal que, trazando ON, es NB=NA;i

Fig. 19



y este punto N es del lugar y corresponde a la curva que lo limi-
ta, por ser NA la menor distancia desde N a la circunferencia.
Se verifica:

r—NO=k—NP; NP—NO=k—r.

El lugar geométrico de los puntos N es, pues, el arco MNH
de la hipérbola de focos O, P y constante k —r.

Todo punto D no exterior al recinto MNHRM es del lugar
propuesto, por ser

DO+DP<k--r; DC+DP<k;

y si unimos M y D sera DM4-DP >k, luego han de existir
forzosamente en el arco MCH de la circunferencia dada dos pun-
tos, X, X, para los cuales sea DX -J-DP=Xk. El lugar es, por
lo tanto, la superficie rayada en la figura.

Cuando r=k, el arco MNH degenera en un segmento rec-
tilineo, que pasa a ser eje menor de la elipse, en tal caso de cons-
tante 2 k.

Los puntos de la curva compuesta que limita al lugar estin
ligados por la propiedad de ser k la suma de sus distancias a la
circunferencia dada y a un punto P exterior a ella. A esta propie-
dad que los unifica corresponde una sola expresion analitica con
modulos, que podemos obtener en coordenadas polares: Hagamos
OP=c, y sea O el polo. Desde él tracemos una secante cualquiera,
que cortard a la curva limite en puntos S, E.

Sabemos que es

SCLSP=EC-+EP=k,

y llamando d a cualquiera de los radios vectores correspondientes
a los pares de puntos S, E, la distancia de todo punto de la curva
a la circunferencia quedard expresada siempre por |d—r|. La
distancia de un punto genérico de la curva a P viene dada por

EP=Vd2+c2—2dccosa,

siendo en este caso d=O0OE. Para el punto S seria d=08S, y la
distancia, SP. La ecuacién que traduce la propiedad que sintetiza a
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los puntos de la curva compuesta toma, pues, la forma.

|[d —r1| + }/d2 42 — 2dccos o =k;

y, sucesivamente,

]/dz—{—c2——2dccosoc:k#‘|d—r\,

c2—k?—r?toadrf2ok|d—r|
ade

COS o —

A cada valor de d corresponden dos opuestos y admisibles de
@, con lo cual la curva es simétrica respecto del eje polar. En vir-
tud del término 2k |[d—r| existen dos valores para d, tales como
los correspondientes a los puntos S y E, que verifican [1], para
un mismo angulo.

De la figura se deduce que el radio vector de R wvale* 1/2
(r+c-k); sustituido en [1], y teniendo en cuenta que la dife-
rencia 1/2 (r--c¢+4 k) —71 es positiva, obtenemos cosa=1. Un va-
lor mayor de d nos conduciria a la desigualdad cosa ™1, por ser
k +r>c. El radio vector ha de cumplir de momento la limitacién
d=1/2 (cFr-+k).

"~ El d correspondiente a F vale 1/2 (cr—k), y la diferen-
cia 1/2 (¢c}r—k)—r es negativa; pero podemos cambiar los sig-
nos, por estar modulada en [1], y entonces dicha expresion es
COS 0 =1I. .

Un valor d<Z1/2 (r-4c—k) aumentaria el moédulo |d—z/,
y, por lo tanto, cosa, que llegaria a valer mas de la unidad. Lue-
go debe ser

/2 (c-tr—k)=zd=1/2 (c+rtk).

Dando a d valores que cumplen esta limitacion, sustituidos en
[1], encontraremos &ngulos - que permiten representar la cur-
va limite.

15. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a dos ele-
gidos arbitrariamente en sendas circunferencias es k.

Sean O y O’ los centros de las circunferencias, y r y r’ sus
radios (fig. 20), supoiniendo r’ >>r.
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rer caso: k>00 —r-|r.

Con focos O, O tracemos dos elipses - ¢, ¢’ de constantes
k--r-1r y k—r—1" respectivamente. Es facil ver que los pun-
tos P, de la primera, y M, de la segunda, son del lugar, y pertene-
cen también: P a la elipse de focos A, B y constante k, y M a
la de focos F, H e igual constante.

. Todo punto exterior a ¢ no es del lugar propuesto, como tam-
poco lo son los puntos interiores a ¢’. Todo punto Q de la corona
limitada por ¢ y ¢ es del lugar, pues

k+r+1">0Q004+Q0 >k—r—1';

luego siempre existen dos oblicuas a las circunferencias que suma-
das dan k.

El lugar es dicha corona eliptica; y los circulos dados quedan
dentro de .

29, caso: k=00"—r}r.

Sumando ambos radios a los miembros de esta igualdad es
k+r+41r=00"+421. La elipse envolvente del lugar es tan-
gente en N a la circunferencia de radio r’. Restando la suma de los
radios es k—r—1r'=00"—2r, o sea, que el lugar es la elip-
se ¢ y su recinto. Cuando EN=Xk, ¢’ degenera en un segmento
rectilineo. Si es r=1" y k=00’, la elipse ¢ (en este caso cons-
tante k |-2r1) es tangente a ambas circunferencias en E y N.
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Jer. caso: k<&(\)O’—r+r’ yk>00 —(r-r).

En estas condiciones, la elipse ¢ ha de cortar por lo menos a
la circunferencia de radio r’ (cuando es OO0 —r’ 4-r<k<TOO’
—r-r’), y corta a las dos circunferencias dadas si es k<00’
—1’-r. Supongamos que ocurre esto dltimo. La elipse ¢ limita,
como en los casos anteriores, al lugar propuesto, excepto los arcos
DSG y BTE interceptados en los circulos conocidos, como es
facil probar (fig. 21). Se ve también facilmente que los puntos B
y E de la elipse ¢ los son asimismo de una rama de hipérbola

7

. )

5
g 4

\%

Fig. 21

homofocal a ¢ de constante k-r—r’; y que los puntos Dy G
pertenecen a una rama de otra hipérbola homofocal a ¢, de cons-
tante k-1 —r. Los arcos BCE y DMG de estas hipérbolas
mencionadas sustituyen, respectivamente, a los BTE y DSG de
¢; es decir, que la curva que limita al lugar es la BDMGE CB.
Todo punto H del recinto de esta curva es del lugar propuesto, cosa
bien facil de reconocer.

Si es r=r" la figura tiene dos ejes de simetria.

16. — Tomemos un segmento rectilineo A B de longitud k
(fig. 22), y con centro en uno de sus extremos — B, por ejemplo —
tracemos una circunferencia genérica G del haz de las de radio x
que verifica o =Zx = k, y centro B. Esta circunferencia corta en
X al segmento A B. Hallemos el conjugado arménico Y de X res-
pecto de A B, y desde Y tracemos todas las secantes y tangentes a
C. Hallar el 1.g. de los centros Z de todas las cuerdas y intercep-
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tadas por las secantes y tangentes en todas las circunferencias C
del haz mencionado (*).

Para la circunferencia C considerada el lugar de los centros Z
es el arco PBQ que pertenece a la circunferencia de diametro
" BY. Veamos cuél es el 1. g. de los puntos P y Q de tangencia en
todos los circulos del haz.

Es facil observar que las tangentes YP, YQ lo son asimismo
a la circunferencia fija Cj de didmetro A B. Por lo tanto, los pun-
tos P; y Q; genéricos son pies de las perpendiculares trazadas des-
de B a todas las tangentes a Cy. El lugar P; y Q; es, pues, una
podaria de Cy; y por ser B de Cj dicha podaria es cardioid
de Ck. '

Tenemos asi una figura constituida por la circunferencia Cp y
su cardioide respecto de B. Vamos a probar que el lugar propues-
to es el area comprendida entre estas dos curvas. En efecto: reco-
noceremos que un punto S del plano es del lugar cuando unido con
B, la perpendicular en S a BS no corta al segmento AB, o lo
corta en A. Mas no basta esto: es preciso, ademas, que dicha per-
pendicular tenga algin punto comin con la circunferencia Cy. Tra-
cemos por B una recta arbitraria BN, ) dos perpendiculares a
ella: una en M (punto de interseccién con Cy) y otra en N (pun-
to de interseccion con la cardioide). La primera perpendicular cor-
ta en A al segmento AB, y la otra es tangente a Cy. Luego en

(*) Propuesto por Carlos R. de las Cuevas.
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la semirrecta BN solo son puntos del lugar los del segmento M N
interceptado en el area dicha.

-Si, dada una circunferencia C, trazamos ademéis la que es tan-
gente exterior a ella de cenfro A, vemos que el punto Y ya aludido
es centro de semejanza directa de ambas circunferencias C, C'.
Podemos considerar entonces, no solo las cuerdas y interceptadas
en G por las secantes desde Y, sino también las Yy’ correspondientes
a G sobre las mismas secantes, y hallar el 1.g, de los pares de
puntos Z, Z’, centros respectivos de esas cuerdas cuando se traza
todos los pares de circunferencias tangentes G, G’. Obtendriamos el
area limitada por Cy y sus dos cardioides @, ¢’ simétricas res-
pecto de O (fig. 23).

Tig. 23

Si en una funcién y=1f(x), uniforme, continua, etc., con
puntos reales en. el primer cuadrante, modulamos la variable x,
a cada par de valores opuestos de x corresponderd uno mismo.
para y. Representard, pues, una linea simétrica respecto del eje
OY: los valores negativos de x en la funcién f (x) proporcionabamn
puntos a la izquierda de OY, que, en general, no existirin des-—
pués de introducir [x|, a cambio de obtener otros simétricos de
los situados a la derecha. Cosa analoga acontece en la funcién
x=¢ (y). Si en la funcion F (x, y)=o0 modulamos ambas varia-
bles desapareceran todos los puntos no situados en el primer cua-
drante, a cambio de los simétricos de éstos respecto de los ejes.
coordenados y el origen. !
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La ecuacién de la cardioide ¢’ referida a los ejes (X, Y,) es

(52 32 — 2037 = ha? (52 4-y2),

siendo a el radio de la circunferencia C,. Referida al sistema
(X, Y) serd x;,=x-}2a, y se trasforma en

[(x+20)2y2 —20 (x+2 )7 =4 a2 [(x+ 3 2)2 432,
(2 4y 42007 =fa2 [xI+y2 L ha (a+ 1))

Poniendo — x en vez de x se obtiene la ecuacion de la cardioide ¢:

(43— 2ax)2 —ha [x*+y2 4 ha (a—x)]

y modulando x, la ecuacién resultante representa el conjunto de los
cuatro arcos que limitan el lugar, de una parte:

(L y2—2ax))?=ha? [x* +-y2 4 La a— [x])]

simétrica respecto de los dos ejes.

Es claro que lo dicho de la modulaciéon de las variables en una
funcién plana es aplicable al espacio ordinario Ei.

Y

He aqui algunos enunciados de lugares de puntos areas en el

‘plano:

Superficies medias:
De las ramas de una hipérbola.
De una circunferencia y los lados de un cunadrado. Casos par-

‘ticulares.

De la lemniscata.

De la podaria de una curva. Etc., etc.

Otros lugares:

Sea V el punto base de un haz de circunferencia C;, todas tan-
gentes en V, cuyos didmetros - x cumplen la limitacion o =x = k.
Tracemos todas las cuerdas VX de las C;, y a partir de los extre-
mos X tomemos segmentos X P; de modo que sea VX +XP;=k.
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Los segmentos X P; son exteriores a sus circunferencias G; y se
construyen de forma que las tangentes en los X a las C sean bi-
sectrices de los angulos VXP;. Hallar el lugar de los puntos P.
Es decir, las cuerdas quedan refractadas.

Sean dos rectas r, ¥’ que se cortan en O. Tomemos arbitraria-
mente sendos puntos X, Y en esas rectas. Hallar el lugar de los
baricentros y ortocentros de los triangulos OXY.

Lugar de los puntos P tales que sea P X2 PY2=k, siendo
X e Y puntos arbitrarios de sendas rectas dadas.

Lugar de los puntos P que cumplen PX-FPY=kX e Y
son puntos arbitrarios de sendas ramas de una hipérbola). Casos
particulares.

Lugar de P cuando es PX.PY=k. X e Y puntos de sen-
das rectas. Casos particulares.



