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CORONA DE GRUPOS Y SUS SUBGRUPOS, CON
UNA APLICACION A LOS DETERMINANTES

por RoserTO FRUCHT

INTRODUCCION

Varios autores (véase el breve resumen historico en el § 1)
han observado que con dos grupos de permutaciones P, y H
respectivamente en r y s variables, se puede formar un nuevo
grupo de permutaciones en rs variables, la «corona» P, [H].
Para la definiciéon de este grupo véase el § 2, para ejemplos
de «coronas» el § 3. Después de haber indicado, en el § 4,
la férmula general para el producto de dos permutaciones de
una corona, y en el § 5 unas consecuencias de dicha férmula,
paso, en el § 6, a la consideracién de ciertos subgrupos de una
corona, que estan en analogia con los subgrupos «meromorfos»
considerados en el caso de un producto directo por R. Remak
en Lit. 5) (¥*).

Como a estos subgrupos da origen un subgrupo invariante
J del grupo H, los denoto por P,/H;J] Tomando para P, el
grupo de orden 2, para H el grupo siméirico en n cifras jy
para el subgrupo invariante J el grupo alternado en n cifras,
obtengo (en el § 7) un grupo interesantisimo del orden (n!)?,
que s6lo para n <3 es isomorfo al producto de dos grupos si-
métricos en n cifras. En el § 8 se demuesira ademas que dicho
grupo es isomorfo al grupo de las permutaciones de los ele-
mentos de un determinante del orden n, las que no alteran el
valor del determinante.

§ 1. Breve resumen historico.

Parece que el primero que haya considerado, en un caso
particular, la ley de formaciéon de coronas de grupos, haya
sido A. Scholz en Lit. 8); él observd que con dos grupos
abstractos S y T, respectivamente de los o6rdenes o y T, s
puede formar un nuevo grupo abstracto del orden ot°, llamado

(*) Con la palabra ¢‘Lit.’’ me refiero siempre a la lista de ‘‘Literatura
citada’’ al final de este artieulo.



por él S T; este grupo no es nada méis que el caso parti-
cular de una corona de grupos S/T/, cuando para S se toma
la representacién del respectivo grupo abstracto por permuta-
ciones regulares. El ejemplo de grupos ciclicos habia sido con-
siderado por Scholz en una publicacién precedente (Lit. 7),
bajo el nombre «Metabelsche Dispositionsgruppe».

Otro caso particular, el de las coronas del tipo S,/H] (de-
signando por S, siempre el grupo simétrico en n variables, del
orden n!), ha sido considerado, casi simultdneamente, por B.
Neumann (Lit. 3) y W. Specht (Lit. 10). El primero con-
centra su interés en la generacion de S,/H]—y en particular
de S, /Sm] — por pocos elementos, estableciendo entre ellos
relaciones que definan el grupo; en cambio Specht, siguiendo
un consejo de 1. Schur, ha estudiado el problema de la repre-
sentacion de Sp/H] por matrices (sustituciones lineales homo-
géneas), y el mismo problema también para el caso de la co-
rona mas general P /H], en una segunda publicacion (Lit.
1) (%),

Mas tarde, e independientemente de las publicaciones ci-
tadas, G. Poélya lleg6 al concepto de las coronas de grupos, en
una publicacién (Lit. 4) igualmente interesante para quien se
ocupe de grupos, topologia combinatoria, teoria de funciones
complejas o quimica organica. Pélya da una definicion muy
intuitiva de la corona P./H] y aplicaciones interesantisimas a
la topologia combinatoria, observando que el grupo de auto-
morfismos de un «éalbero» se puede obtener aplicando a cierto
ntimero de grupos simétricos Sm,, Sm,, ... Sm, un nimero
finito de veces, las dos operaciones: formacién del producto
directo y de la corona.

Con la traducciéon «corona» del término aleméin «Kranz»,
yo quisiera seguir la terminologia de Polya, que me parece ser
muy feliz. Pero observo que en lo que sigue no supongo el
conocimiento del articulo de Poélya ni de las otras publicaciones
citadas mas arriba, sino que desarrollaré completamente el con-
cepto de la corona, en la forma méas adecuada para el estudio de
las cuestiones -a cuya solucién quisiera contribuir con la pre-
sente publicacion.

_(T) Cabe observar que. Neumann y Specht designan la corona por S, (H)

resp. P.(H). La notacién P.fH] y la misma palabra ‘‘ecorona’’ (en alemin
‘‘Kranz’’) se.encuentran por primera vez en la publicacién de Pélya (Lit. 4).



§ 2. Definicién de la corona P [H]. Descomposicion en com-
ponentes.

Dados dos grupos de permutaciones P. y H, respectiva-
mente. en r y s variables, consideramos en una sala r mesas
distintas; cada una sea rodeada de s sillas distintas en cierto
orden bien determinado. Distribuimos ahora rs personas, nu-
meradas desde { hasta rs, sobre las sillas, de modo que cada
silla sea ocupada exactamente por una persona. Sometiendo las
r mesas (con sus sillas, sin alterar, por ahora, el orden relativo
de estas ultimas alrededor de cada mesa) a las permutaciones del
grupo P, y sometiendo sucesivamente las sillas de cada mesa
a permutaciones del grupo H, las rs personas sufrirdn ciertas
permutaciones cuyo conjunto form(a un grupo de permutacio-
nes en rs variables.

Esta es una explicacién intuitiva del concepto de la corona
P,[H]. Una definicién exacta seria la siguiente:

Dados, como antes, un grupo de permutaciones en r
variables P, del orden =, y otro en s variables, H, del orden
n, consideramos r «ejemplares» de H, es decir r grupos H(),
H®), ..., H(), cada uno isomorfo (*) al grupo H, y con ellos
formamos el producto directo H(1)x H® X ...X H(r), es decir,
el grupo del orden n® en rs variables, por ejemplo en las varia-
bles ¥

(1) () L )

(L), (2 z@ L z(2)

:.1:1.(T) x, (%) Loz
que resulta cuando para cada p=1, 2, ..., r, las variables
2, (P), x,(P), ..., a(P), son sometidas a las permutaciones del

grupo H(®).
En otras palabras, si h,(1) es una permutacion de H(®)
(correspondiente, en base del isomorfismo H(1) ~ H, a la per-

(*) Empleo las palabras ‘‘isomorfo’’ e ‘‘isomorfismo’’ siempre en el sen-
tido de una corresyi)ondencla reeiprocamente univoca entre los elementos de dos
grupos G y H , la que mantiene la ley de multiplicacién, y denoto este
isomorfismo abreviadamente por G~ H.



mutacién hy de H), hy(2) una de H(®) (correspondiente a la h,
de H), etc., el elemento h,(1).hy(2).. .~ (M de H1) x H®) x ... X
H() es la permutaciéon de las rs variables :vgp ! que se compone
de la permutacion h,(1) de las variables z5(*) que forman la pri-
mera fila del esquema (I.), de la permutacion hy(?) de las va-
riables z5(2) de la segunda fila, etc.

Ahora bien, si el grupo P, tiene el orden n=1, definimos:
P/H]=H®xH?® X...xH®); si el orden n de P, es mayor
que 1, a cada permutacion p de P, hacemos corresponder la
permutacién p(°) de las variables xgp) que resulta cuando las
r filas horizontales del esquema (I.) sen sometidas a la per-
mutacién p (sin alterar el orden de las variables en cada fila),
y consideramos las permutaciones '

p) . h, @) hy®) . .. R

de las variables wgp) del esquema (I.), es decir, aquellas, en

donde primeramente las filas del esquema son sometidas a una
permutacion de P, y después las variables en las filas a per-
mutaciones que corresponden a las del grupo H. Estas nn* per-
mutaciones del tipo p(®).h(1) . hy(2). ... .h() forman la co-
rona P.[H].

Se ve facilmente que la corona P,/H] es realmente un
grupo. Sin anticipar la férmula para el producto de dos per-
mutaciones de P,./H/, la que sera indicada en el § 4 (y que
sirvié a Specht como definicién de la corona), se comprende «a
priori» que el resultado de dos permutaciones sucesivas del tipo
descrito es también una permutacién del mismo tipo (lo que
és suficiente para que un conjunto de permutaciones forme
un grupo). )

Cabe observar que es univoca la representacion de las per-
mutaciones de la corona P./H] en la forma

u=p(©) h,1) hy@ . ... k")

en donde p(%) es una permutacion de las filas (sin alterar en ellas
el orden relativo de las variables) y hép) es una permutacion de

las variables de la p-ésima fila del esquema (I.) (p=1,2,... 7).
Diremos que p(9) es la componente de la permutacién u respecto



de P,y hgm la componente de u respecto de H(®) (p=1, 2,
... r). Estad claro como hay que proceder para encontrar las
componentes de una permutacién u de las variables del esque-
ma (I.) la que pertenece a la corona P,/H]: primeramente se
considera sélo la permutacion p que sufren las filas horizontales
del esquema (sin tomar en cuenta, por ahora, lo que pasa con
las variables mismas en las filas); escribiendo dicha permuta-

cion de las filas como permutaciéon de las variables mgp), ob-

tenemos la componente p(®) de u respecto de P, Las otras
componentes se determinan después facilmente como las per-
mutaciones de las variables en cada fila que hay que agregar
a p(®) para obtener u.

Un ejemplo de esta descomposicion en componentes seguird
en el § 3.

§ 3. Ejemplos para coronas.

a) Consideremos un octaedro regular (Fig. 1) y su grupo,
es decir el grupo de los movimientos (rotaciones) que lo dejan
invariante. ‘Como se sabe, este grupo es isomorfo al grupo
simétrico S, en 4 variables, porque hay isomorfirmo entre
dichos movimientos y todas las permutaciones de las 4 rectas
que unen los centros de gravedad de dos tridngulos opuestos del
octaedro.

Fig. 1

Ahora pasamos a la consideracion del grupo que resulta
cuendo a los movimientos del octaedro agregamos todavia las
transformaciones compuestas de un movimiento y de la «re-
flexion al centro», la que reemplaza cada vértice del octaedro



por el diametralmente opuesto (por ejemplo A por D, B por E,
etc.). La reflexion al centro forma, con la identidad, un grupo
S, del orden 2, y es conmutable con cada movimiento; por
consiguiente, el nuevo grupo que estamos considerando, es iso-
morfo al producto directo S, XS, del orden 48.

Por otra parte, el mismo grupo se puede interpretar tam-
bién como corona S;/S,/, 'considerando como variables de
permutar los 6 vértices del octaedro; como los 6 vértices se
pueden dividir en 3 pares de 2 vértices diametralmente opues-
tos:

A D
(ILy { B E
C F

kS
y como el grupo considerado comprende todas las permutacio-
nes de las filas del esquema (II.) — grupo: S; — con suce-
sivas permutaciones, segin S,, en las filas, resulta, por defini-
cion, la corona S3/S, /.

Asi el «grupo amplificado del octaedro» enseia la exis-
tencia de un isomorfismo entre el producto directo Sy, XS, y la
corona S;/S,] (*) y vemos en este caso que una corona, con-
siderada como grupo abstracto, puede ser isomorfa a un pro-
ducto directo.

Aprovechemos este primer ejemplo «concreto» de una co-
rona para ilustrar, en un ejemplo, la descomposiciéon en com-
ponentes de una permutacion de la corona. Sea u una rotacion
del octaedro alrededor del eje «vertical» CGF por el angulo goo°,
seguida por la sustituciéon de cada vértice por el diametralmente
opuesto:

. (ABCDE‘F
EAFBDC)'

¢Guales son las componentes de u? Como u permuta A
y D, las «variables» de la primera fila, en B y E, las de la

(*) La existencia de este isomorfismo explica porqué en una publicacién
mia anterior (Lit. 1), el grupo considerado ahora, aparece sélo en la forma
del produeto directo S, X S, mientras Pélya, en la pig. 214 de la publicacitn
ya citada (Lit. 4), da la preferencia a la interpretacién como corona S;[S,].



segunda, etc., vemos que la permutacion de las tres filas es la
siguiente :

y por eso:

0= (52)-(ip)-(er) = (5icrnr).

p(® no es todavia igual a u, sino que es necesario hacer seguir
a p(0) las siguientes permutaciones en las distintas filas para
llegar a u:

en la primera: ninguna (tenemos B— A y E— D en p(0)
como en u) -

en la segunda: permutacién de B en E y viceversa

en la tercera: permutaciéon de C en F. y viceversa.

Por eso, las componentes de u respecto de H(1), H®) y

H(3) son, respectivamente, la identidad, hy(2) = (g g) y hy(3) = (g g)

b) Introduciendo todavia un sistema de coordenadas car-

tesianas, con el centro del octaedro regular como origen O y
—_  — -

con OA, OB, OC, como ejes positivos de las x,, ®,, x3; vemos
que el grupo S;/S,/ se puede representar también como grupo
de transformaciones de coordenadas del tipo:

3 2 3
T1=8%a , Ty=E TR, Lz=EdLy,

en donde (f B‘ZYI ) es una permutacién cualquiera y &;2=¢,?=
=g2=1.

De un modo general, todas las transformaciones en m va-
riables:

=8, (r=1,2, ..., m),

12...m
Oy O .. Oy
e2=1 (r=1, 2, ..., m), forman un grupo del orden 2m.m/,
el grupo <hiperoctaedral», que se puede interpretar como corona
S./Ss] (véase Specht, Lit. 10). En este caso, las 2m variables
de permutar son los puntos del espacio de m dimensiones los
que tienen todas sus coordenadas iguales a cero, con excepcién

siendo ( ) una permutacion cualquiera en m cifras y



de una que es igual a 1 o a — 1; las componentes de las
‘permutaciones de dichos puntos respecto de S, son las permu-
taciones de los m ejes de coordenadas sin tomar en cuenta su
sentido positivo o negativo.

Las permutaciones de la corona .S_,/S,]/ se pueden tam-
bién caracterizar como las permutaciones de las variables
Ty, Ty, ..., Toy, que dejan invariante el polinomio:

(®1 4 %3) (T3 +24) (T5+ %) - -+« (Fom—1T Tom)

o el otro («dual» al primero) (¥):

Ty By @y &y T3 T+ - - .+ Tom 1 Tom-

En el caso particular de m=2 obtenemos un grupo
Sy/8,] del orden 8, que es isomorfo al grupo diédrico del
mismo orden (= grupo de movimientos de un cuadrado en el
espacio).

¢) Las coronas S_/S;/ que acabamos de considerar repre-
sentan sélo un caso particular (n=2) de las coronas S,/S,]
del orden m!(n/)m. Evidentemente, S,,/S,/ se puede obtener
como grupo de las permutaciones de mn variables z;, %y, ...
Zpyn que no alteran el valor del polinomio:

(2@t 5 4 . %) (T Tt -+ Tan)
(xzn_[_l—i"‘ PR —'_wan) s e e e (x<m__1>n—|—j + “ e +xmn)
o del otro («dual» al primero):
TyLo@g . ov Ty Ty TngpoPnfg. - o . - Bop
17211_!_1 932n+2 PR w3n"+‘ e —’—‘x(:m.__j)n—]—j e e . wmn.

En otras palabras, se trata de todas las permutaciones quée per-
mutan entre si las filas horizontales del esquema:

(*) Hay aqui un principio de dualidad andlogo al que rige, en la légica
formalistica, para las operaciones ‘4’ y ““v’’.



I

.................................

Z(m—1)t-1s T(m—1)n+25 « + « Ty

de cualquier manera, permutando, ademéas, las variables de
cada fila de todos los modos posibles. Por eso, Specht llama
Sm/S,] el grupo imprimitivo completo del tipo (m, n).

d) El grupo <hiperoctaedral» Sy [Se] se puede considerar
también como caso particular de la corona S, /C,/ del orden
m!nm, designando por G, el grupo ciclico del orden n. S,/C,]
se puede caracterizar, en el grupo simétrico S,,. (que com-
prende todas las permutaciones de las cifras 1, 2, 3, ... mn—1,
mn), como el subgrupo de las permutaciones conmutables con-
un producto de m ciclos de a n cifras, por ejemplo con:

(1, 2,3, ...n) (n+1, n+2, n+3, ..., 2n)
(Bn+4-1, 2n+-2, ..., 3n). ... .(m—1)n+1, ..., mn).

Consideremos todavia el caso particular de que n--1=p
sea un ntmero primo. En este caso, Sy,/Cy]=Sm/Cp_;] se pue-
de interpretar también como el grupo de ciertos automorfismos
de un grupo abeliano del orden pm que es el producto directo de m
grupos ciclicos del orden p. Sean a;, @y, ..., @, m elementos
del orden p que engendran dicho grupo abeliano (o, en otras
palabras, que forman una base del grupo abeliano). Entre todos
los automorfismos del grupo abeliano, habra ciertos que permu-
tan cada elemento a, (p=1, 2, ..., m) en un elemento a.
o en una potencia a,° de un elemento a, (r==p o r=p). Evi-
dentemente, estos automorfismos forman unf corona S,/ Cp_, ]/,
del orden m!(p— 1)™, y tratandose de un subgrupo del grupo
de todos los automorfismos del grupo abeliano considerado,
resulta que m!(p—1)m debe ser un divisor del orden de este
altimo grupo, es decir de

(p™—1)(p™—p)(p™—p2). ... . (p®—p™)
=pitet8. . e (p1)(p2—1)(ps—1). ... (pm—i—1)(pm—1)

mim—1"

o o=p 2 (p—U.(1+p)({+p+p?)
(14+p+p*+p*). ... .(14+p+p*+...4p)
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Simplificando atn por el factor comun (p— 1)@, obtenemos
asi un teorema de la teoria de los ndmeros:
Para cada numero entero positivo m y cada numero primo
p el producto
m(m 1)

(1+p)(1 +P+p2)
(1+p+p2+p3)- oo (I4pF+ppi. 4 p)

es idivisible por m!
Cabe observar que este teorema resulta también como con-

secuencia inmediata de la siguiente férmula demostrada por I.
Schur (Lit. g9): Con las notaciones abreviadas

spy=1+x+x2+... 4,
[o]=1
y

[m]_(xm—1)(w“1—1~1)(xm~2—1). R )
B (z—1)(x2—1)(x®—1). ... (2t —1)

para O<<p<m es

m—1

mfm—1; U(“' —1) Sm—M—1
m
T2 L8858y ... .Sy q—ml. D (—1)r [ ] ( )

p=o0

Esta férmula ensefia que para cualquier nimero entero,z (y no
s6lo un némero primo p) el producto

m(m—1) m(m—1)

T2 818985 ... Sy y=x 2 .(I-4x)(1+x-+ta2)
(14+ax+a2+4a3). ... . (1+z+a2+... fan1)

es divisible por m/

e) Un subgrupo del grupo S,,/C,/ es la corona C,/C,]
del orden mn™ (siendo, por supuesto, G, el grupo ciclico del
orden m). Para C,,/C,] se puede dar la siguiente interpretacion
«cinematica» (variando ligeramente un ejemplo indicado por
Pélya):
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Cada uno de los m vértices de un poligono regular que
pueda girar en su plano alrededor de su centro, sea reemplazado
por una circunferencia del pequefio radio r; situada en el mismo
plano y que pueda girar alrededor de su centro. Sobre cada
circunferencia marquense todavia n puntos equidistantes. (Una
ilustracién del caso: m=2>5, n=14, se encuentra en la Fig. 2).
Fijando cierta posicién primitiva del poligono y de las «rue-
das», consideramos ahora todos los movimientos planos de
ellos que conduzcan a una posiciéon que difiera de la primitiva
s6lo por una permutaciéon de los mn puntos marcados sobre
las n circunferencias («ruedas»). Dichas permutaciones for-
man un grupo isomorfo a C,/C,/, considerando como variables
de permutar los mn puntos marcados; més exactamente dicho:
los de una circunferencia forman siempre las variables de una
fila del esquema (IIL.).

En lugar de las permutaciones de las mn variables, po-
demos considerar también las sustituciones monomiales en m
variables z,, z,, ..., z;; que correspondan a las m ruedas, dis-
tinguiendo los n puntos de una rueda sélo por factores 1, e,
€2, ..., @71 en donde & es una primitiva rajz n-ésima de la
unidad.

Asi, el grupo C/C,] se podria engendrar por las dos
sustituciones monomiales:

(21 A N zm)

.

29232, . 2y 7y
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(21 29 83 o0 Ty g zm>

€2 29 23 + v Zy_1 Zm

f) De un modo méas general, cada corona del tipo P,/C,]
se puede escribir como el grupo de sustituciones monomiales
en r variables que se obtiene cuando a cada permutaciéon de P,
escrita en r variables zy, z,, ..., z.:

2y 29 23 .. 2r
Zozl Za2 Za:,, o Zar
hacemos corresponder las n* sustituciones monomiales:
Zy Zy 23 ... 2
€1%a, €5%a, E3%ay - -+ Erlar .
con g,0=1(p=1, 2, ... r).

Reciprocamente, cada grupo de sustituciones monomiales
en r variables, cuyos «factores» ep son raices n-ésimas de la
unidad, es un subgrupo de la corona S,/C,/ del orden r/nr (*).

$§ 4. La ley de multiplicacion en P [H].

Volvemos ahora al caso general de una corona cualquiera
P.[H], formada con dos grupos de permutaciones P, y H,
respectivamente en r y s variables, y preguntamos: ¢cudl es el-
preducto de dos permutaciones de P, [H ], por ejemplo el pro-
ducto

(PO h(® . o ). (O kW) Fy() . LR ()),

siendo hgm y lcép) dos permutaciones de HP) (**) (p=1,2,...,r)

(*) DPara los que conocen la teoria de los ‘‘graphs’’, afiado que la corona
S-[H] se puede interpretar como el grupo de automorfismos del ¢‘graph’’
formado por r ‘‘ejemplares’’ de I' ,ecuando H es el grupo de automorfismos de
un ‘‘graph comexo’’ I'. En una publicacién anterior (Lit. 2), he demostrado
que para cada grupo abstracto H existe una infinidad de estos ‘‘graphs’’ que
tengan un grupo de automorfismos isomorfos a H.

(**) Que correspondan a las permutaciones hp y kp de H en virtud del iso-

‘morfismo H (P) oo H.



y p(©) y ¢(© las permutaciones de las variables x( P) que resul-
tan cuando aplicamos dos permutaciones p y q de P, a las r
filas horizontales del esquema (I.)? (En otras palabras, quere-
mos determinar el producto de las permutaciones con las com-
ponentes p(0), by, hy(2), ..., R™ y ¢(0), kMW ky(2), ..., k™).

Supongamos que ¢ sea la permutacién que transforma la
cifra p en Bp (p=1,2, ..., r):

1 2 ...r
Iv. _
(v, 1 (Bl B, B)

En este caso, ¢(0) serd la misma permutacién, pero aplicada a
las r filas del esquema (I.), y por consiguiente, transformara
wg’)) en xéﬁp\ (p=1,2,...,r; 6=1,2, ..., 5)

En primer lugar determinaciones la permutacién (g~
h,(1) g(0), es decir la transformada de la permutacion h,(1)
por la permutacién (0. h;(1) permuta s6lo las variables w(f) ‘

de la primera fila de (I.); pero, a raiz de la permutacién pre-
cedente (q(%))~1 se encuentran alli las variables que pertene-
cian primitivamente a la fila B;; y por la sucesiva aplicacién
de ¢(9), dichas variables vuelven a ocupar la fila By, después
de haber sufrido la permutacion hy1) en la primera fila. En-
tonces, el efecto de la- permutacion (@1 hyf1) q(0) serd el “si-
guiente: las variables z,(Bi), z,(Pd), ..., SC(Bl)de la fila B; son
permutadas entre si, como si hubiéramos aplicado- a ellas la
permutacion h,(B) (es decir la permutacién que corresponde a
la permutacién h; de H, en virtud del isomorfismo HP)~H);
. las variables de todas las otras filas no sufren ninguna permu-
tacién. Asi vemos que es:

(q(0) )t hy(1) g(0) =h, (B
De manera analoga siguen las relaciones
| (q(0))—1 hF()P) q(0) = hgﬁp) )

y multiplicando todas éstas, para p=1, 2, ..., r, obtenemos
el resultado s

(g1 (AW R . ... h()). g0 =hB) Ry (Ba). ... R (B
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Introduciendo todavia la permutacion g—1, inversa a la

(IV.):

av) q_1:(1 2 3 ... r)’

Y+ Y2 Y3 -+ n

obtenemos la siguiente férmula 'para la transformaciéon de

hyWhy®@) . ... . k() con g(0:
(V) (q0)1 (h®hs(® . ... 7). q(O) =hy (DR, @ . ... by (0.

Esta féormula permite ahora el calculo del producto de
dos permutaciones

u=p(0 hy®Ohy® . ... . ¢

=g k) k@ . )
de P,/H]J:

g —pO kW hy®) . ... B g Iy Iy, LRl
— p(0) g0}, (g(®))1 . (R Why®). ... 1) . q(O) JeyWey(®). ... Ity
—p(©) (0. hy, Wh @, ... Ry ® kW@, L.k ®
— p(0) q(0) .y W ey, @ ky(® L L ey, ) ey o),

Observando que es
p(9) q(©) = (pq)®)

y escribiendo mas brevemente (hy ko ) (P) para la permuta-
ci6n hg‘: kf)p)- de H(P) que corresponde a la hy, ko de H
(en virtud del isomorfismo H() ~H), sigue la ley de mulii-
plicacién en P [H]:

(VL) (p© hy@hy®. ...  h®))(qOI® @ . ... . k@)=
(p @) (hy o)D) (R e )2 . . . (B Feg)(®),

" Esta formula ensefia que en la multiplicacion de dos per-
mutaciones de P./H], las componentes respecto de P, se mul-
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tiplican, pero no las otras componentes, sino que la compo-
nente del producto respecto de H(P), es igual a (hyp ko )(P), es
decir a la permutacion correspondiente al producto de hyp
(y no de hy ) por kp , en donde Y, es la cifra en que la per-
mutacién ¢! permuta la cifra p (¥).

§ 5. Observaciones generales sobre coronas.

a) La formula (VI.) aplicada al caso
1 2 38...r
p:q;(i 2 3 ... r)’
permite comprobar la exactitud de un teorema que ha sido
establecido por Specht:
Lias permutaciones de P.[H] cuya componente respecto de
P, es igual a la identidad (o en otras palabras, las permutacio-
nes que permutan sélo entre si las variables de la primera fila,
las de la sequnda fila, etc., sin que haya una permutacidn de
las filas del esquema (1.) entre si) forman un subgrupo ‘inva-

riante E,[H] de P [H], del orden n*, e isomorfo al producto
directo H®) x HE) x ... x H).

Ademas rige el isomorfismo

P.[H]
E.[H] Npr,

y por eso podemos enunciar el siguiente teorema més general:
Si P, posee un subgrupo P’., del orden =’ vy del indice
%, también P,[H] posee un subgrupo P’,[H] del mismo indice

Fid

- (o del orden =’ .nr). Si P, es un subgrupo invariante de

E]

P., también la corona P’,[H] es un subgrupo invariante de la
corona P [H].

(*) Ahi estd la diferencia entre la corona P,[H] 7y el producto directo
Pr X HY x H¥x ... x H®;
pues. en el easo de un producto directo, se multiplicarian no gélo las eomponen-
tes respecto de P, , sino también las otras.
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Ejemplo: El grupo simétrico S,, posee en el grupo alter-
nado A, un subgrupo invariante del indice 2; por eso, también
, .
la corona S./S,/ (considerada en § 3, c) posee un subgrupo
invariante del indice 2 en A /S,/. Este Gltimo grupo se puede
caracterizar como el conjunto de las permutaciones de z;, %,
«+w Ty, que dejan invariante el polinomio

(T4 %g .o By — Ty 1 Tpfg- v - Tap)
(mlxz. s .xn—w2n+1$2n+2. PR .wgn). e e

(-T(m—g)n-H T(m—2)nf2- --- L(m—1)n — L(m—1)np1 L(m—1)nt2- -+ -xmn)-

b) Hasta ahora hemos considerado las coronas P,/H] como
grupos de permutaciones, por ejemplo de las variables del
esquema (I.); pero, ahora la formula (VI.) nos da también la
posibilidad de comparar diferentes coronas y, eventualmente,
constatar su isomorfismo como grupos abstractos.

Por ejemplo, si conocemos un grupo de permutaciones H’
en s variables que sea isomorfo al grupo de permutaciones H
en s variables (pero s’=/=s), podemos formar, con un grupo de
permutaciones P, en r variables, las coronas P,/H] y P./H’],
que seran diferentes como grupos de permutaciones (lo seran ya
en virtud del distinto namero de variables de permutar que es
respectivamente igual a rs y rs’). Pero la formula (VI.), en
que no entra por nada la cuestion si las componentes hg)

y kfjp) sean permutaciones en s o s  variables, ensefia que hay

isomorfismo entre P,/H] y P.,/H’], considerando las dos co-
ronas como grupos abstractos:

P[H] ~ P[H], cuando H ~ H.

- Ejemplo: Designemos por Ry(Ss)la representacion del gru-
po S; por permutaciones «regulares» en 6 variables (*); la co-
rona Sy/R,(Ss)] serd un grupo de permutaciones del orden 72

(*) Quiere decir que representamos dos elementos (de 6rdenes 2 y 3 respec-
tivamente) que engendran el grupo abstracto S, por las siguientes permutacio-
nes en ¢ cifras: :

123456 123456
respectivamente
465132 28156564



en 12 variables, pero, como grupo abstracto, isomorfo a la
corona Sy/S;], grupo de permutaciones en 6 variables.

c) En cambio, st r==t y n(=orden de H)>1, no hay
nunca isomorfismo entre las coronas P [H] y Q[H], aunque P,
y Q; sean dos grupos de permutaczones (respectivamente en r
y t variables) zsomorfos entre si.

Demostracion: No puede haber isomorfismo, porque el
orden de QY/H], nn?, es distinto del orden de P,/H], nn" (por
ser r==t y n>1).

Ejemplo: Ry(Ss)[S,] del orden 6.26=38%4 no es isomor-
fo a S3/S,/, grupo del orden 6.28=48.

d) El teorema que acabamos de demostrar enseiia que el
concepto de corona no es un concepto de la teoria abstracta de
grupos, como lo seria, por ejemplo, el de producto directo
(siendo -

GXH ~ G XH,
cuando

GGy HeH).

Asi, con dos grupos abstractos G y H se pueden formar
diferentes (y no isomorfas) coronas: G, [H], G, [H],
Gr, [H], ..., tomando varias representaciones del mismo gru-
po abstracto G por permutaciones (distintas por el nhimero
de las variables de permutar) (**). Si se deseara conseguir que
hubiese solamente una corona G[ H] para dos grupos abs-
tractos Gy H, serfa menester elegir una representacién de G-
por permutaciones, entre todas p081bles, tomando, por ejemplo,
la representacion de G por permutaciones regulaves, llegaria-
mos (como ya observé en el § 1), al «producto» G H de
Scholz (Lit. 8). De lo contrario, el concepto de corona es
s6lo un concepto «semi-abstracto», perteneciendo por la mitad
al campo de los grupos de permutaciones. Segtin mi opinién, en
eso hay que ver una ventaja; pues, dé esta manera dos repre-

(**) Naturalmente, se podrian formar también coromas del tipo Hs [G],
Hs, [G],... Cabe observar que para ‘coronas no vale una ‘‘ley conmutativa’’
(ecomo para productos directos: G X HeoH X G ); por lo general, las dos co-
ronas G, [Hs | y Hs; [Gr ] serdn grupos distintos (y mo isomorfos).
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sentaciones Gr, y Gr, del mismo grupo abstracto G- por
permutaciones conducen, por lo general, a dos coronas G, [H]
y G, [H] diferentes (es decir no isomorfas entre si).

e) Sin embargo, se obtienen casos interesantes de coronas
s6lo cuando estas tGltimas resultan ser grupos transitivos de
permutaciones. A este respecto, se podria facilmente demos-
trar el siguiente teorema:

Para que el grupo de permutaciones P.[H] sea transitivo
en sus rs variables es necesario vy suficiente que los dos
grupos de permutaciones P, y H sean transitivos en sus r
(resp. s) variables.

f) Estd claro que el grupo de permutaciones P,/H] es
siempre imprimitivo; los campos de imprimitividad son for-
mados por las filas horizontales del esquema (I.).

&

§ 6. Subgrupos P [H; J] de una corona.

Pasamos ahora a la consideracion de ciertos subgrupos
interesantes de una corona P,/H]. '

Ya en § 5a) hemos conocido los subgrupos P,’/H], que
corresponden univocamente a los subgrupos P, de P,.

Otros subgrupos de P;/H] se obtienen admitiendo, para
las componentes respecto de H(), H(®), ..., H™, sélo jpermu-
taciones que (en los . isomorfismos H(P) ~H) corresponden a
un subgrupo H’ de H (*). '

Combinando los dos métodos indicados paralaformacion de
subgrupos, -obtendremos coronas del tipo P’,/H’] como sub-
grupos de Pr/H] (con P, subgrupo de P, y H’ subgrupo
de H). -

Pero, asi como en el caso de un producto directo, los sub-
grupos mas interesantes son;los que no son mas productos di-
rectos (**), también las coronas poseen cierta clase mds inte-
resante de subgrupos que (por lo general) no son mas coronas
(y que estan en cierta analogia a los «productos subdirectos»
estudiados por Remak en ¢l caso de productos directos (**).

(*) Tomando para H’ el subgrupo E del orden I,obtendremos P, [E],
el subgrupo (del orden n ) de las permutaciones de P, [H] euyas componen-
tes — con excepeién de la respecto de P, , son todas iguales a la identidad.

(*¥*) Véanse a este respecto las publicaciones de R. Remak sobre produe-
tos directos y sus subgrupos (Lit. 5 & 6).



Supongamos que el grupo H (del orden n) posea un sub-
grupo invariante J del orden e (y del indice Y=—2—). Dividi-
mos los elementos de H en y conjuntos de mod. e elementos,
reuniendo en un conjunto los elementos que son entre si con-
gruentes mod. J (*). Eligiendo en cada conjunto un repre-
sentante h, (p=1, 2, ..., v), obtenemos la siguiente des-
composicion de los elementos de H en los y conjuntos:

(VIL) H=Jh,+Jhe ...+ Jhy

En este desarrollo, siendo J un subgrupo invariante de H,
se puede definir una multiplicacion de los conjuntos mis-
mos (*¥):

(VIIL) (Jha ). (Ths )=JThe(ap)

porque todos los productos de un elemento cualquiera de un
determinado conjunto Jhy con un elemento cualquiera de un
conjunto Jhg pertenecen a un mismo conjunto, cuyo «name-
ro» depende sélo de los numeros o y B. -

Ahora construiremos en P,/H] un subgrupo P.[H;J] de
la siguiente manera: Si u=q(0k Mk, () ... k™ es una per-
mutacién de P,/H] y si a k,(1) (la componente de u respecto
de H@) corresponde (en virtud del isomorfismo HV~H) la
permutacion k, de H, determinamos el conjunto Jhy en (VIL.)
al que pertenece dicho elemento k,; u haga parte de P,/H;J]
s6lo si pertenecen al mismo conjunto Jhy también todas las
otras permutaciones ky, ks, ..., k, de H, que corresponden (en

virtud de los isomorfismos H® ~H, H®) ~H, ..., H"~H)
a las permutaciones k,(2), k33, ..., k() (que son las com-
ponentes de u respecto de ]{(2) HE), , HM)Y.

En otras palabras, P,/H:J] comprendre, por definicion,
s6lo las permutaciones de P,/H] cuyas componentes respecto
de H®), H®), ..., H" correspondan a elementos ki ko oo,
k, de H que pertenezcan todos a un mismo conjunto Jhy (o
todos a Jhy, o todos a Jh,, etc.).

(*) Dos elementos » y k¥ de H se llaman congruentes méd. J, cuando
hk —1 (el producto de h por el inverso de k) pelteneee al subgrupo invariante J.

(**) Es la misma que da origen al grupo T .



El ntmero de las permutaciones del tipo considerado es
igual a

no.
yr—172

nyer=mnne~l=mn

hay que demostrar atin que ellas forman un grupo. Para eso,
escribimos la ley de multiplicacion (VL) en P,/H] en la
forma ‘

(VL) (p() keyMEy@ . ... kM) (g LM L,E). ... L)
= (pq)(o) (kY] ll)(l) (kY? l2)(2) e (k\r, lr)(,,),

con
(IV,) q““lz(! 2 3 ... r)

Yo Yo Y3 oY A

en donde se tratara, ahora, de dos permutaciones del tipo parti-
cular que estamos considerando: para los elementos k;, koy ..oy
k. de H, que corresponden a las componentes Fk,(1),
Ey(2), ..., k{7, existe un conjunto Jhe a que todos ellos per-
tenecen, y hay un conjunto Jhg al que pertenecen todos los
elementos I, Iy, ..., I, de H, que corresponden a las compo-
nentes L,(1), 1,2, ..., 1. La férmula (VI.) ensefia que el
producto de nuestras dos permutaciones tiene, respecto de H(),
H®),... H™", las componentes (ky, 1. )0, (kyy1l,)®), ..., (kv 1 )7
Los elementos correspondientes de H son los productos ky, I,
ey, b, ..., kvrl,, y como cada ky, pertenece al conjunto Jha ,
y cada I, al conjunto Jhg , todos esos productos kv, I, ky, Iy,
.. kv, l- pertenecen a un mismo conjunto Jhp(a_g), definido
por (VIIL). Asi hemos demostrado que el producto de dos
permutaciones de P,/H;J] tiene la misma propiedad que ca-
racteriza P;/H;J], o que P,/H;J] es un grupo:

Cada subgrupo invariante J de H, del indice ng, da

origen a un. subgrupo P.[H; J] de la corona P [H], que es del
orden myer=mnyer—1 y comprende las permutaciones de P [H]
cuyas componentes respecto de H(1), H®), ..., H) corresponden
a t elementos de H que son congruentes entre st mdd. J.
Ejemplo: Si d es un divisor de n, en la corona Cp/Cn] del
orden mn™ podemos formar el subgrupo Cn/C,;Cq] del orden
mndm—1, Por ejemplo, el grupo Cys/C,] del orden 5.45=5120



(véase Fig. 2) posee el subgrupo C;/C,; C,] del orden 5.4 . 2¢=
320, cuyos elementos son rotaciones cualesquiera del pentigono,
con sueesivas rotaciones de las b «ruedas» con 4angulos que,
simultdneamente para las 5 ruedas, son o un multiplo par o
un multiplo impar de goo°. :

Si H posee varios subgrupos invariantes J, J°, .. ., podemos
por supuesto, formar varios subgrupos P,/H:J], P,[H;J ], etc.
de P,/H]. Se demuestra facilmente que P,/ H;J'] serd un
subgrupo de P,/H;J], si J° es un subgrupo de J.

Dos casos extremos se pueden presentar para P,/H;J]: que
J es igual al entero grupo H, y que J=UFE (=subgrupo del
orden 1) comprende s6lo la identidad H. Evidentemente es
P,/H;H]=P,[H]. Mas interesante es el otro caso: PJ[H;E]
es del orden nn y comprende, por definicion, las permutaciones
de P.[H] que tienen la forma q(® k@) k(@) ...k®, en donde las
componentes k1), k@), ..., k® respecto de H(), H®), ..., H®
corresponden todos a un mismo elemento k de H.

Formando el producto de dos permutaciones de dicho sub-
grupo P,/H:E], la ley de multiplicacion (VI.") ensefia que
en este caso particular (ky=ky=...=k=k; l;=l,=...=
l,=1), se multiplican no sélo las componentes respecto de P,
sino también las respecto de H(), H(®), ..., H™:

(pO KW k) . ... kD) (qOIW @), ... . I")=
(pg)© (R)® (kL)@ . ... . (kLY.

Ademés ensefia esta férmula (o también la férmula (V.)
del § 4) que los elementos (%) del subgrupo P,/E] son conmu-
tables con los elementos del tipo k(WE®). ... . k™ (los que tienen
la componente respecto de P, igual a la identidad y las otras
correspondientes a un mismo elemento de H). Como estos ele-
méntos forman un subgrupo del orden n, isomorfo a H, el
subgrupo P, [H:E] es isomorfo al producto directo de P.[E]
(O Pr) y H

(IX.) P.[H;E]~P.xH.
Ejemplo: En S3[S,] — que es, segn § 3,a), el grupo am-

plificado del octaedro —el subgrupo S;/S,;E] sera isomorfo
al producto directo S3XS,;. En la Fig. 1, este subgrupo es el



que deja invariante la recta que une el centro del tridngulo
ABC con el del triAngulo DEF.

§ 7. El grupo S,[S,; A,] del orden (n!)2.

Tomando P,=S§; (con r=2, n=2), H=S, (con n=n/)
y J=A, (el grupo alternado, con e= % y Yy=2), como sub-
grupo P,.[H;J] de la corona P.[H] obtenemos el subgrupo
Sy [Sys An] de S, /S,], que se puede caracterizar como el con-
junto de "las permutaciones en 2n variables z;, x5, ..., y, que
dejan invariante el polinomio:

IT (2 — 2 ). I (% pge — Tndn) - (1<k<\<n)
<\ k<)

Este grupo S,/Sp;A4,] ofrece un interés particular por tener
el mismo orden (n/)2 como un producto directo de dos grupos
simétricos en n variables. Por eso se podria creer que S, /Sy; A,/
fuera isomorfo a un producto directo del tipo T'XU con
T'~U~S,. Pero, como demostraremos en este parrafo, hay
isomorfismo s6lo para n=2 y n=23; ya para n=4, el grupo
S, [Sn; Ap] no es isomorfo a S, XS,, sino de distinta estruc-
tura. , -
En el caso de n=2, siendo A;=F del orden 1, se trata
del grupo S,/S,;E] que, en virtud de la férmula (IX.) del §
6, es isomorfo al producto directo S, X S,. .
Para demostrar también el isomorfismo:

(X.) - Sy [S3:A3] ~ 83X S,

conviene considerar los dos grupos como subgrupos de Sg, deno-
tando las variables de permutar brevemente por las cifras de
1 a 6; bastard indicar un automorfismo A del grupo S; que
tenga la siguiente propiedad: A deja invariante la permutacion

a=(1,2) (4,5),
pero transforma

b=(1, 5, 2, 6, 3, 4)=(1,4)(2,5)(3,6).(4,5,6)
en

c=(2,3)(4,5,6)
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y, por consiguiente, transforma el subgrupo S,/S;; A5/, engen-
drado por a y b, en el subgrupo S;XS;, engendrado por a y
c. Gomo dos subgrupos que son transformables por un auto-
morfismo, son isomorfos entre si, con la indicacién del auto-
morfismo A habremos demostrado la foérmula (X.).

Pues bien, un automorfismo A de S; que tiene las pro-
piedades indicadas es el que transforma las permutaciones (*):

b=(1, 5,2, 6,3, 4)
y d=(1, 5)
en

b'=(2,3)(4,5,6)=c
y d'=(1,3)(2,6) (4,5);

con eso (**¥) queda demostrada la formula (X.).

Pasando al préoximo caso: n=14, demostraremos que
Sy /S4; A,] no es isomorfo al producto directo S;x S,, aunque
el orden de los dos grupos sea el mismo: (4/)2=>576. Denota-
remos las variables de S,/S,;A,] por las cifras de 1 a 8;
las permutaciones de S,/S;; A,/ tendran entonces la forma
p(® k,(1) ky(®) , en donde k(1) y ky® son, respectivamente, per-
mutaciones de 1, 2, 3, 4y 5, 6, 7, 8, ambas pares o ambas
impares; p(®) es o la identidad o la permutacion (1,5) (2,6)
(3,7) (4,8).

¢ Cuantas permutaciones de S,/S,; A,/ tienen el orden 3?
Como las componentes de las permutaciones de S, /S, ] respecto
de P,=S, se multiplican en la multiplicacién — véase la for-
mula (VL) —para un elemento de S,/S,;A,/ que tenga el
orden 3, la componente respecto de Pr=3S, no puede tener el
orden 2 y por eso, debe ser la identidad. Asi vemos que los
elementos del orden 3 son:

(*) las que engendran ya todo el grupo simétrico S; de modo que A es,
,completamente definido por la indicacién de las permutaciones b’ y d’ que co-
rresponden a b y d.

(**) Siendo ¢ — b’ por definicién, basta demostrar que 4 deja invarian-
te la permutacién ¢ = (I, 2) (4, 5), lo que se puede averiguar por céleulo di-
recto del elemento (b’—1 @’D’)—12 d° (b’—1 @’B’) . (b’d’b’—1)—1a’
(b’ @’ b’—1) que corresponde (en virtud del automorfismo 4) a '

a= (b—1 db)—1 d (b—1 @b).(bdb—1)—1 @ (bdb—1).



los 8 ciclos del orden 3 en las primeras 4 variables: (1, 2, 3),
(1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4),(1,4,3), (2,3,4),(2,4,3);
los en las otras 4 variables: (56,6,7), (5,7,6), (5,6,5), (5,8,6),
(5,7,8), (5,8,7), (6,7,8), (6,8,7):

y ademas, los 64 productos de uno de los primeros 8 ciclos
con uno de los segundos 8 ciclos; no hay otros elementos del
orden 3 en S,[S,; A,].

Todos estos son también los elementos del orden 3 en el
grupo S, X S,, formado por los productos de permutaciones
cualesquiera en las cifras 1, 2, 3, 4 con permutaciones cuales-
quiera de 5, 6, 7, 8.

¢CGomo se distribuyen estos 80 elementos del orden 3 en
clases de elementos conjugados (*), sea en S;/S;;A,/, sea en
S, % 8,2 En S; X8, tenemos 3 clases de elementos conjugados:
una formada por los & ciclos: (1,2,3), (1,3,29, (1,3,4), etc.
otra formada por los & ciclos: (5,6,7), (9,7,6), (6,7,8), etc.
y una tercera formada por los 64 productos: (1,2,3) (5,6,7),
(1,2,3)(5,7,6), (1,3,2)(5,6,7) etc.

Pero, en S,[S;; Ay] los 16 ciclos del orden 3 forman una
unica clise de elementos conjugados; por ejemplo es:

(1,2,4)=[(3,4)(5,6)]71.(1,2,3). [(3,4)(5,6)] 0(5,6,7)=
[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]. (1,2,3). [(1,5)(2,6)(3,7) (4.8)].
en donde (3,4)(5,6)y (1,5)(2,6)(3,7)(4,8) son permuta-
ciones de S,/[S,; A,/ ‘

Asi vemos que en S,/S,;A,] existe una clase con 16 ele-
mentos conjugados del orden 3, hecho que no se presenta en el
grupo S, X.S;, en donde las clases formadas por elementos de
orden 3, tienen o 8 o 64 elementos. Por eso, los dos grupos
tienen una estructura diferente y no puede haber isomorfismo

entre ellos.
De un modo méas general, se puede demostrar que para
ningun valor de n=4 hay isomorfismo entre S,[S,; A,] vy
. n . .
SaX S,; pues, en S, [Sn; Ap/ todos los 4 ( 3) ciclos del orden
3 forman una unica clase de elementos conjugados, mientras en

(*) Dos elementos % y v de un grupo se llaman conjugados. si en el mismo
grupo hay un elemento z tal que z—!uz = v.



S X Sn no hay, entre los elementos del orden 3, ninguna clase
con 4 ( ) elementos conjugados.

1
§ 8. Las permutaciones que no alteran el valor de un deter-
minante.

Sea

-all, ‘alg, ey ;al,,v

D;n (’an: Q15 + ooy ann) =

Clnl, »(1,12,'. P

el determinante formado con n? wvariables independientes ay,
Ay9, o ..y O, ¢A culles permutaciones se pueden someter las
variables aj), sin alterar el valor del polinomio D, (ay, @y,
PR «a,m)‘?

Para n=2, por ejemplo, vemos que las 4 permutaciones:

_(0115012 a?l'a22) (anaiz azvazz) (an (g9 tlay azz) <a11a12 “21“22)

(11 Qg9 gy Uga) 5 \Uyy Ugy Ayollag) 5 \Ugg llyo oy Ayy/ 5 \Ugg Ugy Uyg Uiy

no alteran el valor del determinante Dy (ayy, ays,@sy, 055), siendo

SERCT I Qgg oy

(21 Ogo

iy oy| __
g9 Qg

(g yo

|2y gy Uypyy
y no hay més ques estas 4 permutaciones con la propiedad bus-
cada; ellas forman un grupo abeliano, producto directo de dos
grupos ciclicos del orden 2.

También para n>>2, las permutaciones de las n? variables
ap, que dejan invariante el determinante D, (ayy, 045, ..., @),
evidentemente forman un grupo; demostraremos que este gru-
po es del orden (n/)? e isomorfo al grupo S,/S,: A,/ conside-
rado -en el § 7.

Demostracién: Cuando dos variables aqg y ays no perte-
necen ,a una misma fila (siendo ¢ /=y) ni a una misma colum-
na (siendo, ademéas, Br/=9) del determinante, en el desarrollo

D, (a5, 15, ....0m) == +aja, a2, A3a, - -+ - lna,
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del determinante en una suma (y resta) de n/ productos, exis-
te por lo menos un producto que comprenda los dos factores aag
y ays ; en cambio, cuando es a=7y o B=25, ninguno de dichos
n! productos es divisible por el producto as3 ays . Una permuta-
ci6n p de las variables az\ que no altera el valor de su deter-
minante, puede permutar esos n!/ productos sélo entre si, y por
consiguiente, la propiedad de dos variables de pertenecer a una
misma linea (¥*) er invariante frente ala permutacién p, oen otras
palabras, cuando dos variables pertenecen a una misma fila o
columna, también después de haber sometido a la permutacion
p, se encontraran en una misma fila o columna.

Este razonamiento se puede facilmente extender a 3, 4,
..., n variables de una linea (fila o columna), demostrando que
variables de una misma linea quedan variables de una linea (de
la misma u otra). En otras palabras, una permutacién p de las
variables az)x que no altera su determinante D, (‘@p Aggy« o Appl),
produce una permutacion de las 2n lineas del determinante
enlre si, y mds exactamente, una permutacion (<«imprimitiva»)
o de las filas entre si y de las columnas entre si, o bien cam-
bidndose las filas por columnas y éstas por aquéllas.

Aun més, como cada elemento de un determinante esta
caracterizado univocamente por el nimero de su fila y el de
su columna, bastard indicar la descrita permutacién de las
lineas ;(filas y columnas) producida por p, para caracterizar
completamente la permutacién p misma. Asi vemos que el
grupo de las permutaciones de las variables ar\ que deja inva-
riante su determinante, es isomorfo a un subgrupo del grupo
de todas las permutaciones de las filas entre si y de las colum-
nas entre si o de los cambios de filas por columnas y recipro-
camente. Este grupd es una corona S,/S,/, considerando las
filas y las columnas del determinante como las 2n variables
de .permutar. ¢

Nuestro grupo es un subgrupo de este grupo S,;/S,/ (y
no ya el grupo entero); pues, no todas las permutaciones des-
critas de filas y columnas dejan invariante el determinante,
sino que hay unas que cambian el signo del' determinante,
dejando invariante solo el- cuadrado de D, (ayy, @45, - . ., @um)-
Como cada permutacion impar de las filas o columnas cambia

(*) La palabra ‘‘linea’’ designa indistintamente una fila o una columna.
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el signo del determinante, para evitar un cambio del signo de
Di, (ay4, a4, . . ., @t,,), 0 hay que limitarse a permutaciones pares
de filas y columnas, o hay que Ctombinar una permutacion
impar de las filas con una permutacion impar de las columnas,
y en ambos casos se puede hacer preceder un cambio de las
filas por las columnas y de éstas por aquéllas (sin alterar su
orden relativo). Pero, el conjunto de estas permutaciones for-
ma justamente el subgrupo S,/S,;A,] de Sy /[Sy].

En resumen: Las permutaciones de las n? variables ap
que no alteran su determinante

Dn (HH, alg, e ey ann) T== [ eeccsccsrarenae

forman'un grupo del orden (n!)2, isomorfo a S, [Sy; Ay] (pero,
para n=4, no isomorfo a S, XS8,). Las permutaciones que
dejan invariante el cuadrado {D, (ayy, ays, ..., ay,) % forman
un grupo del orden 2(n!)2, isomorfo a la corona S,[S,]. El iso-
morfismo resulta considerando las permutaciones de las filas y
columnas de Dy (agy, 849, ...,8,,).

Por fin, se puede observar que las permutaciones de las n?
variables ap\ que dejan invariante no sélo su determinante,
sino también" el producto ay, tgyas3. ... .a,, de los elementos
de la diagonal principal, forman el subgrupo S,/S,;E] que es
(en virtud de la férmula (IX.) del § 6) isomorfo al producto
directo 'S, X S,,.
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