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Al unir los puntos n1ec1ios A', B', C' de los lados del 
triángulo A B C se obtiene el triángulo Ji' B' C' dentro elel 
cual debe estar 1 para que con los seg1nentos x, y, z se pueda 
fOTl11 al' un triángulo, pues solalnente en ese caso se verifica 
que: x<y+z, y<x+z y z<x+y. 

El punto 1 r,epresenta al par de puntos interiores al seg-
11lento ,dado y que lo dividen arbitrarialuente en tres seg111entos 
con los cual'es se puede forn1ar SieI11pre un triángulo. 

2 0. Study representa (en Abh. d. 111ath. phys. K1. d. Kgl. 
sachs. g,es. d. Wiss'ensch. Leipzig r893) cada triángulo por el 
punto de E3 cuyas coordenadas son los tr,es lados' del 111is1110. 

Est'e es el 111étodo seguido por VVolff en el « J ournal für 
die reine und angewandte MatheI]latilu) Band t 53 s. 66. 

30 • Utilizando un interesante teor,eI11a de POl11peiu (1) nos 
prop ouemos representar cada triángulo por un punto del plano 
de la 111a11'era siguiente :i' 

Sea lel triángulo A B C equilátero e 1 un punto cualquiera 
del plano (Fig. 2); si unÜ110S 1 con los vértices del triángulo 
dado obte11'e1110s, 10s tres seg1uentos 1 Ji, 1 B, 1 C con los cuales 
podeI11oS s:Í:8111pr,e fOrl11ar un triángulo. 

Obj'etode lesta nota es el ,estudio de estos 111étodos de re­
pr:esentación y su cOl11paración entre sÍ, aplicando todos ellos 
al, probl'eI11a concr'eto de calcular la probabilidad' de que un 
triángulo del cual se dan arbitrarialuente los tres lados, sea 
acutángulo u obtusángulo (2). 

2. - Problei11a i pr1evio ,es el siguieilte :rO . El1 caela uno 
de los tres 111étodos citados ¿ apareoen todos los triángulos? 
2°. ¿Apal'"ieOe cada uno n1ás de una vez? 

hnnediatalnent'e se observa que en el 111étodo usado por 
Poincaré solalnente se obtienen los triángulos de perímetro 
pr,efijado y cada uno de ellos una sola vez si se tiene en cuenta 
el orden de)os lados, 'O bien seis V1eces si se pr,escinde de él~ tres 
SI ,es isósoeles, una si es equilátero. 

Como cualquier triángulo ,es sel11ejante a alguno de éstos, 
la fan1ilia de todos dIos queda nor111alizada por esta condi-

(l) "Bulletin de Mat. et de Ph. pures et appl. 1935. 
(2) Este problema, para el primer método de representación, se encuentra 

ya resuelto por E. LEMOINE, Q1¿elques q1testions cte probabilités resol1.tes géo-, 
mét1'iq1.¿el11,ent. Bull. Soco Math. France t. 11. 
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clOnde perünetro prefijado, que pern1Íte repr,esentar todos los 
s'elnejmües entre sí por un lnislno punto. 

En~el lnétodo de Study, por el contrario., triángulos sem,e­
jallÍles están representados por puntos de una senlirrecta de. 
origlen O y se logra nonnalización análoga considerando como en 
el n1étodo de Poincaré los triángulos de perÍlnetro a b + c = 1 
los cual'es !están rlepreslentados por la superficie del octaedro 
cuyos s'ellliej,es x, y, z; valen 1 (noTlllalización octaédrica). 

Otro n10do de nonnalización sería éste: sustituir cada 
triángulo por otro triángulo sen1ejante que cumple la condición 
a2 + b2 + c2 = 1, es decir, basta dividir los lados a, b, c, de cual-

q~lier triángulo por Va2+b2+c2 ; claramente se v,e que los puntos 
r,eprles'811tativos forn1an len ,este caso la superficie esférica de 
centro O y radio 1 (norn1alización esférica). 

Tan1bién con este nlétodo se obtiene cada triángulo una 
sola vez si se Hene len cuenta el orden de los lados o bien seis 
veoes si se pr,escinde de él. 

En ~el 111étodo ~lue proponemos, basado en el teor,8111a de 
Pompeiu; se observa desde Iluego que los triángulos nluy peqUe­
ños no ,están r1eprlesentados; (basta obs'8l'var en ef'ecto que en un 
triángulo equilátero leloentro tiene la propiedad de hacer mínima 
la . suma de distancias a los tres vértices. ~n efecto, recordmnos 
que !el punto de F'ermat (o de Steiner) de cualqllÍ<er triángulo, 
esto es, aquel ctiya suma de distancias a los vértices es lnÍ­
nin1a, les !el punto desde 'el cual se yen sus tres lados bajo ángulo 
de 1200 y est'e punto coincide con el ·centro, si el triángulo es 
equilátero. 

No hay, 'en cambio, cota superior para las dünensiones de 
los triángulos definidos con este método, puesto que existen 
puntos en el plano cuyas distancias a los tres vértices del 
triángulo ,equilátero superan a cualquier nlllllero. 

Tanlbién sle ve imuediatamente que cada triángulo tiene en 
la l',epl'leslentación que estuc1ianlos dos selnejantes; en efecto: 

para obtener un punto P que clunpla las condiciones P: = 

PE pe b . 1 el 1 l' ',. 1 f' 'd T=-Y asta construIr c os ,le os ugares g,eometncos ce 1111 os 

por dos de estas igualdades; considerando, por ejelnplo·, la pri­
m,era: rlesl,llta una circunf'erencia cuyo diállletro está situado 
'811 la rlecta A B y sep~ra arlllónicmnente al par A B. Análoga-
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"d d 1 d PB pe 1 . m,ente conSI ,eran o a segun a: T= y resu ta una CIrcun-

ferencia ,cuyo diámetro está situado en B C y separa al par B C. 
Hay, 'por tanto, a lo sunlO dos puntos P l' P 2 intersecciones de 
.aulbas circunferencias, que representan dos triángulos. seme­
jant,es al de lados a,~, "(; si las circunferencias son tangentes, 
los puntos ~on coincidentes; si no ,se cortan, no hay solución. 

~eamos len qué condicioües se v,erifican cada una de estas 
,soluciones. Para ¡ello rlesolvanlos el siguiente problema: 

Dadas tres circunfe-r,encias concéntricas de radios a < ~< "( 
(construir un triánguio ,equilátero cuyos vértices estén en ellas 
(Fig. 3). 

Fíg. 3 

El,egiInos un punto cualquiera en la circunferencia de ra­
dIo "( conlO vértice C; con centro en dicho punto hao.enl0s gi­
rar 600 la circunf,erencia de radio a la cual puede cortar a la 
circun:5er:encia de radio ~. en dos puntos B y B'. Construyendo 
sobr.e B C (o B' C) un triángulo 'equil*tero tenenl0S el trián­
gulo pedido. 

Según s'ea 

es decir, 

habrá r,espectivmnente dos :soluciones distintas, dos coincidentes 
o ninguna, por tanto sielnpre que sea ~ - a. < "(:::.:: ~ + a ,es decir, 
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siempre que los segmentos dados forlnen triángulo, habrá dos 
puntos distintos cuyas distancias a los vértioes de un trián­
gulo ,equilátero son proporcionales a ct p [:3, 1; cuando s'ea 1 = ct+[:3 . 

(pudi'endo ser o no ct = O) es decir, los segnientos dados for­
man un triángulo degenerado, habrá dos soluciones coincidentes . 
y finalmente cuando sea 1> ct + [:3, o se-a, cuando los segInentos 
no forman triángulo no habrá ninguna solución. 

Hemos cOlllProbado que hay dos puntos que repr,esentan, 
triángu·los smllejantes al de lados ct, [:3, 1, pero, ¿eóIllo 'est~n 
situados respecto de la circunfer,encia circunscripta .al triángulo 
equilátero? Consideren10s uno de ellos y su inv,erso respecto de 
la circunf,erencia circunscripta; estos dos puntos defi,nen triá~­
gulos seInejantes, según la conocida propiedad: «Dos puntos 
inv,ersos respecto ~le la circuriferencia circunscripta al triángulo 
equilát'ero definen triángulos sem,ejantes» (1), luego el segundo 
punto buscado debe coincidir con el inverso del primero. 

Por tanto, COlllO todos los puntos interiores a la circunfe­
r,encia tienen sus inversos fuera de ella, los triángulos que 
definen los puntos interiores son sen1ejantes a los que definen 
los lexterior,es. 

I 

En ,este méfodo de Pompeiu cada triángulo propiamente 
dicho y todos sus sem'ejant,es ,est.án representados en el plano 
por seis puntos Y' sus s'eis inversos respecto de la circunf'erencia 

e) Dos puntos inversos respecto de la circunferencia circunscrita al tri­
ángulo equilátero definen triángulos. se­
mejantes (fig. 4). 

Los puntos M y N por el teorema de 
Pompeiu definen triángulos, y tam­
bién dividen armónicamente al diá-

SI----IL-_~--:-4:____fR-'---:~~- metro RO S pues se tiene: 
----~-~-~---;.--M OM. ON = OR 2 

Fig. 4 

luego, la circunferencia de centro O es, 
el lugar de los puntos: 

A 111 AlR BA! CAl - Oteo 
AN RN BN CN-

por tanto, los triángulos definidos por 
dos puntos inversos son semejantes. 

Nota: Si el triángulo ABO no es equilátero pueden los dos inversos no deter­
minar triángulo, pero si uno lo determina, también su inverso, y los triángulos, 
obtenidos son semejantes. . 
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circunscripta al triángulO', nlllUerO' que se reduce a tres SI el 
triángulo dadO' les isósceles y a uno si es equilátero. 

3. Calculmnos. ahora la probabilidad de los triángulos 
acutángulos y obtusángulos ml cada uno de los lnétodos citados. 

10. ivI étodo de P oirwaré. Solan1ente los puntos interiO'res 
al triángulO' cUyO's vértices son los puntos n1edios del triángulo 
equilátm'O' y cuya altura ,es el perín1etro dado, detenninan 
triángulos; lüs puntos de los lados de dicho triángulo - deter­
minan triángulO'sünprO'pios, pues :e11üs tienen un lado igual a la 
~;Ulna de los otros dos. 

Para encüntrar ¡el lugar de los puntos que detenninan 
triángulos' r,ectángulüs, acutángulos y obtusángulos, consider,e-

Fig. 5 

lnos lüs le jes r,ectángulares O A y O e y busquelnos las dis­
tancias de un punto 1 (xy)' a los lados a, b, c (Fig. 5), un 
,cálculo fácil conduoe a este resultado: Los triángulos serán 
acutángulos, rectángulos u obtusángulos según que se verifique: 

[¡i
2 
-'- !!.- 2 --C... ~ ,2 1 2: 

l2 . 312 Y l V"3 y + <: O 

o .sea 



-9-

En forlna análoga prooedenl0s con los otros dos lados y 
encontranlOS' que los puntos que deterIninan triángulos rec­
tángulos se hallan' sobre' una de las ramas de cada' una de las 
tr,es hipérbolas cuyos centros ,están en las alturas corr,espon­
dimües al lado considerado conlO eje de las x, y que pasan 
por los vértioes del triángulo interior al de altura pr,efijad:a; 
los puntos que deterIninan triángulos obtusángulos y acután­
gulos son los interiores y ,exterior,es r,espectivaInente a las 
hipérbolas a¡üeriorles. 

El área del recinto cuyos puntos deterlninan triángulos 
es: 

Para hallar el área del r,ecinto cuyos puntos deterlninan 
triángulos obtusángulos se calcula una integral doble que se 
r,eduoe a la integral sünpl,e ele. una expr,esión irracional cuadrá­
tica y r,esulta fiúahlliente 

Aob 1 (3 ) 
-=-=. - --lg2 =003282 

3 V3 4 . ' 

ü sea 

Finalnlente, el ár'ea del r,ecinto cuyos puntos definen trián­
gulos acutángulos la obtenell1os por dif'erencia' entre las dos 
halladas ,y es: 

A'a~ = V~ (3lg 2 - 2) =0,04588 

Luego, la probabilidad de los triángulos obtusángulos en él 
triángulo parcial les: 

P - 0,09846 _ O 689 ob - 014434 - " ,,"' , 

la·.de los acutángulos: 

0,0/1588 
P ac = 0,14434 = 0,318 
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Si consideramos el triángulo total tenemos: 

9 
Pob= ¡¡ -lg 2=0,17055 

Pac = 3[g 2 - 2 = 0,07945. 

La probabilidad de formar triángulo con los tres seglnentos, 
obtenidos se sabe que es 1/4, si consideranl0s el triángulo total,. 
o bien 1 si consideramos el triángulo central A' B' C' . 

20. Método de Study 

a) N or.n~alizació.n octaédrioa (Fig. 6) . 

A 
x 

F~g. 6 

Con ,est'e método, si desemnos triángulos de lados positivos,. 
debemos considerar la cara a + b + c = 1 del octaedro, yen 
dicha cara los puntos interiolles al triángulo A' B' C' cuyos la­
dos son .l~s intersecciones del plano a + b + c = 1 con, los' 
a+b-c=O, a-b+c=O, -a+b-+c=O, son los únicos. 
que determinan triángulo; los puntos situados en los lados de 
dicho triángulo dan triángulos impropios; los triángulos r,ectán­
gulos ,están determinados por los puntos situados en las inter­
s'ecciol1les del pl~no a + b + c = 1 con los conos c2 = a2 + b2, 

b2 = a2 + c2, a2 = b2 + c2 ; los puntos compr'endidosentre, di-
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9has intersecciones y los lados del triángulo A' B' C' dan 'trián­
gulos obtusángulos y los r'estantes puntos determinan triángulos. 
a·cutángulos. 

Como lel área, de la cara A B e del octaedro es: 

~i V~ ,-
A = --=- = 08660') por ser l = 1/2 lt 2 ' "'-', r , 

y la del triángulo donde se encuentran los puntos que determi­
nan triángulos les un cuarto de la del total, es decir 0,21650, la 
probabilidad de' que ,exista triángulo dentro del triángulo ,ti B G 
es 1/4, y 'en ,el triángulo central es 1 

B 
1 y 

!ig. 7 

Calcul,emos ¡el área de la, superficie cuyos puntos deter­
minan triángulos obtusángulos; para ello hallamos el á~ea 
de la proyección de dicha superfici,e calculando la integral 
corr,espondient,e y obtenenlos: 

Ap = 9/8 - 3lg 2/2 = 0,08526, 

luego lel ár,ea buscada es: 

V3 [' 9 ] _ 0,08526 
Aob=T 71- 3lg 2 - 1/V3 =0,14766: 

r,estando 0,14766 de 0,21650, obt,enemos lel ár,ea del recinto 
cuyos puntos determinan triángulos acutángulos que es: 

Vi Aac = T [3lg2-2}=0,06884, 
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por tanto, la probabilidad de obtener triángulos obtusángulos 
en 'el triángulo oentral es: 

y la de los acutángulos es: 

0,0688lt 
Pac = 0,21650 ,=0,318; 

SI consideralllos ¡el triángulo total r,esulta: 

Pob = 9/4 - 3lg 2 = 0, 1705fj 

Pae=3lg 2 - 2 =0,07945 " 

b) Normalización, esférica (Fig. 8). 

Fig. 8 

Considerl8lllos lel octal1Í<e de la ,esfera X2 + y2 + z2 = 1 donde 
sle encuentran los puntos que aetern1inan triángulos de lados 
positivos; de todos los puntos del . octante sólo los interiores 
al triángulo ,esférico A' B' C' cuyos lados son las .jnte,rsecéiones . 
de la !esflera con los planos a + b -c = O,. a - b + c = 0, 
- a + b + c = 0, det'erlllinan triángulos; los situados sobre los 
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lados' de dicho triángulo claíl triángulos lÍlnites; los que. deter­
minan triángulos rectángulos ,están situados en las intersecci():­
nes de la 'esfei'a a2 b2 .+ c2 = 1 con los conos c2 = a2 + b2, 

b2 = 1([2 + c2, ,a2 = b2 + c2 ; los triángulos obtusángulos estáil 
det:el'lninaclos po.r los puntos con1pnendidos entre dichas inter­
secciones y ·los arcos de círculo. máxin10 cuyos puntos' clan los 
tr~á}lgulos lÍlnites, y lo.s restant,es definen los triángulos acu­
tángulos. 

El área elel octante de la esf.era X2 + y2 Z2 = 1 es: 

A = ~ =-= 1 57079 
2 ' 

HaHeUlOsel ár,ea del triángulo esférico A' B' C' cuyos pun­
to.s detel'lninan triánguios; para ,ello calculmno.s :el área de los 
tr'es triángulos :esféricos r,estantes cuyos puntos no clan' trián­
gulos y tenen10S: 

cos c' = cos al2 . cos b 1'2 = cos 450 • cos 45 0 = 112 

cos A' = ig b/2 . coi c' = 0,57735. 

A' = B' = 540 43' 56" 

E = C' + A' B' - 1800 = (900 + 2.540 43' 56" -1BOO) = 

= 190 27' 52" = 70072" 

S =Er =0,33972, 

luego el ár,ea de lo.s tres triángulos es. 1,01916, Y la de la 
superficie buscada ,es: 

1,57079 -1,01916 =O,551~3. 

Por tanto la probabilidad de que exista triángulo c1ent1'o 
del triángulo A' B' C' 'es 1 y si consideran10s el triángulo 
total . resulta: 

055163 
PfJ= 1:57079' 0,351. 

El áréa de la superficie cuyos puntos determinan trián­
gulos acutángulos la obtenemos calculando el área de los tres 
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cuartos de casquete de altura 2 -; V:2 que es ~ [ 2 1t (2 -; V2)] = 
~; (2 - (2) = 0,46008 Y r'estándola del ár,ea del octante: 

Aae=; _~1t (2-(2)= ~. (2(2-4)=0,19054. 

Si al área ele los tres cuartos de casquete le restamos la 
de los tres triángulos cuyos puntos no dan triángulos, obtene­
mos lel área del recinto donde se encuentran los puntos que 
deterlninan triángulos obtusángulos que es: 

Aob = 1,38025 -1,01916 =0,36109, 

luego, la probabilidad .de obtener triángulo acptángulo en el 
triángulo A' B' C' les: 

0,36109 
Pac = 0,55163 = 0,345 

. y la de obtener triángulo obtusángulo es: 

. 036109 
Pob = 0:55163 = 0,654, 

pero SI consideramos el octante A B e resulta: 

Pob=0,230 

3°. Método basddo en, .el teorelna de Pompeia. A cualquier 
punto del planO. corresp'onde siempr,e un triángulo; v-eamos 
ahora qué clases ¡de triángulos se obtienen con los distintos pun­
tos del plano. , . 

Los puntos de la circunferencia circunscripta dan triángu­
los límites, es decir, que tienen un lado igual a la suma de los 
otros dos como lo demuestra M. N. Obr.echkoffen el «Bulletin 
de Mat. ,et ele Ph. pures ,et áppl.» Bucarest (I935 - 36 p. 4). 

Busquemos :el lugar ele los puntos I que determinan trián­
gulos rectángulos, acutángulos' y obtusángulos. 
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Si consideramos los ejes rectangulares 01 B Y 01 A, las coor­

denadas de los yértioes son: A (1/2,0), B (O, 1V3;2 ),C (-1/2,0). 

acutánguios 

Fig. 9 

Según sean los triángulos acutángulos, r,ectángulos u ob­
iusángulos, debe v,erificarsre que: 

(x -lj2.Y+ y2 -t( x + [/2)2 + y2 ~ x2 + ( y - l·V; ) 2 

x2 + ( y + 1 ~3 ) .,_ [2 ~ O. 

Análogmnente con los otros dos lados. Encontranlos así 
que los puntos que deternlinan triángulos r,ectángulos se hallan 
-sobre las circunfe·rmlcias de radio l con centro sobre las media-· 
trioes de cada lado y que pasan por los vértices respectivos; 
los puntos que detenuinan triángulos obtusángulos y acután-
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gulos son los interior,es y :exteriorles r'espectivanlente a las 
circunferencias anterior,es. 

COlll0 con este 111étodo a cualquier punto del plano corres­
ponde Sielllpr,e un triángulo, r'esulta que si consic1eralllos los 

puntos d,elcír~ulo de área TI (l/3 . v3)2 = ; l2 = l2 . 1,0472, la 

probabilidad, ele obtener triángulo es: 1. 
El ár,ea del r'ecinto a cuyos puntos corr,esponden triángu­

los obtusángulos, la obteneUl0s calculando ,el área de los tres 
segm:entos circular,es de amplitud' 600 Y radio l, y la ele los 

tres seglllentos de alllplitucl 1200 y radio ~ lB; luego, el área 

buscada es: 

[2 -
fiob = 12(10TI-12 13)=l2.0,8859. 

\ 

La diferencia ,entre el ár,ea del círculo de radio ~ {3 y la 

r,ecién calculada, nos da e! 4r,ea del r,ecinto cuyos puntos repre­
sentan triángulos acutángulos, y es: 

1 
[2 Te [2 . - l2 - ' 

f ac = 3 - 6 (5 re - 6 1/3) = (; (61/3 - 3 re) = l2 . 0,1613 

Por tanto, la prohabilidad de los triángulos obtusángulos 
es: 

0,8859 
P ob = 1,Ol172 = 0,846 

y la de los acutángulos: 

Si ,en vez de considerar los puntos interior'es a la circunfe­
r,encia ,circunscripta, conside:ramos los exterior,es que determi­
nan triángulos smnejantes a los ya considerados, las probabili­
dades resultan: 

Pt =1 
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Las probabilidades obtenidas con los div1ersos ll1étodos son: 

1 0. Poincaré 

Ll A' B' e' 
Pt =1 
Pac =0,318 
Pob =0,682 

2°. Study 

a) NOrlTIalización octaédrica 

Pt =1 
Pac =0,318 
Pob =0,682 

b) Normalización esférica 

Pt =1 
Pac =0,345 

Pob =0,655 

3°. Pompeiu 

P. int. circunf. 

Pt =1 
Pac =0,154 

Pob =0,846 

Ll ABe 

Pt =0,250 

Pac -:- 0,079 

P.~=0,171 
f~ 

Pt ·0,250 

Pac =O,079 
Pob =0,171 

Pt =0,351 
Pac = 0,121 

Pob =O,230 

P. lext. circunf. 

Pt =1 

Pac=1 
Pob=O 

La cqincidencia de los resultados obtenidos I al calcular 
la probabilidad ·de los triángulos acutángulos y obtusángulos 
con 'el niétodo de P.oincaré y con el ele Study cuando se nornla­
liza con la condición x + y z = 1, s'e debe a que all1bos ll1é­
todos son lequival;entes, pues si bien en el prin1ero se fqrn1an 
los triángulos con las distancias de un punto interior al trián- .. 
gulo equilátero a los lados del miSlTIO, y en el segundo con las 
coordenadas ele un punto del plano x + y + z = 1, dichos seg­
mlentos \80n respectivanlente proporcionales, luego las áreas de 
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los triángulos obt'enidos deben ser también proporcionales y 
por tanto las probabilidades son iguales. 

Fig. 10 Fig. 11 

En ¡efecto, si consideramos' como triánguto de Poincaré la 
cara' x + y + z = 1 d.el octaedro y llanlamos ~, 11, Z:, las dis­
tancias de P a los lados,y X 3 y, Z3 las coordenadas del nÜSlllO 
punt03 d'e la semejanza de los tr,es triángulos rectángulos SIe 

deduoe: ' 

'x y z V2 
-=-= - =sena=-= 
~ 11 ~ V3' 

',por tanto, los seglnentos son r,espectivam,ente proporcionales. 


