ENIGMAS DE LA MATEMATICA

I.-EL PROBLEMA DE 10OS CUATRO COLORES

La mayoria de los problemas matematicos que se caracterizan
por el contraste entre su aparente simplicidad y la extraordinaria
dificultad de su demostracion, pertenecen a la teoria de los nameros.
Pero hay uno, tal vez el mas simple de ellos, que forma excepcion y
consiste en un problema geométrico. Es el llamado «Problema de
los cuatro colores», de enunciado comprensible aun por cuienes
menos conocimientos poseen de matematicas, y cuya demostracion,
sin embargo, no se ha logrado todavia. Nos proponemos dar alguna
noticia sobre esta célebre cuestion.

Al parecer fué¢ enunciada en 1850 por De Moreax, pero no
fué muy conocida hasta 1878, en que Caviey la presenté a la
«London Mathematical Qomety ». Consiste en demostrar: «Cual-
quier mapa plano compuesto de un nimero finito de regiones de
forma cualquiera se puede siempre colorear con solo 4 colores dis-
tintos de tal manera que no haya dos regiones con frontera comin
que tengan el mismo colors.

Se ha demostrado con relativa s1n1ph01clad que bastan 5 colores,
pero no se ha logrado rebajar este ntmero a 4 (Véase la biblio-
grafia en «Ph. Frankuw, Seripta Mathematica, Vol. VI, no. 3-4,
1939).

Con el gran namero de tentativas de demostracion se han ido
obteniendo varios resultados parciales. Por ejemplo:

1.© Si en cada vértice del mapa concurren un namero par de
regiones, el mapa se puede colorear con s6lo 2 colores.

2.0 Si cada region es fronteriza con un namero par de las
demas, bastan 3 colores para colorear todo el mapa.

3.0 Un mapa que contiene a lo sumo una sola regién con mas
de 6 lados, se puede colorear con /4 colores.

Frankriv, en el trabajo citado, demuestra también que el pro-
blema se puede reducir a estudiar la posibilidad de colorear las
aristas (lineas de separacién de dos regiones contiguas) de manera que
no concurran 2 del mismo color en un mismo vértice; vale entonces:
«el problema de los 4 colores equivale al de colorear las aristas con
sélo 3 colores».

En vista de la resistencia del problema a su demostracion total
se ha empezado el camino de demostracion por aproximaciones suce-
sivas. Asi en 1922 Frankiiv demostré que todo mapa con un
ndmero de regiones igual o menor que 25 se podla colorear con 4
colores. REvynoLps en 1927 aumenté este nimero a 27 y muy
recientemente, en 1940, Wiy 16 ha extendido a 35. Es decir, ac-
tualmente el problema de los 4 colores estd demostrado para mapas
que posean hasta 35 regiones. La posibilidad de dar un contraejem-
plo que demuestre que el problema no es cierto aparece de esta ma-
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nera muy poco probable, dada la complejidad de los mapas con tal
namero de regiones.

También se ha extendido el problema a mapas situados sobre
superficies distintas de la esfera o el plano, por eJemplo el toro o en
general a la superficie formada por una esfera mas p asas. Is
sabido que una superficie cerrada que se pueda considerar deforma-
cion continua de una esfera con p asas se llama de género p. Si
sobre ella se considera un mapa que la cubre completamente y consta
de R regiones, A aristas y V vértices, vale la relacién de Eurer:

A+R_2(I——p Por ejemplo para la esfera (p=o0) se
tlene el teorema de EviLer de la geomeiria elemental. El hecho no-
table es que para muchas de (,stas superficies, para p=1,2,3,4, el
teorema correspondiente al de los 4 colores se ha demostrado_ com-
pletamente. Asi, llamando C, (nimero cromdtico) al minimo nu-
mero de .colores que bastan para colorear cualquier mapa de una
superficie cerrada de género p, se ha demostrado que es

Cy=n, Cg=8, Cy=g9, C,—10

Por ejemplo, para el toro (p=T) bastan 7 colores para colo-
rear cualquier mapa y existen mapas en ue este namero de colores
son necesarios. Queda por demostrar que el namero cromético G,
para las superficies de género o es 4.

Las superficies anteriores son «orientables» o «bildteras», es
decir, superficies en las que se puede considerar un lado interno y
otro externo que no pueden unirse entre si por una curva que no
atraviese a la superficie. Pero también para las superficies «no-
orientables» o «unilateras» més simples se ha resuelto ¢l problema.
Estas superficies se obtienen a partit de la «banda de Moesius»,
que se obtiene, como es sabido, uniendo en sentido inverso dos bor-
des opuestos de un rectinguio. Si a una esfera se Ie hacen % aguje-
ros y sus bordes se unen con los de k bandas de Moesius, se
obtiene una superficie unilatera cerrada que se dice de género k.
Asi, imaginando dos handas de Mozsrus unidas por sus bordes se
tiene la llamada «caperuza» de Kiemv, de género 2. Para estas
superficies, que naturalmente no pueden realizarse en el espacio
ordinario de 3 dimensiones sin que se atraviesen a si mismas, se
han obtenido los siguientes niimeros crométicos:

> Bl H s
G =0,=6, Cy;=7, C,=8, C;=
Es, pues, una particularidad notable del problema que nos
ocupa que se haya resuelto en casos aparentemente mds complicados

y que siz embargo se ha resistido hasta la Techa la demostracion
para el caso més snnple de la esfera o del plano.

L. A. S



