UN ALGORITMO DE SUMACION DE SERIES
DIVERGENTES

por Ricarpo SaN Juaw

Polya y Rey Pastor (*) han generalizado el algoritmo de
Borel introduciendo un parametro complejo como coeficiente
de la variable de integracion en la asociada, con el cual se hace
girar el camino de integracién y se amplia el campo de con-
vergencia hasta lograr el exterior de la cipsula de los puntos

singulares de f(z) == 3. Si este pardmeiro o se toma co-

mo exponente de dicha variable f, ademés real y positivo me-
nor que 1, y luego se hace tender a 1, resulfa un algoritmo
definido asi:
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que comprende también al de Borel y efectaa la prolongacién
analitica de la serie & anz" en toda su estrella principal de
Mittag-Leffler (**).

(*) PorvA. — ‘“Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen von Po-
tenzreihen’’. Mathematische Zeitsehrift. B. 29. (1929) S. 549.
Rey PAsTOR. — La investigacion matemdtica. Bol. erit. ped. 1919. Notas

de Andlisis. Asociacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias. Congresos de
CAdiz (1927) y de Barcelona (1929). Rend. Ist. Lombardo (1931). Pag. 1293.
Véase ademds la clara exposicién de Dorrscm: Sitzungsberichte Akademie
Miinehen (1931), pag. 1.

(**) Nétese la diferencia de este algoritmo con el de Mittag-Leffler (¢‘Sur
la représentation analytique ete...., ‘‘Acta Mathematica, B. 29, S. 101-181) en
que los términos de la asociada tienen denominadores (n¢ )! y para alcanzar
un punto prefijado de la estrella hay que tomar o suficientemente pequefio.

Un estudio sistemético de los algoritmos de prolongacién analitica fué he-
cho por Buhl en su fascieulo ‘‘Séries analytiques. Sommabilité’’. (Mémorial
des Sciences Mathématiques, Fasc. VII) donde pueden verse diversos métodos
que efectdan la prolongacién en toda la estrella de Mittag-Leffler, pero con
procesos més complicados que el B .



Este algoritmo no es lineal, pero se transforma en lineal
integrando término a término, y resulta el algoritmo de Le
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Roy de factores gl—na-,)— (*). Esta integracion puede interpretarse
_asi:
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El algoritmo Bu. se deduce del algoritmo lineal de Le
(na)!

n!

Roy Ly de factores sustituyendo la serie auwiliar de éste

por su suma con el método de momentos (na)! y generatriz
X x ., 9
—e'a te " que también se debe a Le Roy (**).
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Aplicando las propiedades de permanencia y prolongacion

analitica de estos dos algoritmos de Le Roy resulta:

El algoritmo Ba efectiia la prolongacion analitica de cada
serie & anzn en toda su estrella principal de Mittag-Leffler.

Para ver que este algoritmo B, comprende también al de
Borel aunque la serie tenga radio nulo, basta observar que la
expresion B resulta de aplicar a la integral de Borel los fac-
tores de sumacion (**F).

()= L oat—l = fo—1
}.L(OOIL>— e « ta

(*) LE Rov.— Sur les sérics divergents. Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse (1900).

(**) Esto puede aplicarse a cualquier algoritmo lineal sumando su serie au-
xiliar eon un método de momentos o con otro algoritmo lineal.

(***) Pueden utilizarse factores de convergencia efectuando previamente una
integraeién por partes sobre
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Este artificio se generaliza como método para deducir las condiciones anteriores
de las de permanencia para factores que comservan los limites nulos, eorrelati-
vamente a la demostracién del teorema de Perron que dimos en nuestra Tésis
doctoral (R. 8. 8Ax JuaN, Sumacion de series de radio nulo, ete... Revista de
la Academia de Ciencias- de Madrid (1933).

Véase también Teoria de los algoritmos lineales de convergencia y de.suma-
cion, de REY PASTOR.
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que efectivamente satisfacen las condiciones de Perron:
lim p(a t)=1 para cada t
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En efecto, se verifica:
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siendo o la raiz positiva de oo ta—t— (‘a—— 1) =o0, donde
cambia de signo el integrando
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la cual es a; <e, puesto que
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Toda serie sumable B es sumable By, y con igual suma.

Esta generalizacion de B puede extenderse al método de
Le Roy de momentos (np)! siendo p>0 y resulta un algorit-
mo:
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que comprende a los dos algoritmos de Le Roy y al de Borel



