
EL LUGAR GEOMETRICO y LUGARES DE PUNTOS 
AREAS EN EL PLANO 

Por V. y A. FRAILE Y C. CRESPO' 

( e ontimtación) 

3. - Lugar de lo; centi'os de los paralelogramos inscritos en 
un .cuadrilátero dado (M. A. LO'ngchamps). - Al :resO'lv.er este prO'­
blema se ha cO'nsideradO' siempre lO's paralelO'gramos de ladO's para­
lelO's a lasdiagO'nales del cuadriláterO'. De este mO'dO' la sO'lución 
es 'el segm'entO' cuyós extremO's sO'n .lO's oentrO's de dichas diagO'nales;­
perO' se cO'mpr,ende que. el lugar es más general prescindiendO', de tal 
restricción impuesta pO'r ,el paralelismO'. EntO'noes se trata de un 
lugar área. 

Sea· A B C Del cuadriláterO' dadO' (fig. 4). TO'mamO'sarbi­
trariamente en lO's ladO's A B, A D sendO's puntO's E, F. A partir 
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de un puntO' cualquiera G~ de B C, pO'r 'ej,emplO', tracemO's un seg­
mentO' G' H' igual y pára]elO':al E F, Y pO'rH' la paralela a B C 
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hasta H. El segm'ento, H G, paralelo e igual a G' H', Y el E F 
-determinan, pues, un paralelogramo inscrito en'· él cuadrilátero da­
·do y, por 10 tanto, un punto del lugar. De esta construcción se de­
·duce: 1 0. Un punto del lugar queda unívocamente determinado eli~ 

.giendo arbitrariamente sendos puntos b en dos lados adyacentes del 
'cuadrilátero; 2 0. Elegidos los puntos anteriores quedan determina­
·dos los otros dos en el. otro par de lados; 3°. Pueden no ,existir 
·estos últimos· puntos, y, por lo tanto, la eLección arbitraria de 
E y F está acotada. . 

De todo 'esto r,esulta que los ,entes primitivos del lugar pro­
puesto son cUiltro puntos, E, F, G, H, 'vértioes ·de un paralelogra­
mo, que produoen un punto P del lugar. Cada uno de estos' cua­
tro puntos se muev,e sobre una línea; pero este movimiento sólo 
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser", pues, un área, 
en general. Los lados A B,A D del cuadrilátero dado, o mejor, los 
recintos acotados ·en ,ellos, son conjuntos-variables. 

Como vemos, no es necesario el paralelismo de. B D Y E F. 
Todo punto del lugar ha de ser centro de dos segmentos (dia­

gonal'es) inscritos uno en A By C D (fig. 5)y otro 'en A D .Y B C, 
luego ha de pertenecer a los paralelogramos Q M R N Y S M T N, 

Fig. 5 

.superficies medias de ambos pares de lados opuestos. El lugar. es, 
por lo tanto,. la parte común a dichos paralelogramos. Es fácil v,er 
.que ·esta parte común. 'es otro paral!elogramo M M' N N'. 'N Y .M 
.son centros, respectivamente, de las diagonales A C y B D del cua-
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drilátero, y los lados del lugar son paralelos a los A B Y A Den-'­
volventes-del cuadrilátero comp1eto. 

Si el cuadrilátero dado es trapecio el lugar degenera en un 
segmento, y si 'es paralelogramo, en un punto. 

4. - Lugar de, los centros de los segmentos inscritos en una 
circunferencia y una recta. - Es, pues, otra superficie media. 

Sea O la circun ferencia y r la recta (fig. 6). Reconoceremos 
cuándo un punto P ,es del lugar trazando la i'ecta simétrica r' de r 
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Fig. 6 

respecto de P (hágase la figura). Si r' tiene con la circunferencia O 
puntos propios comunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario, 
puesto que si F y G, son esos puntos comunes; uniéndolos con P y 
prolongando los segmentos hasta r, ambos segmentos cumplen las 
condiciones del enunciado. 

Las rectas M Q y NR,paralielas a la r, dond~ M y N son, 
respectivamente, los oentros de A H Y BH, limitan~st~ lugar área, 
que es la franja rayada: las rectas simétricas de r resI)ecto de los 
puntos de dicha franja cortan' o son tangentes a la cir~unf.erencia 
O; y no la cortan las simétricas de r respecto de los demás pun­
tos del plano. 

r y O son conjuntos-variables. El sistema de lugares parcia­
les correspondiente a r lo constituyen to<;las las rectas de esta franja 
'paralelas a r. Y el sistema' de los correspondientes a O todas las 
circunferencias inscritas en dicha franja. 
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Si en' vez de considerar la recta l' se trata de un segmento 
e D, es claro que ,el lugar será la parte de la franja doblemente . 
rayada, donde las circl1nfevencias 01' O2 son las posiciones límites . 

'del lugar parcial correspondiente a O. 

5. - Lugar de los centros de los segmentos inscritos en. dos 
circunferencias. 

Sean 01' O2 las circunf.erencias dadas, de radios 1'1' 1'2 respec­
tivamente. Reconoceremos si un punto P de su plano es o no del 
lugar trazando la circunferencia 0\, simétrica de la 01' por ej,em­
plo, respecto de P. Si 0'1 Y O2 tienen puntos comunes reales, S, 
T, y son S', T' sus simétricos respecto de P, los segmentos S S', 
T T' están inscritos en 01 y 02' Y es P su centro. 

Construy.amos .. las circunferencias concéntricas de centro ° 
(fig. 7), punto Inedio del segmento 0 1 02' cuyos radios son, res­
pectivamente, 1/2 (1'1 + r¡~) 'y 1/2 (1'1 - 1'2)' Es fácil prohar que 
las circunferencias simétricas de una de las dadas respecto de Jo~ 

Fig. 7 

puntos de la de radio 1/2 (1'1 + 1'2) son tangentes ,exteriormente a 
la otra; y lo son interiormente si se toma cOlno centros de sime­
tría los puntos' de la circunferencia de radio 1/2 (1'1 1'2)' Trace­
mos una rect.a cualquiera, 02D: que corte :a ambas drclJnf,erencias 
concétricas. Los puntos 'de intersección son A, B, ·C,. D, Y A', B', 
C', D' los simétricos de O2 respecto de aquéllos. En virtud de lo 
dicho, las, circunferencias de radio, 1'2 y centros D' y C' son, res-
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pectivamente, tang,entes exterior e iüteriormente a la 01' con lo 
cual los puntos del segm,ento D' C' - y, pór igual razón, los' de 
B' A' ~ son centros de circunferencias de radio 1'2 que tienen con 
la 01 puntos comunes real,es; y no los tienen las circunferencias 
de radio 1'2 cuyos centros no ,están 'en los segmentos D' C', B' A', 
para la recta genérica oonsiderada 02D'. Por lo tanto~ 'en dicha 
recta, sólo son puntos del lugar los de los segmentos A B Y CD·. 
Y, ep definitiva, todo punto de la corona circular rayada es, pues,. 
del lugar, y no Jo son los demás puntos del plano. El lugar pro­
puesto es ,e sta corona. 

Considerando los' segmentos inscritos de 'extremos M, fijo en 
01' y X, variable en O2 obtenemos un lugar parcial que es la cir­
cunferencia d,e oentro G, inscrita· ,en la c,orona, y que engendra el 
lugar total cuando M varía en 01' Del mismo modo, un ,lugar par­
cialcorrespondiente . a la circunf.erencia 0 1 respecto de un punto 
fijo, N, de la 02' es la circunf'er'encia de centro H, ',tangente ,en Q 
y R a las de la corona. 

6. -. El l. g. de las polares de los puntos de la cuerda A B de 
una cónica cp (fig. 8) respecto de cp ,es la parte de haz rayada, 
donde P, vértioe del haz, es polo de A B. Este haz ~cotado de po­
lares es un lugar de rectas, y tanibién lo es de puntos. Basta, para 
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Fig. 8 

verlo, enunciarlo así: «Dada una cónica cp y una cuerda A B, tó­
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, ,en' uno de los dos arcos 
en que la cuerda divide a la cónica, y otro, Y, en el otro arco. La 
recta X Y corta en V a la cuerda A B. 'Lugar de los conjugados ar-
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'mónicos de los puntos V respecto de todos los par,es (X, Y)). To­
do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser 
V de la cuerda A B, dicha polar es del haz acotado. 

También puede v,erseque la· condición necesaria. y suficiente 
para que ,un punto Q' sea del lugar 'es que su polar A' B' ~espectQ 
de cp corte a la cuerda A B, condición que cumplen sola:mente 108 

puntos del recinto infinito rayado .. 
Los puntos· del lugar quedan unívoc,amente determinados eli­

giendo urIa terna (X V Y); pero sólo es arbitraria la elección de 
X e Y ; es decir, entre . las tres líneas a que perteneoen, respecti­
vamente., los puntos ,de la terna, sólo son conjunto-variables los 
arco¡; A X B y A Y Bde la cónica dada cp. 

( Continuará) 

y 

CUESTIONES DIDACTICAS y METODOLOGICAS. 

N'.' 3. - El teOl'€ma fundamental de la semejanza de triángulos se demues­
tra ordinariamente como caso particular del teorema de las transv€rsales (im­
propiame~te llamado teorema de THALES). EUCLIDES, en cambio, (libro VI. 
Prop. 2) lo demuestra mediante la €quivalencia de triángulos. 

Analizar y cOl\\1parar, d€sde el punto de vista didáctico, los dos caminos 
para llegar a la demostración de ese mismo teorema. 

J. B. 

N'-' 4. La notación de los múltiplos de un número natural mediante el punto 

colocado encima de éste a su izquierda, desorienta a los alumnos y los conduce 
a resultados falsos que SOn disculpables puesto que este signo funcional, aná­
logo a otros, €S único, mi€ntras que para cada función distinta se usan carac­
terísticas diferentes. Cuando .el alumno escribe p. e. 

. . . 
2 ,..-- 2 = O en vez de escribir 2 - 2 2 

no comete €l'l"or más grave del que haría el mismo profesol' a quien se pregun­
tase cuánto vale la diferencia f (x) - f(x) si el proponente entendiese por 
tal la diferencia entre dos funciones cualesquiera representadas g€néricamente 
por la misma letra f. Sometemos la cuestión a la opinión de los profesoi'es 
que hayan tropezado con táles inconvenientes, para que propongan la solución 
más adecuada. 

M. V. 


