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El interesante artículo del profesor Beppo Levi en . las 
«lVlathe1uaticae Notae», ha puesto de actualidad el viejo proble:.. 
nla de la división del plano por una curva cerrada de J ordan y 
por ende la generalización de Brouwler y Lehesgue para el es­
pacio E/u cuyas demostraciones no pueden considerarse conlO 
satisfactorias, por pr,esentar puntos oscuros a través de su largo 
desarrollo. Entendiendo que el principio ele econon1Ía die pensa-
1uiento aconseja pref.erir aquellas denlostraciones de GeOluetría 
plana que señalan ,el canlÍno paraextlenderlas a los ,espacios 
pluridünensionales, ,expusÍluos hace años en nuestros cursos 
una denl0stración del teor,e1ua de J ordan para curvas planas que 
podría leixtenders'e a En- Mucho 1uás slencillo es naturalnlmüe 
lel caso de polígonos planos, para los cuales dimos una breve 
dmuoslración que sin dificultad se exüende a las variedades 
poliédricas oerradas. de cualquier núnlerü de dünensiones; y al 
infornlarsle de dlas el prof.esor Levi nos hizo el honor de sug,e­
rirnos su publicación. 

Existiendo, C01UO es sabido, c1eluostraciones del te0rmna ge­
neral r,elativo a las variedades curvas, que pr,esuponen conocida 
la deluostración para las variedades poliédricas, y no siendo 
satisfactorias las existentes, slerá quizás útil acoeder a esta 
exhluuación clC' nuestros viejos apmües de clase, por si sugieren 
el caluino para abordar el teorema g,eneral de Brouwer y 
Lebesgue. 

Quienes crean problelna de1nasiado sencillo el abordado 
en esta nota y supongan la existencia de alguna satisfactoria so­
lución ya incorporada a los textos, harán hien en estudiar las 
nada sÜllples ni breves demostraciones de B. Levi en Math. 
Notae (1941) o la de H. llahn en J\rlonatshefte (1908) relativa? 
al caso del polígono plano, proble1na que exige ya, como re­
conoce el propio Hahn, «einen recht langwierigen, recht kunst­
vollen Beweis (o). En cuanto al caso tric1iIuensional, la dificul-

(9) Kl'ise und Neuaufbau in den Exakten Wiss/ellschaften. Wien 1933. Die 
Kl'ise del' Anschauung, pág. 57. 
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tad sube de punto, conlO subraya el propio Hahn, quien no alude 
siquiera al de En, naturahnente más cOlnplicaclo, y por ello pr,e­
fieren los autores citados al pie(*) detenerse en el caso tridÍlnen­
sional. Conviene advertir .que la de1110stración que daInos para 
En no presupone la del plano; pero hemos antepuesto ésta por 
conveniencia didáctica, dado el origen de esta nota. 

Poligonales cerradas en E2 

Traoe1110s por todos los vértioes paralelas a una lnislna 
dir,ección, distinta de las ele todos los lados, la cual adoptar1e1110s 
C01110 dir'ección del leje x; y sean y = Yi (Yl < Y2 < ... <.;::: Yn) las 
ecuaciones de estas r,ectas. Cada lado AB de la poligonal tiene 
sus ,extrmnos en dos de ,estas r1ectas, e introduciendo vértices 
iIüennedios puec~e suponers'e que .. cada dos vértices consecu-. 
tivos de la poligonal están en r1ectas con8'ecutiva~. 

---4~------------~~----------~-- ~t 
Ar-1 

Fig. 1 

Los dos lados Ar- 1 Ar Y Ar .11'+1 que concurr'en en el vér­
tice Ar pueden ocupar una de; ,estas posiciones: 

a) Están separados por la recta en que está Al" es decir, 
Ar-l,fÍ'"+l pertenecen uno a la recta anterior y otro a la pos­
terior. 

(*) Una demostración, muy larga y minuciosa para el easo de tres dimen­
sjones, dió LENNES, A.'/'/W1·. JOU1'n. of Math., 33 (1911) pág. 50-55; otra es de 
VEBLEN, Trans .. ¿1'I'ner. Math. Soo. 14 (1913) p. 65-72. Finalmente. LILLY 

HAHN en JJIonaishefie Maih. Phys. 25 (1914) p. 303-320. 
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b) Ar- 1 Y Al'+l lestán 'en la recta anterior o ambos en la 
post'eriOor. 

Cada dOos rectas cOonsecutivas y =Yl" Y = Y"-l' limitan una 
zona," dividida 'en trapeciOos y triángulos" por l'Üs lados que tienen 
sus vértioes. en 'ellas, más dos semiz'Ünas infinitas; los tres tipos 
pueden incluirse bajo el nOlTIbr,e genérico ele trapecios. 

Fig. 2 

Con10 toda poligonal oerrada 'es cortada en liún1ero par 
de puntos pOor cada secante que no pase por ningún vértice. 
r,esulta ilnpar el nlunero de '0stOos trapecios; y si se atribuye 
signo + a uno de los trapecios infinitos, dando alternaHva­
mlelüe los signos- + a los trapecios suoesivOos, r,esultará signo 
+ len 'el Ootro trapeciOo infinito. 

Estos signos afectan también a los s.egmentos de las rec­
"tas y,., perOo no a los lados de la poligonal, cada unOo de los 
cu¿:des ,es común a dos trapecios de signo distinto. 

V'ealTIOS que a cada segluento de las r,ectas Yi' corresponde 
el mismo signo, partiendo de la zona Y"-l YI' o c~,e la y,. y,.+l· 

++¡: - stZ -S 
ti P 

Fig. 3 

En los Begm'entos infinitos este signo es + en amñas; su­
ponim1do a cordes los signos hasta llegar a un vértice M del tipo 
a) los trapecios siguientes ti,enen signo opuesto a los preoedentes 
y por tanto iguales entr,e" sÍ. 

Si el vértioe es de tipo b) oOlmo lel N de la -figura"en 
-- una de las zonas los seglnentos MN y NP pertenecen al mis­

mo trapecio, mientras ,en la otra hay un triángulo int,e,rm,ed~o 
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de vértice N, que produce dos cambios de signo y por tanto 
el segn1ento NP tiene en 'los dos trapecios colindantes el 
mismo signo que el MN. 

Puesto que cada trapecio, de una zona es colindante por 
cada base (una sola 'en .el caso de triángulo) con otro trapecio,. 
la suma de mnbos es un recinto. 

Prlescindiendo de los puntos de la poligonal quedan" pues,. 
los, puntos del plano clasificados en dos conjuntos: X+ SUIlla 

de los trapecios de signo + (a los que agr:egamos los puntos ex­
teriores a todas las zonas) yel conjunto X-, suma de los tra­
pecios de signo -. Vealnos que ambos son conexos. Esto 
rlesulta como consecuencia de tener un solo contorno; pero les 
prleferible no presuponer nada de la teoría ele conjuntos, salvo 
las definiciónes ,prüneras para no salir elel campo a'e la g,eome­
tría ~elmnental. 

Dados dos trapecios cualesquiera de signo -, 8'ea Ar Ar+¡ 
un lado de la poligonal perteneciente a uno y A~-l As un lado 
perteneciente al otro. Estos dos lados dividen a la poligonal 
oerradaen dos poligonales parcial'es abiertas. Sea una ele 'eIlas: 

y por cada vértice de éstos, de dasle a), hay un seglnento con 
signo -, 'el cual 'es por tanto común a dos trapecios contiguos. 
Si lel vértice les de tipo b) y los dos seglnentos que parten de 

. él tienen signo -i-, ,el lado opuesto en el triángulo a que perte-
nece tiene signo -. . 

El priIner caso se presenta en la fig. 3, y el segundo en 
la fig. 4. 

Fig. 4 

En ambos casos, la suma de los trapecios contiguos a lÜ's 
lados de dicha poligonal P es, por inducción, un recinto co-
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nexo, X-, al cual pertenecen los' dos trapecios arbitrari,alnente 
dados. 

Iguahnente ,resulta la conexión del cOonjunto X + (*). 

Nota: Todavia eabe no utilizar siquiera el concepto de recinto, pues ele­
gido un punto interior a cada trapecio y unido con los puntos medios de sus 
bases resulta una poligonal pertenedcnte :11 conjunto X-cuyos extremos son 
dos puntos prefijados de este conjunto. 

Solamente al llegar a un triángulo de signo - es preciso modificar le­
vemente la construcción uniendo el punto interior e, con los puntos medios de 
los segmentos extremos de la base opuesta como. se indica en la figura primera. 

Hipersuperficies poUedricas cerradas de En 

Como todo poliedro de cualquier nÚlnero de dünensiones 
se puede descomponer ,eh sÍlnples (**), podm11os suponer que 
la hipersuperficie poliédrica Sn-l ti,ene caras sinlples, esto es 
poliedros pn-l de n vértioes. Así por ejel11plo las caras de las 
superficies_ poliédricas de' E3 serán triángulos. 

Elijanlos un ej'e x no paralelo a ninguna de estas caras 
y proyectemos Sn-l en ,esa dirección sobre el En-l perpendicu­
lar a Xn- LaprOoyección de cada (n -l)-cara ,es otro (n -1):... 
simple, pero dentro de él o en su contorno puede haber proyec­
ciones A'r de Ootros vértioes Ár no pertenecient'es a ,esa (n - 1)­
cara y en al11]\)Os' casOos adoptm11oS C01110 nuevos vértices de P 
los puntos de la (n - 1 )-cara que tiene esas mismas proyec­
ciones A!]'" 

Así 10granlOo~ que las proyecciones de las (n -1)-caras 
sean (n - 1 )-sinlples tales que dOos cualesquiera careoen de pun­
tos COomunes; 00 sólo tienen comunes varios vértices y !el simple 
de contOornOo que éstos det,erl11inan; o bien coinciden. 

Consider'enlos uno de íos espacios prismáticos Qn pro­
yectante de una (n - 1 )-cara el que tm11biéri lo es de otras 
c2' c3 ' ••• , c2p - (p > 1), puestOo que siendo oerrada la hipersu­
perfióe Pn-v cada recta la corte en un núm'ero par de puntos. 

(*) Quizás pueda parecer preferible otro métodq que después seguimos 
en el caso En; en la duda exponemos ambos. 

(**) Recordemos que un 'poliedro simple o brevemente, un simple en En 

es el poliedro que tiene 1b + 1 vértices linealmente independiéntes. Sus ('l¡' + 1) 
caras son los simples que determinan los diversos grupos de n vértices. 
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Dos de estas cara~ e,. careoen de puntos COlnunes o bien ti:e­
nen un vértice o dos y el seglnento que cleternlinan, o 3 y 
el triángulo que forn1an, ,etc.; y a lo más tienen con1ún un 
(n - 2)-simplre, siendo el vértioe r,estante distinto en ambas. 
En todo caso car'ecen de puntos oomunes interior,es y si las 
ecuaciones ele los (n - 1 )-planos que los contienen S011: xn = Ji; 
X n = B (*) la inecuación A XI/. < B (o bien· » representa un 
recinto parcial del ,espacio pris111ático Qn. 

Este queda así elescOlnpuesto por los simples C1 ' C2 , .•.• 

C2P en (2p -1) prisn1as finitos, más dos prisn1as infinitos .. 

Asignarm110s a estos prismas infinitos signo + y a los 
pris111as finitos intermedios signos alternados, -, +, -, -1-, ... ,-. 

Las caras laterales de este n-espacio prismático Qn Hon 
a . su v,ez (n-1 )-espacios prIsmáticos Qn-l que están divididos 
por los (n - 2) sÍl11pl'es de contorno de las caras C]' en (n -1) 
prisn1as de los cuales son finitos los (2p - 1) i.nter111ec1ios e 
infinitos los dos lextr,emos. 

Considere1110s dos n-espacios p;is111áticos Qn, Q'n colin­
dantes C011 un lnis1110 (n -l)-'espacio prislnático Qn-l. 

Los dos n-pris111as infinitos Qn, Q,n corr,esponc1ientes al 
sentido Xn -+ - 00 tienen signO' + :e inducen por .tanto signo +­
en le1 (n -1)-prisn1a -infinito común Qn-l, pero es preciso 
distinguir dos casos al llegar al prilner." silnple Cn-2 sección 
de Qn-l, según las posiciones de los dos sÍlnples cn-l; Ctn-1 que 
forman las caras colindantes con él. 

1) El n-sÍlno vértice ele Cn-1 y el n-si1110 de Ctn-l no per­
tenecientes a C1

1
1-2 lestán le11 distintas r,eotas proyectantes, ,es 

decir, los sin1ples Cn-1, C'n-1 están en distinto 'espacio pris­
mático Qn, Qm. 

Il) Dichos n-sin10s vértices están en el nl1S1110 rayo pro­
yectante, o sea: los simples cn_·1, C'I1-1' son secciones del mis­
mo 'espac10 prisn1ático Qn. 

En 'el éaso 1, los segundos prismas Q2' Q2'n colindantes por 
C1n-1, C' ln-l con los Qt, Ql'n que tienen signo +, tienen alnbos 
signos -, 'es decü:, induoen re! 111ismosigno len lel segundo (n ~ 2)­
pris111a Q2n- 2 que 'es cOlnún a a111bos (n -l)-prislnas Q211.

- 1, 
Q m-l 

2 • 

(*) A Y B son funciones lineales ele .V] x2 ••• ;1: n - 1 . 
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En el caso II el segundo n-prislna Q2 tiene bases C1
n- 1 , 

C/n-1 que por estar fuera del 'espacio prismático Qtn no in­
terrulnpen la continuidad del prilner prisn1a de éste, el cual 
tiene signo + y por tanto induce en Q2n- 1 signo +; mientras 
que en Qn ,el prisn1a Q2n linütado por C1n-1; C/n-1 tiene sig2" 
no - que no influye '811 los prislnas de Qn-1, por no tener en 
él cara de dimensión n -1 y -es :el siguiente Q3n con signo --¡-. 

el que induce signo + en Q2n-1, lo Inisn10que partiendo de 
Q'n. 

Como ,el razonalniento ,es recurrl8llt,e r,esulta que si hay 
coherencia de signos inducidos hasta Qrn- 1, la hay' tan1bién ,en 
'el siguiente Q/,+1n- 1 y por tanto en todos. 

Vean10s ahora que losprislnas finitos de signo ~ forn1an 
ún recinto si se incluyen los puntos de los prismas Qrn- 1 co­
Il1unes, pero se -excluy,en los puntos de las caras C,.n-1. Tal 
conjunto 'está formado desde luego, por puntos interiores y 
falta probar su coneXIOno 

Observalnos ante tüdo que cada prisIl1a tiene como bases 
dos caras C/1':"'1, C/1-1 de 8n- 1 y r'ecíprocament'e cada CaI~a I8S 
base de un solO' prisIl1a con signo 

Dos caras contiguas con una C,.n-2 con1ún, detern1inan un 
solo prislna (caso II) o: ',hi'en dos prisn1as con una cara C/1--1 
(caso 1). ' 

En am~bos casos, la Sluna de prismas cuyas bases son caras 
contiguas de $n-1 forIl1an conjunto conexo. 

COlno todo prisn1a tl<ene una cara de 8n- 1 y dos caras 
cualesquiera de 8n- 1 pueden consi~l,erarse COlno prim'era y úl­
tÍlna de una cadena de caras contiguas, cada una con la si­
guiente, r-esulta qUe; la sun1a de todos los prisn1as provistos ti,e 
signo -es un conjunto conexo que se llan1a interior a Sn--1. 
y análogalnelüe la suma de los que llevan signo + más lel con­
junto cümpl'elnentario del 'espacio prislnático ..E Q/1 .fonna un 
conjunto conexo que se llama exterior a 8n -1. 


